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تمهيد!*) 

يمكن اعتبار هذا الكتاب بمثابة تتمة لكتاب « التحليل الرياضي (التوابع 
لمتغير واحد)» لنفس المؤلف» المنشور/**) في دار «مير» (موسكو 
3 ). احتفظنا هنا بنفس المباديء الأساسية التي سرنا عليها في الكتاب 
السالف الذكر: طبقاً للاسلوب الحديث فإن التحليل الرياضي يظهر في 
نظام على جانب كبير من التنظيم للبنيات والتجريدات ذات المستويات 
المختلفة» وهي كلها مرتبطة فها بينها وبالتطبيقات ارتباطاً وثيقاً. تؤدي 
الانجازات الاق لهذا المبدأ في المؤلفات العلمية مثل عناصر الرياضيات» 
ل ن. بور باكي, الى عرض استنتاجي محض للنظرية؛ اما في الكتب 
البيدانموجية فإن العرض الاستقرائي غالبا ما يكون مفضلا على غيره لانه 
يسمح للقاريء بتتبع تكوين المفاهم التي تزداد شيئاً فشيئاً تجريداً ونمكنه 
ايضا من ادراك ضرورة القيام بالتعمهات. ذلك هو المبداً الذي تبنيناه في 
كتابنا. من الناحية الشكلية فإن الفصلين ١‏ المكاملة والاشتقاق » و«الهندسة 
التفاضلية التقليدية » ليسا ضروريين في دروسنا هذه إذ نحصل على النتائج 
الرئيسية الواردة في هذين الفصلين كحالات خاصة من نظريات اكثر 
عمومية وشمولا (ذلك ما سنراه مستقبلا في الكتاب)؛ ورغم ذلك فإننا 
قررنا ان يسبق هذان الفصلان نظريات اكثر تجريداً حتى يتسنى للقاريء 
ادراكه لزوم ظهور بعض المفاهي العامة مثل الفضاء الريماني أو الشكل 
التفاضلى على منوعة, وحتى يكون القاريءمستعدا لإستخدامها في 
التطبيقات . يهبدف تشكيل هذه الفصول الى نفس الغرض : على سبيل المثال 
فإن نظرية السطوح القابلة للنشر التي تمثل احد المواضيع المفضلة في دروس 
السطوح القابلة للنشر التي تمثل احد المواضيع المفضلة في دروس المندسة 
(*) ترجم هذا الكتاب عن النسخة الفرنسية الصادرة عن دار «مير» سنة 1975, اما النسخة الاصلية 

(بالروسية) فقد صدرت سنة 1972. (المترجم). 
( + )الحديث هنا عن النسخة الفرنسية للكتاب اما النسخة الاصلية (بالروسية) فقد صدرت سنة 1969 


و1970 ( الكتاب يقم في جزءين). هذا وقد قام ديوان المطبوعات الجامعية (الجزائر) بتعريب الكتاب» 
وهو الآن تحت الطبع. (المترجم). 
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التفاضلية تصبح عندنا مجرد مرحلة عابرة» في حين تقوم بالادوار الرئيسية 
معاملات الترابط لريمان ‏ كريستوفال. 

يتألف هذا الكتاب» كا هو الحال في « التوابع لمتغير واحد»» من ثلاثة 
اقسام . يوجد القسمان الاولان «الحساب التفاضل » و« من الفضاءات 
الشعاعية الى المنوعات » الآن بين يدي القاريء , اما القسم الثالث « التحليل 
في المنوعات» فسيصدر في المستقيل*) . 
٠‏ يعرض الفصل الاول نظرية اشتقاق التوابع لعدد منته أو غير منته من 
المتغيرات. إن اهمية الحساب التفاضلى للتوابع المتعددة المتغيرات غنية عن 
التذ كير ؛ الا ان الحساب التفاضلى للتوابع في الحالة التي يكون فيها عدد 
المتغيرات غير منته ( وعلى وجه التحديد» التوابع لنقط من فضاء نظيمي) 
يمكن هو الآخر استخدامه لسد حاجيات التحليل التقليدي. مثلاء في 
دراسة حلول المعادلات التفاضلية العادية ( ودراسة القم القصوى هذا النوع 
من التوابع يؤدي الى مسائل حساب التغيرات). 

خصص الفصل الثاني للمشتقات ذات الرتب العالية. فكا هو الحال 
بالنسبة للتوابع ذات متغير واحدء بد ان المشتقات من الرتب العالية 
تسمح بوصف اكثر دقة (بالمقارنة مع المشتق الاول) لسلوك التابع بجوار 
نقطة معطاة. هناك زيادة على ذلك. الكثير من التطبيقات الاخرى هذه 
المشتقات» إذ تبيّن مثلا بأن المسألة التقليدية لإنسجام جلة تامة (أو 
كاملة) من المعادلات ذات المشتقات الجرئية مسألة ظاهرية فقط لدى 
إعتبارها كمسألة حل معادلة تفاضلية عادية (لكن بمتغير مستقل متعدد 
الابعاد) لا تتطلب سوى تناظر المشتق الثاني للحل المعبّر عنه بدلالة 
الطرف الثاني للمعادلة. 

ننشيء في الفصل الثالث نظرية المكاملة. يمثل القسم التجريدي من 
النظرية تعمما لتكامل ريمان الى حالة « الفضاء المشحون» أي فضاء متري 


(٭) لا ندري لحد الساعة هل نشر هذا القسم ام لا. (المترجم). 
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مزود بقياس جعي . إننا لا تُدخل » ى] هو الحال في كتاب «التوابع لمتغير 
واحد » تكامل لوبيغ ‏ إذ اننا لا نكامل سوى التوابع المستمرة أو التوابع 
التى لديا جموعة «صغيرة» من نقاط التقطع ؛ وعليه فإننا نستغني عن 
القاات 6د اة ال لجن نظرية قاش 'الأحجاء لي الفشناة 
المتعدد الابعاد ونظرية قياس السطوح ( في مختلف مفاهيمها)؛ هذا وقد 
أولينا اهتاما خاصا للتكاملات الموسعة للسطوح والاحجام. 

استخدمنا التحليل الشعاعي في الفصل الرابع كلغة نعيّر بها عن الروابط 
القائمة بين العمليات التكاملية والتفاضلية على التوابع المتعددة المتغيرات. 
نعالج العمليات التفاضلية الرئيسية (التدرج» التفرق» الدوار) من وجهة 
النظر المتداولة أي ككثافة لتوابع جمعية معينة في الساحة المعتبرة؛ علا اننا 
واصلنا تقديم النظرية الى ان بلغنا المسألة المعاكسة, أو العكسية» (أي 
استرجاع حقل إنطلاقا من تفرقه ودواره). هناك جزء كبير من هذا 
الفصل يدور في الفضاء الثلاثي البعد» وذلك نظرا للطابع المميز لتعريف 
الدوّار فيه . 1 

نستهل القسم الثاني من الكتاب بالفصل الخامس «الهندسة التفاضلية. 
التقليدية » التي تهتم على وجه الخصوص بالترابط المولد على سطح بمسافة 
الفضاء الاقليدي الذي يحتويه. كا عم ايضا بالخطوط الجيوديزية 
والانسحاب مع العام ان المصطلحين الاخيرين متصلان بالترابط. ندرك 
شيئا فشيئا » بفضل تطوير هذه الانشاءات. انه ليس من الضروري استعادة 
مسافة سطح من الفضاء الاقليدي الذي يحتويه؛ وهكذا فإن الانحناء 
الثابتيتحقق على المستوى وسطح الكرة والمجسم الزائدي, حيث ان مسافة 
هذا الاخير ليست مستنتجة من الفضاء الاقليدي الذي يحتويه بل من شكل 
تربيعي مربعه سالب. يفتح ذلك الباب مباشرة على الفضاءات الريمانية 
(الفصل 6). نتبين في الحالة العامة لفضاء رياني كيفي ان الانحناء الثابت ۾ 
يتحقق دائما على المستوى (المتعدد الابعاد) وسطح الكرة (المتعددة 
الابعاد) والمجسم الزائدي (المتعدد الابعاد) حيث ان مسافة هذا الاخير 
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مستنتجة من شكل تربيعي مربعه سالب لكنه موجب على المجسم الزائدي 
نهفسة . 

تحتل الاشكال التفاضلية ذات الدرجات الكيفية المكانة الاولى من 
الفصل السابع ؛ ذلك ان هذه الاشكال تستخدم في صياغة النظريات 
التكاملية من نمط ستوكس وكذا في طرح المسألة العكسية المعممة للتحليل 
الشعاعي طرحا سلما : على وجه التحديد فإن هذه المسألة تتمثل في استعادة 
شكل انطلاقا من تفاضليته وتفاضليته القريئة. 

اما الترقم المتبع في الكتاب (ذي الجزءين) المشار اليه اعلا ؛على سبيل 
المثال فإن الرمز «32.6 - ب» يعنى «الفصل 6., الفقرة 2 النقطة 3› 
النقطة الفرعية ب». وضعت هذه ارقو في مستهل عناوين الصفحات» 
وهذا من ثأنه تسهيل العثور عن النص المطلوب. يكثر في هذا الكتاب 
الاعتتاد على المرجعين التاليين للمؤلف ١‏ التحليل الرياضي )التوابع لمتغير 
راحد) » الجزءان الاول والثاني. ديوان المطبوعات الجامعية. ( تحت الطبع 
الآن) و« التحليل الرياضي (الفضاءات الخطية ذات الابعاد المنتهية) ؛ 
(الجزءان 1ء 11,. موسكو 1969, بالروسية). نشير لهذين المرجعين برموز 
ماثلة للمتخذة هناء مسبوقة بالحرف ي و ل على التوالى. 

المؤلف 


القسم الاول 


الحساب التفاضلي والتكاملٍ 


الفصل 1 
المشتقات ذات الرتبة الاولى 

هدفنا في هذا الفصل هو تناول الحساب التفاضلى للتوابع التي ينتمي 
متغيرها المستقل الى فضاء ذي عدة ابعاد؛ لن نعتبر الآن الا المشتقات 
ذات الرتبة الاولى. إن الفكرة الرئيسية تكمن في الخطية والرجوع اليهاء 
فهي تتمثل في استخراج الجزء الخطي الرئيسي من تزايد التابع المعتبر » الامر 
هذه العملية. نشير الى ان دراسة الخواص البسيطة للتوابعالقابلة للإشتقاق 
بواسطة طريقة الخطوطية تتم بنفس الشكل سواء تعلق الامر بتابع ذي متغير 
واحد أو ذي عدة متغيرات حقيقية حتى إن كان عدد المتغيرات غير منته 
( بعبارة ادق» مهما كان التابع لنقطة من فضاء نظيمي). هناك بعض 
الفروق التى ستظهر بالنسبة لحالة متغير واحد. وذلك في نص نظرية 
المتوسط (4.18). ثم تأتي نظرية جديدة ليسلهذا مثيل في حالة متغير 
واحد» لتلعب دورا اساسيا: إنها نظرية التوابع الضمنية (18 5). نستطيع 
القول. دون مبالغة في اهميتهاء انهذه النظرية تمثل النظرية الرئيسية في 
الحساب التفاضى للتوابع المتعددة المتغيرات - ويرجع ذلك لدى اهمية 
تطبيقاتها سواء في حالة البعد المنتهي أو في الحالة العامة ( حالة البعد غير 
المنتهى ): ارتباط حل معادلة تفاضلية عادية بوسيط (18 .8 ). البنية المحلية 
لتابع قابل للإشتقاق (6.18)», نظرية القم القصوى المقيدة (7.18) وكذا 
تطبيقات اخرى سنتعرض ها ضمن الفصول الموالية. 

5 التوابع المستمرة 

قبل الشروع في تقديم الحساب التفاضلى للتوابع ذات المتغيرات الحقيقية 

المتعددة» يستحسن التذكير ببعض التعاريف الاساسية الخاصة بنظرية التوابع 


1. ليكن (2)/ >- 8 تابعا معرفا على جموعة × يأخذ قيمة في 
جموعة . نستعمل في المستقبل احد الرموز التالية: ' 


y =f (r), YJiX mY, 

y= f(2):  X—>Y, 

u =f) ) ¬+ 5 
a ج‎ y عد‎ f )7(, 


xz —> f (r), 


يبخصص الرمزان الاخيران الى الحالة التي يكون فيها × ء۲ معرفين في 
النص. إذا وجب التأكيد على ان التابع (2) f‏ معرف على جموعة جزئية 
8 ويأخذ قيمة في جموعة جزئية # <لافإننا نتخذ ايضا الرمز: 


بلح ا حدولاة (Ec‏ :ها /- و 
أو بازالة الاقواس: 
لاح #اجالةا ج 8# :نا / - ور 


نقول عن تابع () ۶ إنه عددي عندما يكون #27 (المستقم 
العددي). كا نقول عن هذا التابع إنه حقيقى (بعبارة ادقء ذو قم 
حقيقية). إذا كان7 8,5 فإننا نصطلح على تسميته (2) f‏ تطبيقيا. إذا 
كان ۲ فضاء شعاعيا (ي 11.12). متلا ,۸ = ۲ (الفضاء الحقيقي ذي 
البعد -۸ )» فإن التابع ۲ ج × : (2) f‏ يسمى تابعا شعاعا . وإذا كان × 
جزءا من ,8. فإننا نسمي (2)/ تابعا لمتغير حقيقى . ثم إذا كانت × 
ساحة من ۾. فإننا نسمي (2) f‏ نابعا ل م متغيرا حقيقيا؛ الواقع انه 
يحب من اجل ذلك اختيار احداثيات »...ى لنقطة 2# بالنسية لأساس 
من اسس الفضاء ۾ 

لكي تتكون لدينا فكرة هندسية حول تابع عددي لتغير حقيقي» 
اعتدناعلى رسم خط بيان هذا التابع بنقل قيمة (#) f‏ من اجل كل نقطة ± 
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في ساحة تعريفه. في اتجاه حور العناصر آ. في حالة تابع عددي 
و .ر) / لتغيرين حقيقيين» يمكنناء مها كانت النقطة ري ,رو في 
المجموعة × من المستوى ,۸ نقل القيمة (ون ,,ت) ۶ في اتجاه المحور 
الثالث أي حور العناصر #. إن خط بيان تابع لمتغير هوء اعتياديا» منحن ؛ 
اما خط بيان تابع عددي لتغيرين فيمثل, على الاقل فما يخص التوابع 
البسيطة» فهو سطح يمكننا رسمه بمراعاة قواعد «الرسم الافقي». 


امثلة. أ. إن بيان تابع من الدرجة الاولى8 ل وهمرط+ يمرم عدي 
مستو. يسمى العددان ,۸ ورم المعاملين الزاويين للمستوي. إن التفسير 
اهندسي هذين العددين واضح من الرسم 1-1.1. 

ب. إن بيان التابع من الدرجة الثانية [«+[× = و مجم 
مكافيء دوراني (من اجل نه = ر حيث ,©0>0 
و ,»>0 خد ان البيان هو مجسم مكافيء ناقصي) مبين في الرسم 2-1.1 . 


ج. إن بيان التابع من الدرجة الثانية ×× = ر سطح 
في شكل سرج يسمى مجسما مكافئيا زائديا؛ إذا كان محور العناصر د 
متجها نحو الاعلى فإن المقاطع الشاقولية للسطح قطوع مكافئة والمقاطع 
الافقيةقطوع زائدية (الرمم 3-1.1). 
في حالة توابع ذات ثلاثة متغيرات أو اكثر فإن ما يسمى « بيان» التابع هو 
بطبيعة الحال مجموعة النقاط ( (ي لبم الى »...ىب ) حيث «13) وهی 
جموعة جزئية من الفضاء ذي البعد 8+1. نلاحظ ان هذه التسمية مطابقة 
للتعريف العام للبيان الوارد في ي2 .38 ؛ الا انه من الصعب ان نحصل على 
فكرة هندسية لهذا البيان؛ في مثل هذه الحالات فإنه ينبغى ان تحل البداهة 
المندسية محل المنطق. هذا مع الإشارة الى ان الخطوط البيانية يمكن 
الاستغناء عنها في حالة متغيرين وحتى في حالة متغير واحد على الرغم من 
انه ليس هناك من ينكر فائدتها. 





د. نستطيع احيانا ان نتصور. هندسياء. تابعا وذلك 
باعتبار خطوط (أو سطوح) مستواة. خط (سطح) مستوى تابع 
(×) = « هو المحل المندسي للنقاط التي يأخذ عندها التابع نفس القيمة 
ا = «. وهك ذا فاإن خطوط مستلوى التتابع 
(ر#ميع I(x) = p(x,a) = |x-al(‏ هي ( الرسم 4-1 ) الدوائر 
المتمركزة في النقطة © (وكذا النقطة © ذاتها حيث يأخذ التابع القيمة 

f(2) = م‎ (z, a+ م‎ (z, 5( ي8)‎ > 8, 
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هي الرسم 5-1.1 ) القطوع الناقصة المعرفة ببؤرتيها © وط ( وكذا القطعة 
المستقيمة التي تصل هاتين البؤرتين)؛ اما خطوط مستوى التابع 
(5.*)م-(ه2,)م > (*لر (انظر الرسم 6-1.1) فهي القطوع الزائدة 
المعرفة ببؤرتيها » وط ( وكذا محور تناظر هذه القطوع ونصفا مستقيمين) ؛ 
واما خطوط مستوى التابع 

f (r) = p (z, 0١م‎ (z, b) (R> 1 


فهي جاعة (الرسم 7-1.1) بويضات كاسيني (0855151 ) يُوجد من بينها 
لمنسكات (منحن ذو عروتين) بارنولي (انظر التمرين 6)؛ اخيرا فإن 
خطوط. مستوی التابع 


f (z) = م‎ (r, a)/p (r, b) (Ra > م8‎ 


فتشكل جاعة دوائر مراكزها تقع على المستقم 40 مع حور تناظر النقطتين 
© وط (الرسم 8-1 ). نشير الى ان سطوح مستوى نفس التوابع عند 
تعريفها على ,۸ تتولد عن دوران المنحنيات الموافقة لها حول المحور ab‏ . 
ر. كنا قلنا في ي2 .38 في الحالة العامة ان خط بيان تابع 
ابتار ح م : (+*«كر = ر هو مموعة النقاطد ‏ ((7)2 ,#ة ‏ من الجداء 
الديكارتي ل × و۲. لكنه من الصعب ان تتكون لدينا فكرة هندسية عن 
هذا البيان. 
إذا كان × = ۲ فإنه من المفيد احيانا ربط التابع (×)/ = « بحقل 
شعاعي : تمثل كل نقطة مصدر (أو بداية) شعاع (سهم) طرفه هو النقطة 
(× )ا + ×. يبين الرسم 9-1. على سبيل المثال» الحقل الشعاعي الموافق 
للتابع : 


J)2( = ر‎ : RAR, 


1. نذكر الآن بمفهوم الاستمرار (ي11.5). 
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أ. حتى نتمكن من مناقشة استمرار تابع (۲«×)(×)ل» يجب افتراض ان 
المجموعة ‏ حيث عرفنا التابع وكذا المجموعة ۲ حيث ياخذ التابع قيمة 
فضاءان متزنين (ي11.3). نقول عندئذ ان التابع (*)/, = « مستمر 
عند © = ×» عندما نستطيع من اجل كل 0>8», ايجاد 0>8 بحيث يكون 
>( (6© )ل (* )رم من اجل كل ×د× يحقق 4(>8,*)رم. یرمز هنا ړم 
لمسافة الفضاء × كبا يرمز رم لمسافة ۲. (عموما نرمز للمسافة بين نقطتين 
من فضاء متري 84 ب م» وإذا توجب علينا الاشارة الى الفضاء نرمز هذه 
المسافة ب يرم). هناك تعريف آخر يكافىء السابق: يكون التابع (:)/ 
مستمرا عند © = × عندما تتحقق العلاقة (©// + (ي×) مها كانت 
المتتالية ...ي,*,....,*» المؤلفة من نقاط في المجموعة ج المتقاربة نحو 
النقطة ©. كنا قدمنا البرهان على تكافؤ التعريفين السابقين ضمن ي5 .211 
وسوف لن نعود لذلك هنا. 

نقول عن تابع (۲+×)(×)/ إنه مستمر على المجموعة ‏ إذا كان 
مستمرا عند كل نقطة من 8. 





الرسم 4-1.1 الرسم 5-1.1 
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الرسم 6-1.1 الرسم 7-1.1 





الرسم 8-1.1 الرسم 9-1.1 


ب. إن ابسط مثال لتابع مستمر هو التابع الثابت (۲+¬×)(×)/ الذي 
يأخذ عند كل نقطة ×د× نفس القيمة ,لاد ظ. 

ج. مثال آخر: التابع العددي (,4()8-8,*)م = (×)/ حيث © 
نقطة ثابتة من الفضاء ×. ينتج استمرار هذا التابع من متراجحة المثلث 
(راجع ي5 .21 .ب). 

د. التابع (#-#) = (*ر الذي يصل كل عنصر ×من الفضاء 
المتري × نفس العنصر × هو ابسط مثال لتابع مستمر غير ثابت. 
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ر. التوابع ذات المتغيرات المتعددة. لتكن المجموعات ,×,...م*؛ تسمى 
المجموعة #المؤلفة من العناصر ذات الشكل: 
X EF‏ ا = X‏ 


الجداء الديكارق للمجموعات , 
XX...‏ . يمكن معالجة اي تابع لاد(« )/ = ر كتابع ل م 


Kek‏ ونرمز له ب 


متغرا رار . 

لتكن ,*,...., و فضاءات مترية. يكن حينئذ» باعتبار تابع 
ام (× )ا = لإ تعريف «استمراره عند (,4,...,ه] = © = × 
بالنسبة لمجموعة المتغبرات ١؛‏ يعني ذلك اننا نستطيع » من اجل كل 0>١‏ 
ايحاد 0<8 بحيث تؤدي المتراجحات 
p(x, (>5‏ .....x×,4,(>5)م‏ الى النتراجحة ع>((7)*(2)©6)م. 
نعرف استمرار التابع 81( م بالنسبة للمجموعة ,*,...,* على كل فضاء ا 
بالطريقة الطبيعية المعتادة. يمكن تفسير الاستمرار بالنسبة للمجموعة عند 
© = × بأنه الاستمرار المعتاد شريطة ان يكون الفضاء × مزوداً بمسافة 
لائقة؛ نستطيع مثلا استخدام التعريف: 

لول (Ta,‏ موءءو( رظان )ماءتقتط-( }, {Xece {Yee‏ )م (1) 
نستعمل احيانا مسافات اخرى على > مثل: 


(2) م‎ (Zs, ٠۰و‎ Tn}, {Y1 وء‎ Yn}) = 2 P(t, 18: 





(3) P(t ..., nh, {Yu «<, m= V Û een 01 

من السهل ان نرى في جميع الحالات ان العلاقة المعتبرة 
((3,0:)2(:)1)) تعرف بالفعل مسافة . وان استمرار (*)/ بالنسبة 
للمجموعة ,«.....,* ( هذا الاستمرار معرف بصفة مستقلة عن مسافة *) 
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1 . خاصيات التوابع المستمرة. 
أ. هاك نظرية هامة: 
نظرية حول استمرار تابع مركب. (ي51.5): ليكن 
(1ب#)(*«/ر = « تابعا معرفا على فضاء متري #يأخذ قيمة في فضاء 
متري 23 ومستمرا عند نقطة © = ×؛ وليكن (8)37()8-2 تابعا معرفا 
على الفضاء المتري ۲ يأخذ قيمة في فضاء متري 2 ومستمرا عند 
(©كر = «. عندئذ يكون التابع المركب [(*)/ام = (*)© من × في 
2 (الذي يحب ان يكون معرفا بجوار النقطة © ) مستمرا عند © = ×. 

يسمى التابع [(*)/] مركب (أو تركيب) التابعين (*)/ و(«)». با 
ان التابع العددي (,۸-×)(4,×)م مستمرا على الفضاء المتري × ( رأينا 
ذلك في 21.1 ج) فإن كل تابع من الشكل [(م,×)م]عء حيث (8)۷ 
تابع مستمر من اجل «>0 ( متغير حقيقي) هو ايضا مستمر حسب 
النظرية السابقة. 
ب. إذا كانت التوابع ....(*)ير/....(*))/ معرفة على نفس المجموعة 
× وتأخذ قيمها من فضاء متري ۲ وتشكل متتالية متقاربة على × فإننا 
نستطيع تعريف على نفس المجموعة ×+ التابع النهاية 
لاملا(« )ر صنل = (×)/. إذا کان × فضاء متریا وکان تقارب (× )ے۶ 
نحو (×) منتظا والتوابع (*)ي/ (...,1,2 = #«) مستمرة فإن (*)ر 
مستمر ايضا (ي69.5). 
-. نقول عن تابع (-1)(*)ر = ر ذي قم في فضاء متري ۲إنه 
محدود (على ) إذا شكلت الاعداد (('/×)ل('×)# )رم جموعة حدودة | 
عندما يرسم “د و“ المجموعة ×. إن المجموعة (×)۲ المؤلفة من كل 
التوابع المحدودة والمستمرة والمعرفة في الفضاء المتري ¥ والاخذة قيمها في 
فضاء متري ۲ تصبح هي نفسها فضاء متري عند وضع : 

Pr ص‎ (f £) = SUP Py (f(z). g (2). 
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إن كان #تاما فإن الفضاء (×)۲ تام ايضا (ي32.12 - س). 
د. لیکن 8 و۲ فضاءين متريين؛ نقول عن تابع (۲×)(×) = إنه 
مستمر بانتظام (على ) إذا استطعناء من الجل كل 0>8, ايحاد 0>6 
بحيث تؤدي العلاقة 6>( “*,'* )رم الى العلاقة: 
>( ( « )ل( «)/)رم (ي71.5- ب). إن كل تابع مستمر على متراص 
(أي فضاء متري متراص) ‏ (ي19.3- أ) مستمر بانتظام ( ي71.5- 
ب). إن جموعة كل قم تابع مستمر على المتراص هو نفسه متراص في 8 
(ي5 .61- أ) وبالتالي فهى محدودة. 

إذا لم يكن ٭ متراصا فإنه توجد توابع مستمرة لكنها غير حدودة کا 
توجد توابع مستمرة ومحدودة لكنها ليست مستمرة بانتظام على × 
(التمرينان 29 و30). 


ر. نقدم الآن طريقة انشاء تطبيقات مستمرة سنستخدمها في المستقبل . 
لتکن × ۲ 2 فضاءات متريةع و3+2“«#:( ,د )© = 2 تابعا محدودا 
ومستمرا بانتظام على 7« و(۲+¬×)(×) تابعا و عندئذ يكون 
التابع (۲+2)( (*)د*)ه محدوداً و( بفضل أ) مستمرا. إذن فقد عرفنا 
التطبيق ۴۴ بحيث ( (×)×)ة = (*) من الفضاء (×)۲ في الفضاء 
(2)8. للبت انه مستمر. بالفعلء لدينا من اجل كل 
:Y)X)af x) = Ff‏ 


)1( ص جم‎ (Ff, بوم ام‎ )© (z, F(z)), O (z, f(z)). 


x, (‏ )› ايحاد 0>5 بحخيث تؤدي المتراجحة : 85>( Py)‏ اي 
>( (د ل( 7)رم مء الى ان الطرف الثاني من (1) اصغر من ٠۴‏ 
وهو المطلوب. 
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1 . التوابع الخطية 

أ. لننظر في الفضاء الشعاعي ,۸ ذي البعد * المزود بمسافة بواسطة نظم 
(ي13.12) ولنختر فيه اساسا. عندما نصل كل نقطة ×د, ۸ باحدائیتها 
,»دذات الدليل «» المثبت (,....1 = ۸) فإننا نحصل على تابع عددي 
مستمر وبالاضافة الى ذلك فهو خطي (ي51.12) على ۸. إن اعم شكل 
تابع عددي خطي على ,۸ هوييم» < = (×)/ حيث ٥‏ 


(1,...,۸ = ۸) اعداد مشتة. 
ب. كنا قد راينا ( ي12 .17) ان ابسط التوابع العددية المستمرةعلى فضاء 
شعاعي نظيمي» إذا استثنينا التوابع الثابتةء هي التابعيات الخطية. 

نحن نعرف عن هذه التوابع بعض الامثلة. وهكذا عرفنا في الفضاء 
(©,806 المؤلف من التوابع الحقيقية المستمرة على المجال [ 4,2 ] التابعية 
الخطية: (*)5+(4)* التي تأخد الشكل : 


F(x) = D(t)x(t)dt 


حيث (2)4 تابع مستمر معطى (ي17.12 - ص). کا ان الجداء 

١‏ ' ش 
F(x) = (6×) 4‏ 

في فضاء هيلبرتي حقيقي 8 (ي14.12) حيث / شعاع مثبت من الفضاء 
ج. بصفة عامة. من بين كل التوابع المستمرة العاملة من فضاء نظيمي 
لافي فضاء نظظيمي آخر ۲ فإن ابسطهاء إذا استثنينا منها التوابع الثابتة» 
هي المؤثرات الخطية المستمرة (ي17.12)» أي التوابع المستمرة 
ب (*)4 التى تحقق الشرط : 


4( ax +a, ) = a 4( x, (+ )ره‎ x2) 
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مهما كان ,× ورد في × ومهما كان الثابتان ,» ور». 
من اجل كل مؤثرين خطيين فإن العبارة الخطية ۲«¥:4 وله 86 
وكل عددين » و8 فإن العبارة الخطية 04+88 معرفة كمؤثر خطي 
مستمر من × في 8 يعمل وفق الدستور: 
x )+BB( x)‏ )مه = <«( هق+همه ) 
إن الفضاء الشعاعي المؤلف من المؤثرات الخطية المستمرة 2+-4:8 المزود 
بالنظيم p4 x)‏ = |4| فضاء باناخي (نسبة ل (Banach‏ أي 
فضاء نظيمي تام. نرمز له ب (۲,¥×)ا. 
إذا كان ,8 = × فإن (2)#8,,2 = (۲,¥٭)1 يتطابق طبيعيا 
مع 7: نصل كل 4و2 بالمؤثر 1)۸,۲(24 المعرف بالدستور 424 = 44 
(8,4)» ثم إن كل مؤثر 4د(2)8,,8 يعمل وفق الدستور : 
t.4(1) = ta‏ ع 1 )ل = dt‏ 
حيث (4)1 = ه. نرمز باختصار للفضاء (×,×)1 ب (×)1. 
د. نشير الى بعض المؤثرات الخطية التي لها صلة بالتفكيك الى جموع 
مباشر. نذكّر حسب التعريف ان فضاء شعاعيا ‏ يكون جموعا مباشرا 
لفضاءاته الجزئية إذا تمكناء من اجل كل #دا. من كتابة التفكيك: 
KEK gees EX ,‏ ا = X‏ (1) 


وكان هذا التفكيك وحيدا. اي ان العلاقة: 


تستلزم العلاقات ,× ا = Xx‏ 
يكفى ان نثبت وحدانية التفكيك (1) من اجل الشعاع المنعدم فقط: 
إذا ادى التفكيك : 


0 ع‎ ht...+h,, shEX,p...,H,EX 


n 
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الى العلاقة 0 = ,۸# = ... = ,۸ فإن التفكيك (1) وحيد من اجل 
كل ×3×. 

ليكن #فضاء شعاعيا جموعا مباشرا لفضاءين جزئيين ,× و,*. 
عندئذ تكون المركبتان x,‏ و20 لأي شعاع ×د× تابعين ل × يمكن ان 
نرمز طما ب: 

xı = P(x), x, = (دارم‎ 

نتأكد بسهولة من أن التابعين (×),۶ و(*)رم خطيان؛ يسمى هذان 
التابعان مسقطان (أو مؤثرا اسقاط, أو مؤثران اسقاطيان) على الفضاءين ‏ 
الجرئيين ,× ورلا على التواللي. عندما يكون فضاء شعاعيا نظيميا تاماء 
وكان الفضاءان الجزئيان ,× ور× مغلقين فان المؤثرين ,۲ ور٣۲‏ 
مستمران (ي27.12- د). تبقى هذه النتيجة» بطبيعة الحال» قائمة مها 
كان العدد (المنتهى) من الحدود في المجموع. 
ر. بالعكس نستطيع النطلاقا من فضاءات شعاعية ...× انشاء 
فضاء شعاعي لايمثل مموعها المباشر . للقيام بذلك نعتير الجداء الديكارتي 
(ي21.1- د) للفضاءات ,2,...., (وهي المجموعة المؤلفة من كل 
العناصر [,*,...ى*) = × ,کع×....,٭3,×) وندخل عليه 
العمليتين الخطيتين المعرفتين كالتالي : 

{Xp ]لي‎ psy} = (XY pee FY, 


OX ey} = {OX oO | 


إن الفضاء ,ا مطابق .بشكل طبيعي » للفضاء الجزئي )د المؤلف من 
العناصر ذات الشكل : 
X,EX,‏ ,}0,...,0,0,...,0{ )2( 
إذا كانت الفضاءات 000,×1,,× نظيمية» نستطيع تزويد × أيضاً بنظم 
وذلك بوضع مثلاً. 
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(3) xl = max (IX ll.) 
بعد ذلك» إذا كانت الفضاءات ,.... × تامة فإن × ايضا تام‎ 
لان الفضاءات الجزئية غ2 (المعرفة ب (2)) تصبح فضاءات جزئة مغلقة‎ 
في ٭×.‎ 
س. ليكن × مجموعا مباشرا لفضاءات جزئية (مغلقة) منه‎ 
کک بحيث يكون ««رصد...+هرم = × مها كان‎ = ۸+... 
م۶ المؤثرات الاسقاطية الموافقة ل‎ ....٨۶, ×د×.» حيث تمثل‎ 
نعتبرء بشكل ماثل» لامجموعا مباشرا لفضاءات جزئية‎ +× ...#, 
مغلقة) منه ے۲+...+۲ = ۲ بحيث يكون لے 10+...+0,۷ = ل‎ ( 
مها كان «د۲. حيث تمثل ,0.... 0 المؤثرات الاسقاطية الموافقة ل‎ 
نضع:‎ . ۲... 


Ay = OAP, (i = 1. = 1...) 


تعمل المؤثرات 4 من × في ,۲ لكنه من الطبيعي اعتبار المؤثر 4 على ,× 
فقط. تكوّن هذه المؤثرات المصفوفة المؤثرية (7«“78): 


رفخ = صف = vpOp=Op = FOP‏ (6) 
1= 1= 1ار 
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وهو ما يذكرنا بالرمز المصفوفي المعتاد لمؤثر خطي من ,۸ في ,۸ 
يُبينالدستور (6) ان المؤثر 4 معين تماما بالمصفوفة إلى 4||. اضافة الى 
ذلك. يوافق كل جموعة معطاة من المؤئرات الخطية المستمرة Ap,‏ 
(#.,آ = + #”,...,1 = 1) مؤثر خطى مستمر 4:87 معرف 
بالدستور : 


ر 54 3 ج 


=1 =1 


او بعبارة اخرى: 


ر4 = 4x),‏ )عدر 
11 


من السهل ان نرى بأن المصفوفة المؤثرية (:7<#) التي انشئت بالطريقة 
الواردة اعلاه تطابق المصفوفة إل 4|. وهكذا فإن المؤثرات 4:87 على 
صلة تقابلية طبيعية مع المصفوفات المؤثرية (72*#):ال4|. 

نشير بعد ذلك الى انه ائذا كان 4:×¬۲ و8:×«۲ مؤثرين خطيين 
مرفقين على التوالي بالمصفوفتين إن4ا| وال,هلاء فإن كل عبارة خطية 
4+8 توافقها بطبيعة الحال المصفوفة ار 4+8#»||. وبالتالي فإن الصلة 
التقابلية المشار اليها آنفا تمثل تشاكلاً بين الفضاء الشعاعي المؤلف من 
المصفوفات المؤثرية (٨7×٨):ا‏ 14| (المزود بالعمليتين الخطيتين المعتادتين). 


ص. بصفة خاصة» وضمن فروض سء فإن الفضاء (1)×,۲ متشا كل 
مع المجموع المباشر للفضاءات (,1)×,۲ البالغ عددها #”7. بوضع 
1 = ۸ نرى ان (2.)8,5 متشاكل مع المجموع المباشر للفضاءات 
L(X,Y,)‏ التالغ عددها 7# وإذا كان 1 = 7# فان (1)×,۲ متشاكل مع 
المججموع المماشر للمجاميع المباشرة للفضاءات L(X,Y)‏ البالغ عددها ۸. 


ط . نفرض. الى جانب الفضاءين × و۲ المعتبرين في س› وجود فضاء 
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ثالث 2 يمثل مجموعا مماشرا لفضاءات جزثية (مغلقة) منه 
...ل 2 = 2. ليكن 8:2 مور ثرا خطبا مستمرا؛ نستطيع حسب 
التفكيكين ...+ لا = ٭ و,2م... +2 = 2 ان تصل 2 


بالمصفوفة ا ا ل = i1‏ و1,...,7 داع يعمل المؤثر AB‏ من 7 في 
+ لديا 


ABz = 4 2 برقرر8‎ = 2) AB jnan, 
2 رت‎ 
(48)؛ وهذا‎ = A4, بحيث ان بعرم 4 <= ,(482). وبالتالي‎ 
j,k 
یټاثی مع القاعدة المعتادة الخاصة بضرب المصفوفات العددية.‎ 
ع. يطبق احيانا تمثيل المؤثرات الخطية بواسطة المصفوفات المؤثرية لدى‎ 


البرهان على قابالية القلب لؤثر من المؤثرات. لیکن » مثلا » | ها كا 4 
وح :8 مؤثرين قابلين للقلب و إلادي0:8) مؤثرا كيفيا ؛ لنثبت 


ان المؤثر ,7+ ۲+ر×+,¥:5 المعرف بالمصفوفة: 


A 0 

7 

اھ ا 07 

مؤثر قابل للقلب. نبحث» بصفة ماثلة لقلب مصفوفة مثلثية ثنائية البعد 


عن المؤثر المقلوب + در ۲+ ,5:۲ كمصفوفة مؤثرية مثلثية 


6 


إذا طبقنا على المساواة المطلوبة 


اه ااه وام ما 
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قاعدة ضرب المصفوفات المؤثرية» تصل الى العلاقات: 

AP E, BO =E,, AR+CQ = 0‏ 
ماش من أولاها 4 - 5, ومن الثانية "8 - ©. نضرب الثالثة في 
4 فنجد 30837 #4 = ۸. وهكذا فإن المؤثر المعطى بالمصفوفة: 


| 


يمثل المقلوب من اليمين للمؤثر 5 المعطى بالمصفوفة (7). من السهل ان 
نثبت ان نفس المؤثر يمثل المقلوب من اليسار ل .. 

1. عمليات على التوابع المستمرة. 

أ. إذا كان (×)/ و(*)م تابعين معرفين على نفس المجموعة × 
ويأخذان قيمها في فضاء شعاعي ۲» يمكننا تعريف» على ايضاء تابع 
(-8)(+)ه+(«)ر = (×)ر يساوي جموع التابعين (*)/ و(×)8. 
عندما يكون × فضاء متريا و۲ فضاء شعاعياً نظيمياً و(*)ر و(×)8 
مستمرين » فإن الامر كذلك فيا يخص التابع (*)ءز (ي23.12- ب). 
ب. إذا كان تابع (×)د معرفا على مموعة × ويأخذ قيمه في فضاء 
شعاعى ۲ وكان © مؤثرا خطيا من ۲ في فضاء شعاعي 2 فإننا نستطيع 
تعريف على × التابع (*)به = (×)2. لنفرض ان × فضاء متريا و۲ و2 
فضاءين نظيميين» ولنفرض ايضا ان (*)لا و© مستمران. عندئذ يكون 
التابع (*)2 مستمرا هو الآخر (31.1- أ). مثلاء فإن المركبات 
عرص = رع«د....»رص = ,د الشعاع ‏ × في تفكيك مباشر 
,*+...+* لفضاء نظيمي تاملة توابع مستمرة ل *«(41.1 د). 

ج. لیکن ۲ فضاء شعاعيا جموعا مباشرا لفضاءات جزئية منه 
Tee Fr‏ عندند» من اجل کل تابع cY( x) :X¬+Y‏ نعرف باستخدام 
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التوالي : 

(*)/(*)< = <(*]ل(*)2> بلمفهوم المعتاد لضرب تابع (*)/ في 
العدد (*«)2. 

()1( 200 = <(*)ل(*)3> بمفهوم ضرب عنصري جبر . 


(*)/(*)2 = <(*)ل(*)2> بمفهوم صورة الشعاع (×) بواسطة المؤثر 
(*)2. 


نؤكد على ان الجداء المعمم <(دن(2)70> = b)x)‏ تابع مستمر ل × 
عندما يكون (*)2 و(*)/ مستمرين. ذلك لأن (*)8 تر كيب لتابعين: 
المساقط ,م.... ,5 الموافقة لهذه الفضاءات * تابعا: 

yx )=P p(x (XOF, )....cy (x )=P ع« )اس‎ (XY, ) 

إن كان ۲. زيادة على ذلك فضاء نظيميا تاما وكانت الفضاءات 
الجزئية ,۲...۲ مغلقة» فإن استمرار التابع (*)لا يستلزم» بفضل ب 
و1 .41- دء استمرار التوابع (*)رد (#,....1 = 6). إن القضية العكسية 
تأي مباشرة: إذا كانت امك (*) ...مه (* )لا توبع 
مستمرة فإن التابع 

yX(x) = لع« )رظ,...,(»* )رن‎ = (x )+...tyg(x (XY) 

هو ايضا مستمر حسب آ. 
د. يمكن اعتبار جداءات مختلفة لتابعين (×)2 و( × )ل معرفين على نفس 
المجموعة ×. نستطيع مثلا تعريف هذا الجداء في الحالة التي يطبق فيها 
(*)/ المجموعة × في فضاء شعاعي . حيث (*)< تابع عددي. حاصل 
الجداء عندئذ هو تابع (8-7)(*)/(*)< > (*)(يمة). هناك مثال 
آخر يوافق الحالة التي يأخذ فيها (*)2 و(× )ل قيمها في جبر ۲؛ تنتمي 
قي الجداء حينئذ الى نفين هذا الجبر. يمكن ايضا تعريف جداء ا 
اجل ¥+¬×±:(× )ر و(2,ظ )¬( ×)۸؛ يطبق التابع ()2)*(7 المجموعة 
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× في 2 (يمثل ۲ و2 هنا فضاءين شعاعيين). إن خطية الجداء بالنسبة لكل 
عامل خاصية تشترك فيها كل هذه الامثلة. 

لنقدم التعريف العام التالي.. نفرض اننا عرفنا على المجموع المباشر 
لفضاءين نظيميين ۸ و۴ مؤثرا مستمرا (/.8)2 (حيث 431 و/د#) 
خطياً بالنسبة لكل متغير من المتغيرين 3 و۴ يأخذ قيمة في فضاء نظيمي 
8 نسمي هذا المؤثر الجداء العمم للعنصرين 2 وأ ونرمز 
<1> = ط. ليكن اضافة لذلك, تابعان 4-د2)*(:8 و#احلا: (* )2 
حينئذ نعرف التابع ( قمتة)<(+« ىل( *)2> المسمى جداء معم) للتابعين 
(*لة و(*كر. تدخل الامثلة الثلاثة السابقة في هذا الاطار إذا وضعنا على 


x-14(x f(x Je A+F 
{(Afj3<A, > eB 
اما التابع الاول فهو مستمر حسب الفرض القائل ان )2/0 و(×)/‎ 
مستمران وحسب ج اعا الثاني فهو مستمر حسب فرض استمرار التابع‎ 
مستمر حسب‎ b)×( = <(x* ) f(x )> إن الجداء‎ . <A> :A+F-B 
بصفة خاصه. فإن كل جداء من الجداءات الواردة اعلاه مستمر‎ 
. شريطة استمرار العوامل‎ 
ر. إن النتيجتين أ و د قائمتان» بصفة خاصة» من اجل توابع عددية‎ 
.* مستمرة على فضاء متري‎ X-۸, 
من الفضاء‎ × = Xo, مثلا, نظرا لكون احداثيات نقطة‎ 
والتابع (بعدع 1 مستمرا من اجل‎ OX توابع مستمرة ل‎ XxX = R, 
ة فإننا نری» حسب أ و د و31.1- ا بأن كثيرات الحدود والتوابع‎ 
الناطقة للإحداثيات توابع مستمرة ( باستثناء عند اصفار المقام وذلك فا‎ 
يخص التوابع الاخيرة فقط). يستنتج من 31.1 ب ان نهاية متتالية‎ 
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كثيرات حدود متقاربة بانتظام على جموعة ۸,26 تابع (87-م) مستمر 
على 6. نلاحظ ان القضية العكسية قائمة من اجل بعض المجموعات 
8,6: يمكن تمثيل كل تابع مستمر (,6-۸)(×)/ كنهاية تتالية 
متقاربة بانتظام مؤلفة من كثيرات حدود ؛ هذا يتحقق مثلا في المتراصات 
(ي45.12). 

1. إن ابسط نط تقطع تابع عددي لتغير حقيقي (87-,8) هو 
نقطة تقطع من النمط الاول حيث توجد النهايتان من اليمين ومن اليسار 
(0+)/ و(0-×) مع عدم تساويها. يكن » بخصوص تابع عددي ل # 
متعيرا حقيقياء اطلاق تسمية نقطة تقطع من النمط الاول نقطة © حيث 
يقبل التابع (×)لنهاية وفق كل نصف مستقم يصل الى النقطة © مع عدم 
تساوي كل هذه النهايات. نذكر على سبيل المثال التابع لمتغيرين حقيقين 


2 
Xx 





(xx, ) > 


2 
XX? 


وهو تابع تاذ على كل نصف مستقم 2050© ٤‏ = ,× مأو 
* ع ,× (6>#>0) القيمةالثابتة »ءه». لكن تواجهنا هنا العقبة 
التالية: نعام ان كل تابع لمتغير واحد يكون مستمرا عند نقطة © إذا 
( وفقط إذا) كانت النهايتان من اليمين ومن اليسار عند © موجودتين 
ومساويتين لقيمة التابع عند النقطة © (ي42.5). الا ان وجود النهايات 
وفق كل شعاع يصل الى النقطة © وتساويها لا يؤدي بالضرورة الى 
استمرار التابع عند © في حالة تابع ل « متغيرا. مثلاء فإن التابع . 
( #دي#*)( ر×,,×) المساوي ل 1 على مور العناصر ,× وكذا 
على دائرتين واقعتين في النصفين الاعلى والادنى على التوالي في المستوى ييثل 
المحور المذكور مماسا لما عند النقطة (0,0)ء والمساوي ل 0 في باقي 


26 


المستوى (الرسم 10-101) يوضح ما ذهبا اليه. ذلك ان هذا التابع وفق 
كل نصف مستقم يصل الى النقطة (0,0) تساوي 1. لذلك فإن مفهوم 
ونقطة تقطع من النمط الاول» غير مستعمل في حالة التوابع المتعددة 
المتغيرات . 
يبين المثال السابق ايضاء بخصوص التوابع المتعددة المتغيرات» ان نقاط 
التقطع قد تكون غير منعزلة؛ حتى ولو تعلق الامر بتوابع جد بسيطة فإن 
هذه النقاط قد تملأ منحنيات باكملها أو إذا تعلق الامر بتوابع لاكثر 
من متغیرین » سطوحا باكملها؛ وهكذا فالتابع x (RR,‏ المساوي ل 
1 في الكرة (6>1د5:,#ع*) والمنعدم خارج هذه الكرة تابع متقطع عند 
كل نقطة من سطح الكرة السابقة أي عند كل نقطة من المجموعة 
1م 05 
اح 





الرسم 101.1 


5 2.1. التوابع القابلة للإشتقاق 
إن الفكرة الرئيسية في الحساب التفاضلى هى استبدال تابع معطى بجوار 
نقطة بتابع من الدرجة الاولى » بحيث يكون الخطأ الناتج عن هذا التعويض 
لامنتهيا في الصغر من رتبة عالية بالنسبة لتزايد المتغير المستقل. تشكل 
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جموعة التوابع العددية لمتغير « التي تقبل هذا التقريب صنف التوابع ( ل« ) 
القابلة للاشتقاق. لا يتطلب وجود هذا التقريب المحلي بواسطة تابع من 
الدرجة الاولى سوى ان تكون العمدة وحيدة البعد. نبدأ الآن في تقديم 
التعاريف اللازمة في حالة تابع متعدد المتغيرات, ثم نقدم التعريف العام 
الذي سيبقى قائ في ا حالة التي تكون فيها ساحة التعريف وجموعة قم التابع 
121. نذكر باديء ذي بدء بتعريف تابع عددي., قابل للإشتقاق . 
لمتغير حقيقي ( ي7 .11). 

نقول عن تابع عددي (×) لمتغير حقيقي عد ca<x<D‏ إنه قابل 
للإشتقاق عند نقطة × = ء إذا وجدت النهاية: 


ب © 1« تل lim‏ (1) 
8 80 


f (e). 


يمكننا في هذه الحالة ابراز الجزء الرئيسي لتزايد التابع (:*)/ الموافق 
لانتقال العمدة من القيمة © = × الى قيمتها #+ه = ×. هذا الجزء هو 
التابع الخطى ل #: 


f (e +R) —f (e) = f’ (e) h 4-o (R), lin 2Ê 0 
+0 





h 
وبالعکس» إذا قبل تزايد تابع '()/ موافق للإنتقال من © = × الى‎ 
أي إذا وجد ثابت « بحيث‎ ch دين جزءا شا خطا ل‎ c+h 


تتحقق العلاقة: 





(2) f (c+h)— f (ce) = Dh + o (R), lim 2 — 0, 


c+h)-fce 
.D موجوده وتساوي‎ lim ي‎ 


فإن النهاية 
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هكذا فإن العلاقتين (1) و(2) تمثلان, في حالة تابع عددي لمتغر 
واحد» تعريفين متكافئين لقابلية الاشتقاق عند النقطة © = ×. 
1 أ. نتناول فيا يلي حالة تابع عددي (*)لل ۸ متغيراً حقيقيا 
(,×...,,×) = ×. نلاحظ ان التعريف الثاني › من التعريفين الواردين 
اعلاه, هو الذي يعمم بصفة طبيعية الى الحالة التي نحن بصدد دراستها. 

سنقول» إذن» ان تابعا (ي*,...*)ر = (×) ,۸,۸۴ يقبل 
الاشتقاق عند نقطة (,.»....,,») = »= × إذا كان تزايد (×)ل 
الموافق للانتقال من النقطة © - × الى النقطة ۸+ = × 
(,#.....#) = ۸ قابلا لجزء رئيسي خطي ل #. يعني ذلك انه توجد 
ثوابت ,2.... م2 بحيث تتحقق العلاقة: 





(1) EOE ER lim 2 =0. 


القيمة التى تمثل الجزء الخطي الرئيسي لتزايد التابع ( × )اعندما يتغير × 
من » الى #جه هى ,2/۸ . تمثل الكمية (0)8 لامتناهيا في الصغر من 
رتبة عالية بالنسبة ل ٠#‏ إن المعنى الدقيق للإصطلاح 


lim 2120# 
0 | 9 


هو: من اجل كل :>0 يوجد 0>6 بحيث يكون 





ا١©‏ هل ا 
I <®‏ اناف 


من الناحية الشكلية فإن التعريف (1) يتعلق بالاساس المعتبر للفضاء 
,۸. لكننا نتذكر (ل.4.5) ان الشكل الخطی ,7/۸ يبقى شكلا خطيا 
عند الانتقال من اساس الى اساس جديد (المعاملات تتغير): ولذا فمن 
الواضح ان قابلية الاشتقاق للتابع (*)/ عند النقطة © = × خاصية ذاتية 
له لا تتعلق باختيار الاساس في ,#. 
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تابع (×)۴9 قابل للإشتقاق ان المعاملات ,2 في الدستور (1 ) تتعين بطريقة 
وحيدة. لرؤية ذلك نختار عددا صحيحا ”7 يقع بين 1 و” ونضع في (1): 
(0,...ر0ي#,0,...,0) = h‏ 


نحصل عندئذ على ان ”| = إ۸| و: 


ح بر © دعوو بي HAKo+rh)-e) = CeO gto‏ 
)1 )لبي الي 2 = ees map Cp)‏ © ال 
يعني ذلك ان التابع (۾ ٠٠‏ ...)ا للمتغير × قابل للإشتقاق. 
بالنسبة ل × عند النقطة ىء = ,× وان العدد ,2 ما هو سوى المشتق 
بالنسية لهذا المتغير: 


)>*< دسو © ال( سحو اللي انور )لي ا 


0 hy, 


تبين العلاقة المحصل علينا آنفا وحدانية المعاملات ,<« في (1). 

إذا كانت النهاية في الطرف الايمن من (2) موجودة فإنها تسمى 
المشتق الجزئى للتابع ( ×) بالنسبة للمتغير × عند النقطة © = ×. 
وهكذا فإنه إذا قبل (*)/ الاشتقاق عند النقطة © = × ( بمفهوم (1)) 
فان له مشتقا جزئيا بالنسبة لكل من المتغيرات ,تر...5*. 


نرمز للمشتق الجزئي لتابع (×)/ بالنسبة لمتغير ,× عند نقطة © = × 
ب (6) ي أو ب (6)/. نشير الى ان وجود المشتقات الجزئية 
بالنسبة لكل المتغيرات × عند نقطة 6 = × لا يستلزم بالضرورة ان يكون 
التابع المعتبر قابلا للإشتقاق عند النقطة © (راجع التمرين 3). 
ج. تعين الاعداد ,4...0( الشعاع إي2,...,,) = 2 المسمى 
تدرج التابع (× )۸ عند النقطة © = × ونرمز له عادة ب (©)/ 8:80 . 
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تسمى العبارة Pt‏ تفاضلية التابع (×)/ عند النقطة © من اجل 
الازاحة (,#,....,#) = #. نرمز للتفاضلية هذه ب (4)6. اقتضى 
العرف ان نرمز للكميات ۸ ى۸ ب ×ك وك (1....,8 = 1) على التوالي. 
إذا زودنا الفضاء ,۸ بحداء سلمي لشعاعين [,*,...,,*) = × 


n 


و ارين غصتة (ط,*) 
فإننا نستطيع كتابة تفاضلية التابع (*)/ عند النقطة © بشكل من 
الاشكال التالية : 
تزه )لق - ,له الفدمع )-( ارط)ح رط -(عالة )3( 
i=1‏ 1= 


ويمكننا ايضا كتابة الدستور (1) بشكل من الاشكال التالية: 
Ac+h9)70(c)=df(c)+0(h)=( gradf( c),h )+0(R)‏ )4( 
c)dx 7; 0(dx)‏ = 


د في حالة تابع لمتغيرين ) y = f(x,,x (RR,‏ نستعمل الرموز 
الاكثر تقليدية: × ولا يرمزان للمتغيرين المستقلين ويرمز 2 للتابع» اي 


( ۷ ار = 2 


يكتب عندئذ الدستوران (3) و(4) على الشكل التالي : 


02 6 
0x ay 


dz 0‏ 
(l2l | ay) °‏ هدر سج دعة يو = ,3( [- ريف دن ,مفدع) 1 )6( 
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ر. بما ان المشتق الجزئي لتابع متعدد المتغيرات هو المشتق العادي بالنسية 
لواحد من المتغيرات المستقلة (تثبت عندئذ المتغيرات الاخرى) فإن حساب 
المشتقات الجزئية يرد الى حساب مشتقات عادية. هكذا فإن لدينا من اجل 
التابع ( ,۸-۴ )2ر/* = 2: 


2x "7‏ 0 
و ا ير 
2x2‏ 6 
الت e‏ 


تكتب تفاضلية هذا التابع على الشكل: 
و چ ج بف رھ شي وھ حي س بچ 


اما تدرجه عند النقطة («,×) فهو 


2r 22 
ا‎ 


{ درن ,7{ 2 grad‏ 
1- أ. نقدم الآن التعريف العام لتابع قابل للإشتقاق. ليكن 
(×)# = د تابعا معرفا في ساحة 26× من فضاء نظيمى × يأخذ قيمة 
في فضاء نظيمي ۲. نقول عن هذا التابع إنه قابل للإشتقاق عند نقطة 
© = × د © عندما يقبل تزايد (×) الموافق ا 
نقطة #+© د © جزءا رئيسيا خطيا ل #. أي عندما تت تتحقق العلاقة: 
fc+h)—f(c) = Dh+0(k)‏ )1( 


حيث « مؤ ثر خطي مستمر من الفضاء ء × في . يمثل (0)۸ شعاعا في 
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الفضاء ¥ قق الشرط : 


ا o)‏ 
ل 10 





تمثل إذن العبارة 2# في الحالة الراهنة الجزء الخطي الرئيسي لتزايد التابع 
(»دكر عندما يتغير × من © الى ۸+». 

تقبل المساواة (1) التفسير الهندمي التالي. ينجز التابع (×) تطبيقا من 
الساحة 6د8 في الفضاء ۲؛ إذا وضعنا مركز الاحداثيات للفضاء ا في 
النقطة © ومركز الاحداثيات للفضاء ۲ في النقطة (ء )ل أي إذا اخترنا 
الشعاع ع« = ۸ كمتغير مستقل واخترنا الشعاع ( )ر دع كتابع 
له» فإن التطبيق 8# المحصل عليه بهذه الطريقة يقبل التقريب بواسطة 
التطبيق الخطى 2# = ۸ ( بتقدير لامتناهى الصغر (0)۸ من رتبة عالية 
بالنسبة ل #). يمكننا القول إذن بأن التطبيق (6-*)ر = «-/)١(‏ نفسه 
يقبل جزاء خطاً اتسنا بحوار النقطة 0 = م6*, 
ب. لنثبت ان المؤثر 2 الوارد في الدستور (1) معرف بطريقة وحيدة. 
نفرض ان هناك. الى جانب (1)., تمثيلا آخر مماثلا ل (1) للفرق 
(» )ب( #جهر. نكتب هذا التمثيل على النحو: 


O,(R) _ 
22 


نطرح (2) من (1) ونرمز ,2-2 = رص فيأتي: 


(RF) 9 lim 0‏ لجل هد ره )/- زنج ار )2( 


0,(h 


من اجل >0 معطىء نختار 0>5 بحيث |#اع>|(#),0| لما 6ا۸|. 
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حينئذ » نظرا ل ي12 .17- ب» ينتج : 








#1020 


5 


1 کا 5 ê‏ = ادها 


للا كان 0>8 كيفيياً فان 0 = إرهاء ومنه 
0 = رصم = ,ه اي ,8ه = 0( وهو المطلوب. 
ج. يسمى المؤثر 2 الوارد في الدستور (1)» وهو وحيد کا راينا 
ذلك آئفا مستق التابع (×) عند © X=‏ ونرمز له ب .)€C(‏ وتسمى 
الكمية 2#, أي الشعاع في الفضاء ۲ المحصل عليه بتطبيق المؤثر المشتق على 
مؤثر الإزاحة # تفاضلية التابع (:*)/ عند النقطة © من اجل الازاحة #. 
نرمز بطريقة ممائلة للرموز المتخذة في حالة التوابع العددية لمتغير حقيقي 
واحد: 1 

df(c) = Dh = f(c)h = f(c)dx 

حيث يرمز ۸ = × لأي شعاع من الفضاء 23 

نقول عن التابع (×) إنه قابل للإشتقاق في الساحة © إن كان 
كذلك عند كل نقطة من هذه الساحة. إن المشتق (*)/ ل (*)71 مؤثر 
خطي من × في . وهو تابع للنقطة ×د6. اما التفاضلية 
۴)۸ = («اله فهي تابع لمتغيرين: الشعاع 2537# والنقطة د © . 

إن الانتقال من التابع (×) الى مشتقه (*)/ هو اشتقاق التابع 
(*)ء والانتقال من (*)/ الى تفاضليته ه(*«)م هو مفاضلة (×)ل. 


في حالة تابع لمتغير حقيقي » ينطبق التعريف العام (1) بطبيعة الخال مع 
التعريف العادي للمشتق والتفاضلية ( ي11.7 وي16.12). فا يخص 
التوابع المتعددة المتغيرات (الحقيقية) فإن التعريف (1) ينطبق من التعريف 
المقدم اعلاه (2201). 
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1 لیکن (#«دكر. ,#م#مبم تابعا عدديا قابلا للإشتقاق معرفا في 
ساحة © من فضاء نظيمى ×. في هذه الحالة فإن المؤثر (©)/ = 2 
الوارد ضمن 32.1 (1) تابعية خطية مستمرة (38-8/7) (يتعلق » عموماء 
بالنقطة ©). تأخذ التابع (0)8 ايضا قبا عددية. إذا كان × ذا بعد ۸ 
فإننا نعود الى التعريف 22.1 لأن العبارة ,7۸ تمثل الشكل العام للتابعية 
في ,#. تسمى التابعية الخطية (»)م = 2 ايضا تدرج التابع (*)/ عند 
النقطة © = ×. وهكذا فإن التعريف العام لمشتق تابع عددي مطابق إذن 
لتعريف تدرجه. 
1- أ. لندرس بشيء من التفصيل التوابع الشعاعية القابلة للإشتقاق 
في حالة البعد المنتهي. 

نفرض ان تابعا ۸ #-6:(*)/ معرف في ساحة © من فضاء ذي بعد ۸ 
,۸ = ۲ ويأخذ قيمة من فضاء ذي بعد #” ,۸ = ۲. باختيار اساس 
في كل من الفضاءين وباتخاذ الرمز (ي*,....,»*) = × = ۸,3 
إيرلا,..., رط) حابر د ۸ يكون في وسعنا التعبير عن التابع الشعاعي, 
(+*دكر = ل بواسطة 7# تابعا عدديا: 


Tn),‏ و f(z) = fr (Za,‏ عد ور إ 


Ym =: nı )2( = fm (Ea Tn). 


نفرض ان (*2 قابل للإشتقاق عند © = ×. تعرّف المساواة 
NA(c+h)-f(c) = f(c)h+0(R)‏ )2( 
المؤثر الخطي ,,#د,#:(0)/. اننا نستطيع ايصال كل مؤثر خطي من ,۸ 
في ,8 بمصفوفة (72»“<ا). للقيام بذلك يحب التعبير عن المساواة (2) 
بدلالة الاحداثيات بالنسبة للأساسين المعتبرين في ,۸ و,#؛ نحصل عندئذ 
على : 


35 


)3( مقك م( بمجرط واي ل سوا ردم‎ <, m). 


تتشكل عناصر المصفوفة (”) الممثلة للمؤثر (6)/ بالنسبة للأساسين 
المذ كورين من القم (ع)/ (#. ماعن مض,...,1عر). تبين الدساتير (3) 
ان المركبات ()/ لتابع شعاعي (*)/ قابل للإشتقاق (عند ء=×) تقبل 
هي ايضا كتوابع عددية الاشتقاق (عند 0-«). كبا ان القضية العكسية 
تأتي مباشرة: إذا كانت التوابع العددية (×)كى #,....1 = 24 قابلة 
للإشتقاق عند بظ×. فإن الامر كذلك فها بخص التابع الشعاعي (عدار. 
نرى» فضلا عن ذلك» كيف تكتب عناصر مصفوفة المؤثر الخطي (©)/: 
ما ان المعاملات للجزء الخطي الرئيسي لتزايد أي تابع عددي هي 
المشتقات الجزئية لهذا التابع بالنسبة للإحداثيات التي تشكل المتغيرء فإن 
لدينا : 


fc) =‏ )4( 
إذن تتشكل مصفوفة المؤثر الخطى (_,#م,6()8)/ من المشتقات 


الجزئية وتكتب على النحو : 


000 620 6م | 





مدل *'' Org‏ و0 
al‏ هليلق ofa)‏ 
f(a am or °° en‏ 
Ofm () Ofm (¢) fm (e)‏ 


dz و02‎ 802 


يعني الرمز = هنا ان المؤثر (©)”/ يصل المصفوفة الواردة في الطرف الاين ' 
اليعقوبية. نزمز لا ايضا ب 


. ° lof (e) 
ا او ب‎ 


(ft و‎ fm) 


O وو#)‎ ۰... Fn) 
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في الحالة التى يكون فيها 7-7-1 فإنها تتشكل من عنصر واحد هو المشتق: 
العادي لتابع حقيقي بالنسبة للمتغير الحقيقي الوحيد . بخصوص تابع عددي 
ل * متغيرا حقيقيا لدينا 7-1 وليس للمصفوفة اليعقوبية اكثرٍ من سطر 
واحد. فا يتعلق ب *” تابعا لمتغير حقيقي ( منحن في فضاء ذي ۸ بعداًء 
ي16 .21 )2 لدينا 7-1 وتقتصر المصفوفة اليعقوبية على عمود واحد. 


في حالة «-:” تكون المصفوفة اليعقوبية مربعة: 


|| A4 (e) f4 (0) 
dz °°° Orn 


يمثل معين هذه المصفوفة» سنرى ذلك ادناه» خاصية مميزة هامة 
للتطبيق (*/, = ر عند =×؛ يسمى هذا المعين يعقوبى التطبيق 
(* )عند =× ونرمز له ب 
(fı, ... f)‏ 


Q(T, ۰, Tn) 
ب. إن الموقف يصبح بسيطا جدا في الحالة التي يكون فيها (×)/ = ل‎ 
تابعا خطيا لان شكله في هذه الحالة هو:‎ 








det 1 


Y= Dit +... + DinIns 


Jm = Dm عل‎ ... + Dmntns 


حيث ر اعداد ثابتة. تتشكل هنا المصفوفة اليعقوبية من الاعداد ر «: 
Deas Bi‏ 


® هاو وى و 


1 )0 - 














MA “°° Damn 


ونلاحظ انها لا تتعلق بالنقطة ©. 


621 أ. نذكر في حالة متغير حقيقي (ي11.7) ان وجود مشتق تابع 
عددي (× )ا = ر عند نقطة =× يعنى )2 من الناحتة ا هندسية » وجود 
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ماس لبيان (×)/ عند النقطة ((6)/ه©). نقصد هنا بالمماس اما الموقع 
النهائي لقاطعة طبقا للتعريف التحليل 1[ (1). واما المستقم الذي تبعد 
نقاطه عن النقاط الموافقة لما (من اجل نفس قم *) على المنحنى 
(د)ر = « بمسافة لامتناهية الصغر من رتبة عالية بالنسبة ل م = #؛ 
وهذا طبقا للتعريف التحليلى 12.1 (2). 
هناك مساواة بين المعامل الزاوي للمراس والمشتق (6)/رء اما معادلة 
الاس فهي 
((22 = م) (ع-*)(0)/ = مر )1( 
أو» عندما رمز ب × = ع« رل = رل 
f(c)dx‏ = ر 1 (2) ۰ 
ب. في حالة تابع عددي fxs)‏ ار فإن التفسير المهندسي 
لقابلية الاشتقاق مرتبط بوجود المستوى الاس للسطح 
(,*....., كر = «. للتوصل الى تعريف للمستوى الماس (أو الماس)ء 
سنقوم بتعميم التعريف الثاني من التعريفين الواردين اعلاه للمستقي الماس. 
المستوى الماس للسطح (×)/ = را عند نقطة ©-* هوء تعريفا» مستو 
(,ع*«)4 = مس حيث (6/ = ميفي الفضاء ذي البعد (۸+1) 
معرف ب (لاي*.....,:*د) تكون من اجله المسافات بين النقاط 
(× )لم ×...,,×) والنقاط ((, ×٤‏ )4+ «(,×...,,×)) (النقاط الاولى 
تقع على السطح المعتبر والنقاط الثانية على المستوى) لامتناهيات في الصغر 
من رتبة عالية بالنسبة ل *(,»م*)5 = |#|. من الواضح الآن أن 
الشرط التحليل 1 (1) لقابلية التابع (*)/ للإشتقاق عند النقطة =× 
يمكن تفسيره على انه شرط وجود المستوى اماس للسطح (*« ار = بر عند 
=× ؛ باستخدام رموز 22.1 (1). فإن معادلة هذا المستوى الماس هي: 
E = (c).(*re,)‏ مر )3 
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وتكتب هذه المعادلة بالرموز التفاضلية pi=1,...,1)‏ عع دس (dy=y-p,dx‏ : 


(4) بره‎ = ۷ 0 (c)dx, 


- @x, 


إن الشعاع (1-م×ه..., ,4 د ۸ عمودي على المستوى (4) 
( بمفهوم الجداء السلمي المعتاد)؛ نقول إنه ناظمي على السطح (*)ر = « 
غند النقطة (,©1. يسمى المستقم المعين من طرف هذا المستوى» والذي يمر 
بالنقطة (م,©) الناظم على السطح (*)ر = لا. 

على سبيل المثال فإن السطح الموافق للتابع ( ,۸,۴ )2ر/* = z‏ 
المعتبر: في 22.1 د له مستو ماس معرف بالمعادلة 


2 
dy‏ 2 :پې تخت ي (5) 
ر ر 


(وهذا يطابق شكليا عبارة التفاضلية). إذا رمزنا للإحدائيات الجارية 
لنقاط المستوى الناس ب × ۲ 2 مع الاحتفاظ بالرموز عع 2Y‏ 
لإحداثيات نقطة الّاس. يكن وضع المعادلة (5) على الشكل : 
2x 2x2‏ 
(«-۲) ا (x-x)-‏ 0 2-6 )6( 


إن الشعاع الناظمى عند النقطة إ2,ل,×) معرف بمركباته 


Z-z‏ وع ي 
1~ ڈر/×2x- 2x/y‏ 
حيث يرمز × . 2 هذه المرة للإحداثيات الجارية لنقاط الناظم. 
ج. نستطيع ايضا صياغة تعريف المستوى الماس» في الحالة العامة, 
لتاب ع لآل 6: ( )2 = ر قابل للإشتقاق عند نقطة ء=×. ليكن 
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(©)/ دام « المستوى الماس» للسطح (+*دكر = در عند الئقطة © هو 
الماشر ) المعرفة بالمعادلة: 
f' )c(۰)2 — e( (r EX, y EY.‏ = ماس و )7( 


هنا ايضا فان المسافات بين النقاط ((*)ل*) والنقاط 
((ع*).(ء)صدم,») (النقاط الاولى تقع على السطح (×)/ = «» وتقع 
الثانية على المنوعة (7)) لامتناهيات في الصغر من رتبة عالية بالنسبة ل 
إ»-×ا. باستخدام التفاضليات نكتب النعادلة على الشكل : 


)8( dy = f' (e) dz. 


د. في حالة تابع عددي لتغير حقيقي» لدينا تعريف آخر للمستقم 
الماس. بعبارة ادق نعتبر زاوية صغيرة رأسها في ((١)لء)»‏ 
يشكلهاالمستقهان المعرفان بالمعاملين الزاويين 2-8 وع+ط؛ يمثل المستقم 
(ء-×)2+م = اء تعريفاء الماس للمنحنى (×) = ر عند النقطة 
((ء)Nء)‏ إذا كانت من اجل كل >0 وم - مغ« (حيث 
(8)8>|#|) صغيرين بكفاية» نقاط كل المنحنى (*/ = بر داخل 
الزاوية المعتبرة (الرسم 1-2.1). يمكن انجاز انشاء ممائل في حالة تعدد 
المتغيرات المستقلة. نعتبرء بدل الزاويةء سامة ,© في الفضاء ذي البعد 
)1+1( رمو و المعرف باللامتساويات (متراجحات): 


0 (xre,)—e|x-c|l<y—p< ص‎ (xe, )+e|x-c| 
1 1 


ر 





الرسم 1-2.1 . 1 


يكون مستو: 2)×٤,(‏ + = د تعريفاً. مستوياً ماسا للسطح 
(#در = « عند =× عندما' يكون السطح (×) = ادء من اجل كل 
86> وإ#| = إع«اح<(ع)8 صغيرين بكفايةء» محتويا باكمله في الساحة 
,© (الرسم 2-2.1 ). من الواضح ان هذا التعريف للمستوى الماس يكافيء 
التعاريف السابقة» حيث ان شرط قابلية التابع (×) = « للإشتقاق عند 
»=× يكافيء شرط وجود المستوى الماس بمفهوم التعريف الاخير. 





و“ نين هنا ايشا الى حالة تابع شعاعي ,#ه,#:(* كر = در نكبه 
على النحو : ) (a<x<b‏ 


Jı = fı (z2), 
(9) | E a ام‎ 
Yn = fn (2), 
يمكن تفسير هذا التابع هندسيا على انه منحن في الفضاء ذي البعد‎ 


(XY, ) (7+1)‏ . 
يمثل المشتق (©)2/ الشعاع (6يي/ل....(7)6/. يظهر هذا الشعاع في 
معادلة اماس (7) عند النقطة ((©6)ل»!, كا يظهر الشعاعان ب وم؛ تأخذ 

المعادلة (7)» في الحالة الراهنةء شكل الجملة التالية: 
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( 1 ) سمط‎ = f (e) (— e), 
10 .ا(‎ 600 , BS a 


نستطيع دوما استخدام ا التفاضلية بوضع >-× = × 
وصط = dt,‏ 
dyı 3 (e) dz.‏ )11( 
س. يكن في الحالة العامة. اعتبار تابع (RR,‏ = ر هندسيا على 
انه منوعة منحلية في الفضاء ذي البعد (:7+”) المؤلف من النقاط 
:ر لار لا کو . عندئذ تعرّف العادلة (ع*)(ع)سم = صم 
منوعة خطية في ب۸ التي تحتوي النقطة (6,5). من الطبيعي ان نسميها 
منوعة اخطية و ماسة ٠‏ للمنوعة (*/ر د فز وذلك بالاستثناء. دوما على 
كون المسافة بين (#كر و(»*)(ء)صيدص من اجل × قريب من 26 
لامتناهية الصغر من رتبة عالية بالنسبة ل إمها. 


1. المشتق وفق شعاع ووفق اتجاه. 


5 لیکن f)×(:7×¬+۲‏ ال تابعا معرفبا في كرة: 

[7> مر« لان عع = 8 من فضاء نطيمى × و5235 شعاعا. نعتبر قطعة 

المستقيم ٣د‏ المنبثق من النقطة © في اتحاه الشعاع 5 والمعرف بالمعادلة: 
0غ >> : ع 0 ,26 ملام م بو 

يصبح التابع (×)/ على قطعة المستقيم هذه تابعا للمتغير الحقيقي 4. نضع 

)و = [( سا ا+آم,0]:؟. من اجل 0ا. لدينا 

٠)0(‏ = (مكر. نفرض ان (*ك/ قابل للإشتقاق عند 6-#«؛ لدينا 


عنديك : 


f (e + t5) — f ) = f' (e) të + o (D. 
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ينتج من ذلك قابلية التابع (9)4 للإشتقاق عند 24-0 كا تنتج العلاقة: 

(1) بو‎ (0) = f (e) Ë. 

تسمى الكمية (0)'م مشتق التابع (×)/ عند النقطة © وفق الشعاع 

5 ونرمز له ب (6)ي/. يرمز احيانا لهذا المشتق ب (6)نهيّ؛ يمثل هنا 

الشعاع 5 رمز مؤثر الاشتقاق: 

=f 0‏ نارمع 

ب. إذا كان 5 شعاعا واحدياء نضع م-يّ. 0-1|؛ يسمى (©46/ 

المشتق وفتى اتجاه (وفق قطعة المستقم ۳) ونرمز له ب (©يبر إذا كان 

٠ء‏ مثلا » شعاع الاساسي المحمول على محور العناصر ,× ( في 8) فارن 
۶٣ )©(‏ يمثل. بطيبعة الحال. المشتق الجزئي. 


ا 


2x, 
:)4( 22.1 العلاقة‎ x (RR, تتحقق من اجل تابع عددي‎ . 821 
(1) 1e + te) —f (e) = (grad f (e), te) + o (D, 


: الي تستلزم‎ 
(2) fr (c) = (grad f (e), e). 


نحن نعم ان الشعاع () / = () 20م معين تماما بخاصيات التابع 
(×). وذلك دون ان يتعلق بالاتجاه الذي اجرينا وفقه الائشتقاق. ثم إن 
الشعاع e‏ الذي يعيو الاتحاه المعتبر لا يتعلق» هو الآخرء بالتابع (*لل. 
وهكذا يبرر الدستور (2) الدورين اللذين يلعبها التابع واتجاه الاشتقاق . 

يسمح الدستور (2) بتقديم بعض النتائج المتعلقة بسلوك التابع (:*)/ 
بحوار النقطة © ( شريطة ان يكون (©307)6:ه0+8). بصفة خاصة إذا 
كانت ه هي الزاوية التي يشكلها الشعاعان (8:804/26 = © و26 ينتج 
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(3) fr (e) = |G | cos بن‎ 


نستخلص من ذلك النصوص أ د (الرسم 3-2.1 2-#). 





الرسم 3-2.1 


أ. يأخذ المشتق (© )7 قيمته العظمى في اتجاه الشعاع (©)/8:90 = ©. 
هذه القيمة هى |) lerad/( c‏ (لأن لدينا 10-1ووه في هذا الاتجام) ؛ ويأخذ 
هذا المشتق el‏ الصغرى في الاتجاه المقابل» هذه القيمة هي 
إ(»)ةهه|-. يمثل هذان الاتجاهان على التوالي الاتجاه الاسرع صعودا 
والاتجاه الاسرع هبوطا (أو نزولا) للتابع (×) عند النقطةه+ لا. 
ب. إن الكمية ١) ١(‏ منعدمة وفق كل اتحاه عمودي على التدرج؛ م 
تزايد التابع ()ر وفق ذلك الاتجاه لامتناهي الصغر من رتبة عالية بالنسبة 
ل عمسم = #ا. 
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ج. إن قي (ءي/ وفق كل الاتجاهات المتبقية محصورة بين 
—|grad/f( c)|‏ وارء اقمع . 
د. هكذاء فإن تدرج التابع (×) عند النقطة ©-* هو الشعاع المنبثق 
من © والمتجه نحو اسرع التجاه صعودا للتابع (+دكرء والذي يساوي طوله 
مشتق (×)ر وفق هذا الاتجاه. 
ر. مثال. لندرس سلوك التابع ( #مي#)تج = ل 
المتغيرين بجوار النقطة (1,1). إن قيمة هذا التابع عند النقطة المعتبرة 
منعدم. إن الجزء الخطي الرئيسي لتزايد التابع عند الانتقال الى نقطة 
(ي#+1+8,.,1) قريبة من النقطة (1,1) ينتج من: 

(14h, (:-) رسب‎ )? = 2h, +2h,+h—h? 

= 2h, +2kh,+0(Rk) 


بحيث يتضح ان التابع x3 XK‏ يقبل الاشتقاق عند النقطة )1,1( ( کا 
هو الحال عند اية نقطة اخرى). ثم إن قيمتي المشتقين الجزئيين 


dy °‏ رق 
2٨,‏ = سد و ر×2 = سے 
0x, Ox‏ 


عند النقطة (1,1) هما 2- و2 بحيث أن [2,2-) = (1,1 )لاع ؛ 
وبالتالي فإن الزاوية التي يشكلها (1,1 )ةع مع حور العناصر ,× 
تساوي 135 (الرسم 4-2.1 ). إن الخط الاسرع صعودا للتابع 
(و××)ل يتجه الاتجاه ,7 للشعاع (1,1)رلهءعء اما سرعة الصعود 
فتساوي: 2 2۷ = |(1,1)رلهء|. لدينا في الاتجاه رب العمردي على ,۷ 
أي الاتجاه وفق منصف الربع الاول من العام 0 = (1,1)/,؛ ذلك ان 
التابع (*.* كلا لا يتغير على هذا المنصف ( التابع منعد م عند كل 
نقطة منه). يشير الشعاع (2-,2) = (1,1 )9ه للإتجاه ,+ الذي 
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يعرف الخط الاسرع هبوطا. يعطي المشتقان الجزئيان 


ay dy 
سس 2 = (1,1 س‎ 1,1( = 2 
(=2 (1) 


قيمتي المعاملين الزاويين للتابع في اتجاه حوري الاحداثيات النعتبرة. لهذين 
المشتقين تفسير هندسي بسيط: إذا قسمنا السطح إ×-7× = « بواسطة 
المستوى الشاقولي 1=ر× فإننا نحصل على مقطع يمثله المنحنى 
1# = وء ويمثل العدد 2- المعامل الزاوي لماس هذا المنحنى (في 
المستوى 1-,*). كما يمثل 


0 

5 )1,1(-2 

المعامل الزاوي لماس المنحنى 7-1* = ر الذي نحصل علية بتقسم السطح 

المعتبر بواسطة المستوى الشاقولي 1-,*. يثل مقطع السطح بواسطة 

المستوى الشاقولي 2 = ,*+,*«. الذي يحوى شعاع التدرج منحنيا 
معاملة الزاوي يساوي 2⁄2+ . 


المنظور 





8 .3. نظريات عامة حول التوابع القابلة للاشتقاق 
13.1. نفرض فيا يلي ان التوابع (*)/ء ()#.... تعمل من جوار 7 
لنقطةه تنتمي لفضاء شعاعي نظيمي × في فضاء شعاعي نظيمي ۲. 
أ إذا كان (×) = ثابتا (اي ان قم (×)/ من اجل كل العناصر 
×۲ تمثل نفس العنصر من الفضاء ۲)» فإن 0 = (©)/. ينتج ذلك من 
المساواة 0 - (»)-(#+»ه// ومن وحدانية المشتق (32.1). 
ب. إذ وجد مؤثر خطي ۴:۲ قيمه على 7 تطابق قم (×) الموافقة 
ها). فإن f‏ = (ع)/ و×F۴d‏ = .dc(‏ 

بالفعل» لدينا فرضا: 

f(c+h)-f(c) = F(c+h)—Fe = Fh 
.)32.1( فتنتج النتيجة المرجوة من وحدانية المشتق‎ 
(×)ل هو‎ = ×)x«×( ج. بصفة خاصة» فإن المشتق (*)/ للتابع‎ 
. df x()=dx=dhو المؤثر ال مطابق (غ1-ئ][)5: (<* )م‎ 
.×=٥ د إن كل تابع (×) قابل للإشتقاق عند =× تابع مستمر عند‎ 
ذلك ان لدينا المساواة:‎ 
f(c+h)-f(c) = f(c)h+0(h) 

ومن اجل >0. نختار 0>6 ضغيرة بكفاية لكى تتحقق المتراجحة 
2رع>|( 8 )0 و 2/> |ا(ء)ماا بمجرد تحقق ا وبذلك يكون 
لدينا 

8>|( 2 )معام )—f(e ISI ON‏ ضجه )يا 
ومنه يأتي استمرار (*)/ عند ©-*. 
1- أ. إذا كان التابعان 9٥ؤ(‏ ×)/ و+#:(*)م يقبلان الاشتقاق 
عند مط د فإن الاممر كلذل ك فا يخص 
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التابع1 ۲+ )( × )8+( × ٣)‏ = (×)ء؛ زيادة على ذلك لدينا: 
s)c) = f(c)+#'(c)‏ 
أو )+dg(c)‏ الك = ds(c)‏ 
ذلك انه ينتج من العلاقتين: 
forh)-Kc) = f(c)h+0(R)‏ 
g(c+h)~g(c) = #'(c )h+0(k)‏ 
ان : 
s(c+h)-s(c) = f(c+R)f(c)+8(c+k)-8(c)‏ 
(8)مجا(ء )مدل )ما = s(c+h)-s(c)‏ 
ومنه تأتي النتيجة المرجوة . 
ب. ليكن تابع 7«۲:(×)د قابلا للاشتقاق عند »=× و4 مؤثرا خطيا 
مستمرا من الفضاء ۲ في فضاء ( نظيمي) 2. عندئذ يكون التابع 
(*)لادك = (*)ت قابلا للاشتقاق عند =× ولدينا: 
(©)"لاك = (2)6 
4dy(a)‏ = (ه)عه 
ذلك ان لدينا ضمن الفرض المشار اليه: 
z(a+h)-z(a )=Aly(a+h )—-y( a )I=A4ly'( a )h+0(R)]‏ 
)1h+0(k)‏ 4(2[ - 
وهو المطلوب. 
ج. ليكن ۲ المجموع المباشر لفضاءات جزئية ...شيا بحيث تتكون 
لديناء من اجل كل تابع 1ب8:(*) ( كما هو الحال في 51.1 ج) 
المركبات: 
( لاجلا )(عد)ن 0 = (ع«)يط.....( y(#) = P(x (XOY,‏ 
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إذا كان ۲ فضاء تاما وكانت الفضاءات ,۲...۲ مغلقة فإن 
قابلية التابع (×)د للإشتقاق عند »=× يستلزم قابلية كل تابع (+)رط 
(۸=1,...,۸) للإشتقاق عند ©-+«؛ ينتج ذلك من استمرار المؤثر (41.1- 
د) ومن ب. 

وبالعكسء إذا كانت التوابع ( ,۲«)(),«ء...»(,4<۲)(*)£ 
قابلة للإشتقاق عند »=× فإنالامر كذلك فيا يخص التابع:' 
(x cay (x )} XY‏ = (×)ل وهي نتيجة تأقي من ألأن 


(1) (x) = »,(x)+...+y (x) 
إن المشتق (»)« مؤثر خطي دج أي ان (4)« د (۲,٭)؛‎ 
1)×,۲( كبا ان (4) ”ر د (,۲,¥±)1 (حيث 1...۸ = ۸). إن الفضاء‎ 
هو المجموع المباشر للفضاءات (,1)×,۲ (41.1- س)» وبالتالي ينتج من‎ 

(1) ان مركبات العنص (6)"ا د (۲,*±)1 هي الكميات (4)ل: 
(a) = (v( a), a)‏ )2( 


1 . مشتق وتفاضلية تابع مركب . 

أ . نظرية. ليكن (×)د = د تابعا يطبق ساحة © من فضاء نظيمي × 
و EEC‏ زه وبر E ae ED‏ 
النقطة 8 من الفضاء 7. قيمة في فضاء نظيمي 2. إذا كان التابع (×)د 
قابلا للإشتقاق عند ه=× والتابع (<)2 قابلا للإشتقاق عند ط=«» فإن 
تركيبها [(*)بزات = (*)ت المعرف في جوار النقطة ©3© والذي يأخذ 
قيمةفي 2 تابع يقبل الاشتقاق» هو الآخرء. عند النقطة ©-*؛ ولدينا: 


(»)"لا(ة) = )5)4 )1( 
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نشير الى ان (6)"ا و(2)85 مؤثران خطيان من × في 8 ومن ۲ في 2 
على التوالي» بحيث ان الطرف الاين في (1) معرف كمؤثر خطي من × 
في 2. ٠‏ 
نبدأ في البرهان» لدينا : 
= [(ه )دا -[( نجه )داء = (»ه)ة-(هبه)ة (2) 
-1(» )ددر )1+0ly(a+h‏ )د( z'[y(a)lliy(a+h‏ 
a )h+0( 8(1-‏ )"دام + ا( a )h+0(k‏ )طارة)2 
z2'(b)y'(a )h+0(k)‏ 
وبالتالي تشكل العبارة #(2:)8(")6 الجزء الخطي الرئيسي لتزايد التابع 
(*)5 عند الانتقال من ه=× الى ۸+ = ×. وهو المطلوب. 


بتعويض © ب × وطب (×)ر وبالانتقال الى المؤثرات» يمكننا وضع 
الدستور المحصل عليه على النحو: 

)3( {zly(x إ1)‎ = z2'(y)y'(x) 

ب. نفرضء. مثلا» ان الفضاءات × ۲ 2 ذات ابعاد 7:>7>م على 

التوالي . نعتبر أي اساس في كل منها. حينئذ يُعطى التابعان (×)« و( )2 

بجملتين من العلاقات العددية: ٠‏ 


يوافق المؤثران (*)"ا و(ا)2 على التوالي المصفوفتين اليعقوبتين 


(25.1- أ): 
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dz 


dy 





02, 


0Y 


02 


Y۷, 


0Y, 


, 2)y( = 


إن التابع [( × zy)‏ = 
المصفوفة المعقوبية الموافقة له فهى» حسب (1)»› مطابقة لجداء المصفوفتين 
الواردتين في (5): 


dy, 


0x, 


2 


@x 
ليا‎ 


dy 


61 


A 


6 


602 


0Y 


م02 


0Y 


dy, 


ب« 


0Y 





0x 


dy, 


51 


0Z 


Ox 2 


42 


Ox, 


092 


dy 


0x 


0x 


= («)ط (5) 


1 


0x 


425 


61 


| 


(*)5 يقبل» حسب أ الاشتقاق؛ اما 


)6( (x)= 


تسمى المساواة (6) قاعدة ضرب المصفوفات اليعقوبية. نرمز ها 
باختصار ب: 


( پو لاء»٠‏ رط )6 )۰.2 ,0(2 (رو..... رم )6 


IEE (915۰) CED 


لدینا» بصفة خاصة مھا کان 1,...,7 => ل 1,...,71 = i‏ 


217 ره م 17 
ل للد الوه حي (٠‏ 
x k=1 2Y 0x,‏ 

نعتبر الحالة ۸=1” حيث نضع جح ×=...=,×. إن التابعين (×)ل 


و(*) يمثلان هنا تابعين لمتغبر واحد «. يكتب الدستور (8) على 
الشكل : 


dı, 0z, dye 


(9) dx 2 @y ` @× 


نرى بذلك انه تكون لنا حاجة بالمشتقات الجزئية عند اشتقاق توابع 
لمتغير واحد. 


ج. عندما نعوض في (2) # ب × ونراعي كون تفاضلية تابع هي 
الجزء الخنطى الرئيسى لتزایده» فإننا نجد : 
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هه )'«ا(5 )2 = d‏ 


ثم إن لديناء من اجل 4 معطى: 
dy = y'(a)dx‏ 

حيث «2)5(4 = 4 

أي ان تفاضلية تابع ل د يحتفظ بنفس الشكل سواء كان « متغيرا 
مستقلا أو تابعا لمتغير آخر ×. تسمى هذه الخاصية لاتغيّر تفاضلية 
بالنسبة لتبديل المتغير . نشير الى اننا نقصد ب لاك في الحالة الاولى التزايد 
الكيفي للمتغير لاء اما في الحالة الثانية فالمقصود هو قيمة التفاضلية للتابع 
(×)د من اجل الشعاع ×ك. 
41 . تفاضلية جداء معمم. 
0 ليكن 2 Yg‏ فضاءين نظيميين وجداء . معمم2-لا< لعنصرين 26 
و«د۲» اي تطبيقا ثنائى الخطية مستمرا من الفضاء +× = # في فضاء 


2 (51.1-'د). 
بما ام الشكل الثنائي الخطية <«,×> مستمرء فإنه يوجد 0>٥‏ بجيث : 
C۰ ||‏ >> | <ط,ءد>| 
وذلك مها كان × ولا. 
سنرى بأن التابع 2«#:<«,×> = 2 يقبل الإشتقاق عند كل نقطة 
من الفضاء 7 وان: 
dz = <dx,y>+<x,dy>‏ )1( 
ذلك اننا إذا اعطينا للمتغير إ«,×)د# تزايدا إ«ه,×ه). واستخدمنا 
الخطية الثانية ل <لر×>» نجد: 
+<X,dy> > dx, dy>‏ < ل[ ,43 > + < لإ ع3 > ع < لاوا > - < 4+[ ,261-026 > 
Y> +<X,dy>+<dx,dy>‏ ,436 > حت < ل ,6 > 
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إن الحدين الاولين في الطرف الاخير خطيان بالنسبة للإزاحة (بك,14 2 
اما العبارة <«ك,×ك> فتقبل التقدير : 


l<dx,dy>|<Cldxlldy|<%( lax]? +lay)? )=0( lax|+ldy| ( 


<رك,×>+<ر,×ك> » وهو المطلوب. 

تعتبر دساتير الاشتقاق لمختلف الجداءات التى سنتناوها بمثابة امثلة في 
تطبيق القاعدة العامة التى توصلنا اليها آنفا وتطبيق قاعدة اشتقاق تابع 
فرك 
ب. نظرية. لیکن »×:G¬×‏ (4)* = × واب6:لار. ٤(‏ )و = ب تابعين 
قابلين للإشتقاق في ساحة © من فضاء 7. نشكل» كا هو الحال في أء 


الجداء المعم : 
6-2:< (4 الا, ( 1 )> 
المسمى الجداء المعمم للتابع ()× في التابع (4)ا. 
عندئذ » يكون التابع <(4)د,(4)<> = (4)؟ قابلا للإشتقاق في ©, 
ولدينا : 
<xX(t)dty(t)>+<x(t),y'(t )dt>‏ = وال )2( 
يمكن بالفعل اعتبار التابع (4)ي كتابع مركب : 
6-77( (غ )لا,(ء )»ا = {xy}‏ 
17-2 إلا )م = >x,y<‏ = (4)نا 


بتطبيق النظرية الخاصة بمفاضلة تابع مركب وكذا النتيجة أ. نحصل 
على : 
<x(t)dtyy(t)>+<x(t),y'(t)dt>‏ = يال 
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وهو المطلوب. 
ينتج من (2) ان مشتق التابع 5)٤(‏ معين بالدستور: 
<(1)ل,( )<> +<(4 )لا( )*> = )¢( )3( 
حيث يشل حدا الطرف الايمن المؤثرين الخطيين من 7 في 2 المعرفين كا 
يلي : 
<x(t),y(t)>dt = <x'(t)dty(¢)>‏ 
<x(t),y(t)>di = <x(¢),y'(t)dt>‏ 
ج. نتيجة. ٠‏ إذا كان تابع 216 ×)٤(:6‏ قابلا للإشتقاق عند ٤٤‏ وكان 
(,).ب3ح4(:6 )2 تابعا مؤثرياً قابلا للإشتقاق عند ء=اء فإن الجداء 
(GC‏ )د( #4 )3 = (4)م يقبل الاشتقاق عند ءا ولدينا: 
لل( )ند (ء)قد(ء )بدنة(ء )3 = de(e) = g(c)dt‏ )4( 
من السهل ان نرى بأن الحدين الواردين في الطرف الايمن ينتميان الى 
الفضاء7 . 
د. نتيجة. إذا كان ,#+3عء2)4(:6 و,#ب2ح-4(:6)* تابعين 
عددين قابلين للإشتقاق عند عد 06 فإن الامر كذلك فا يخس الجداء 
(4()4)ة = (4)مء ولدينا: 
8'(c) = 1(c)x(c)+4(c)x'(c)‏ )5( 
يمثل الطرفان هنا تابعتين خطيتين على الفضاء .١‏ 
نلاحظ» في البرهان على ذلك انه يمكن, ف الحالة المعتبرة» تبديل 
العاملين 3/)6(44 و(6)* فما بينها ضمن (4)» نحصل بعد ذلك على : 
de(c) = g'(c)dt = x(c)2'(c )dt+1(c)x'(c )dt‏ 
[x(c)2'(ce)+1(c 4‏ = 
ومنه تأي (5). 
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1 . التابع × ومشتقه 


أ. ليكن × تطبيقا من جموعة 877 في جموعة ا ور تطبيقا من المجموعة 7 
في المجوعة لا . هكذا إذن» عرفنا تابعين مركبين لاجلا Xy‏ 0530 إذا 
كان «د هو التطبيق المطابق ,© من المجموعة 7 على نفسه» يسمى « 
المقلوب من اليمين ل × ويسمى « المقلوب من اليسار ل «. بطريقة 
ماثلةء إذا كان ×ر هو التطبيق المطابق ,© للمجموعة اء يسمى × 
المقلوب من اليمين ل «» ويسمى « المقلوب من اليسار ل *. قد نجد 
تطبيقا × لا يقبل مقلوبا من اليمين أو يقبل عددا غير منته من هذه 
المقلوبات (ل.67.4). لكن إذا قبل التطبيق 7+آ8:* مقلوبا من اليمين 
:ل ومقلوبا من اليسار 17+-2:1, فإن «دص (=٤‏ ×2 )=( ۷× )مس 26-ث ؛ 
وبالتالي يقبل × مقلوبا وحيدا من اليمين ومقلوبا وحيدا من اليسار 
متطابقين؛ يسمى» بطبيعة الحال» هذا التطبيق الوحيد التطبيق المقلوب ل 
(أو بالنسبة ل) × ونرمز له ب '×. وهكذا لدینا: ىنم = عا يد 
- 


XX =e, 


ب. نفرض الآن ان 7ا و فضاءان نظيميان تامان وان كل التطبيقات 
المعتبرة مؤثرات خطية محدودة. إن بعض المؤثرات الخطية 7+¬ا:× قابلة 
للقلب؛ تشكل هذه المؤثرات مجموعة نرمز لها ب 6©. نعرف على هذه 
المجموعة التابع : (2),7«:'×. لنشبت» في الفضاء المتري (1)7,7 
( المزود بالمسافة المؤئرية المعتادة ( ي17.12- ب ))., ان المجموعة © تشكل 
ساحة ( جموعة مفتوحة) وان التابع "× مستمر على ©. نستعمل لهذا 
الغرض كون عناصر الجبر (2)7 القريبة من الوحدة تقبل القلب 
(ي28.12- أ). في البحث عن مقلوب عنصر #+×» من اجل # صغيرء 
نضرب في البداية #+* في "× ونرى بأن حاصل الفرب قريب من 
الوحدة, وبالتالي قابل للقلب؛ ثم نبين ان العنصر #+× يقبل ايضا القلب . 
لننجز هذه الفكرة بالتفصيل: من اجل كل #د(8,7 )5 لدينا: 
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ç(x+h)x' = xx لمرو‎ = ehx 
وبالتالي عندما يكون حبرلا < اننا فإن‎ 
رمه = زه«( #+«)ل. نلاحظ إذن ان العنصر‎ = || >1 
يبعد عن ره بمسافة اصغر من الوحدة. ينتج» ضمن هذه‎ )×+#(#“ 
الشروط, ان المؤثر تامظ:' +«( #+*) يقبل القلب في الفضاء لا‎ 
.) +8 («+ 2, = (ي28.12- أ)» يوجد إذن مؤثر ۷د27 يحقق ره‎ 
يعني ذلك ان المؤثر ,2" × مقلوب من اليمين ل #+*. كا ان تعويض‎ 
ب (#+×)× يجعلنا نبرهن على وجودء من اجل‎ )»+#(#“ 
درط >|#اء مقلوب من اليسار ل #+*. ينتج الآن من أ ان العنصر‎ 
6 سنرى انه إذا كان ×دي فان‎ . l< قابل للقلب من اجل حبرلل‎ ×+ 
يحوى كل عناصر (2)57,7 التي تبعد عن × بمسافة اصغر من 1لا ؛‎ 
عندما.‎ e, إذن فإن المجموعة © مفتوحة. ثم إننا نعام بان ,2 يؤول الى‎ 
يؤول # الى 0 (ي28.12- ب)» ومنه فإن ۴+0 يستلزم:‎ 
(طبع),‎ ' = (xh) دره'‎ (xh) (x+h)x 12, = xX "2x! 

والتابع × مستمر على ساحة تعريفه. 

ج. لنثبتء ضمن افتراض بء ان التابع "× يقبل الإشتقاق ولنعين 


تفاضليته . 
ننطلق من المتطابقة : 


(x+h)l(xxh) 1x x = x(x+h) = —h 
(x+h) 'x' = (x+h) hx" = x hx "+0(k) 
وذلك بفضل استمرارية التابع × في الساحة (6)8. ينتج من ذلك قابلية‎ 
التابع "× للإشتقاق على ساحة تعريفه» )| تنتج المساواة:‎ 
dx') = )«* '('# = ررب‎ 
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نشير الى اننا لا نستطيع عموما اجراء تبديل في عوامل النتيجة المحصل 
'عليها. حتى ولو كان 7=ا» إذن حتى ولو كان التبديل الشكلى للعوامل 
عملية مقبولة: فإننا لا نستطيع القيام بها لأن خاصية التبديل لا تتوفر 
بالضرورة في كل مؤثرات (2)87. يكن في حالة ,۸ = 0 = ا فقط 
القيام بهذا التبديل بدون تحفظ؛ نعود فنجد عندئذ الدستور التقليدي 


0 


لل 


63.1 . مشتق نسبة (أو کسر). لیکن ( )۸و( ×)» تابعين عدديين قابلين 
للإشتقاقفى كرة إم>إهعدءلاع+«) = ۲ من فضاء نظيمي ؟ نعتير بعد 
ذلك (* )هيه . لنشبت ان النسبة (ير)ي)(:*2/ تابع عددي قابل للائشتقاق في 
۲ ولنبحث عن مشتقه. يمكن معالجة التابع (0-,۲۵۴)( × )۷ كتركيب 
للتابع القابل للائشتقاق (0-,۴«)(×)» = ب والتابع القابل للإشتقاق 
(0-,#به-,#)رظ! ؛ يتبين من 33.1 أ و 53.1 ج ان التابع ( × )ی/1 
قابل للإشتقاق ومشتقه يساوي: 00 


او 


مم طح لدوم ج =( پچ ) () 


)ص : 


| بتطبيق 43.1 دء نحصل على النسبة ( بر يي/(:*)1 القابلة للإشتقاق هي 
ايضاء اما مشتقها فهو : 


( 1) ا‎ f(x)s(x)(x)8(x) 
التاق )م‎ 
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)2( 


: وتفاضليتها هي‎ 
fx) af )ع(‎ (f(x )ds( * ) 
(3) 0 )= 0 


في الحالة التى يكون فيها ,۸ = × نتذكر (42.1) اننا نرمز: 


gradf(x) قورع‎ x ).g(x )—f(x ).Eradg( x ) 
)4( لاا سس س ب‎ 


6) 6) 


1. امثلة. أ اذ : ا 
إذا اردنا ايجاد المشتقين الجزئيين 26 بع 


لتاب arctg(7/x )(F,+F,)‏ = اء يمكننا استخدام الخاصية 33.1 
ج وحساب تفاضليتها کا نحسب تفاضلية التابع لمتغير ,/ا ثم نطبق 63.1 


:)3( 
1 ر‎ 
d( atctgJ/,) =. u dl ¬ 
(a 87/x ) 1+(/ (2 ( ) 
x xdy—-ydx xdy—-ydx 
×+ x 


x 
نستنتج من ذلك المشتقين المطلوبين الذين يثلها المعاملان الواردين امام‎ 
التفاضليتين ل× وللا:‎ 
يح ربصف ا ك4‎ 
0x ×» " ومر برقم‎ 


نستطيع كتابة النتيجة المحصل عليها بدلالة التدرج: 











grad arctg E 5 3 , 3 }‏ 
XxX x+y? ×+‏ 
ب. لتكن م نقطة مثبتة و× نقطة متغيرة في الفضاء ,8. نبحث عن 


المشتقات الجزئية للتابع *(,«-× )<۷ = إدء| = م. باشتقاق طرفي 
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۰ المساواة:‎ 
ثم‎ (x۷, (+...) × ١1 
2rdr = 2) باد ع‎ dx, +...+2(x لاس‎ Jax, 


ومنه يأني : 


dr = 3), Jax +...+( xy „) 4 ل‎ 
إذن:‎ 
ûr رلا ر×‎ 


27 7 FTF 
التفاضليات الجزئية. رمزنا اعلاه (22.1 ) للمشتق الجزئي بالنسبة‎ . 83.1 
p(x) = للمتغير ,»ده مثلاء لتابع ( بعس 8):(ى<,..., )م‎ 

2 

بالرمز 0 يمكننا اعطاء معنى للكميتين ى2 ور,*ة: يمثل 
,×2 تزايد الاحداثية ,× ويمثل +2 التفاضلية الجزئية الموافقة لتزايد 
,× أي الجزء الخطي الرئيسي لتزايد التابع الموافق لتزايد ,× عندما 
تبقى ...× ثابتة. الا اننا لا نرى في الرمز « الاحداثيات التق 





تتغير والاحدائيات الثابتة؛ ولهذا السبب فإن معنى هذا الرمز يتغير حسب 
الحالات المعتبرة. الامر الذي يتسبب في بعض الالتباس. نشير هنا الى 
بعض المحيرات (التناقضات) التى تظهر عند معالجة التفاضليات الجزئية 
كلا يدوق مزاهاة المعتى «الدافيق الراك جا 
أ. عند إختصار ,× في دستور اشتقاق تابع مركب 
...لمر = ۷ ,×د13× (33.1- ب): 

du du êx, 


at 2 dx / 61 


نصل الى النتيجة التالية التى لا معد لها؛ 7 ۾ 68 
- + لتي ا 
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ب. نرمز ببسب للاحداثيتين الديكارتيتين وب#. ٠‏ للإحدائثيتين 
القطبيتين لنقطة من المستوى» لدينا : 
r= ¥ ×+ , F۳ = 556690‏ 
ينتج من العلاقة ”ر+ ×۷ = م ان 





ومن العلاقة : وع56* = ” أن 8609 = پو 
ال ان هذين النتيجتين مختلفتان من اجل *>0 ود>0, لأن لدينا في 


هذه الحالة 
1> 





.secp>1 و‎ 


ج. ليكن +× = z2‏ عندئّذ اح ا نستنتج 
من نفس العادلة 2-9 = × و×z‏ = لإ إذن: 
ay‏ وى ox 0x‏ 


Er @ z ° مرق ` وق‎ 


ومنه يأتي : 
Ox 6 602‏ 
إن داريا ب 


~1 
gy 6 Ox 


نجد ان هذه العبارة تساوي 1+ عند اختصار ×2 ا2 02 . 

الواقع ان الكميات 24 النالغ عددها # في المثال أ ليست متساوية 
عموما؛ اما في المثال ب فإن 2# الاول يوافق ازاحة مع ر ثابت في حين 
يوافق ”2 الثاني ازاحة مع ۾ ثابت؛ اخيرا. في المثال ج فإن الكميات 
الست الواردة في الجداء الاخير لها معان مختلفة. 

إذن يحب لدى اعتبار التفاضليات الجزئية التنبه الى معناها الدقيق*) . 
'(0) يوصى عادة في الكتب المدرسية باعتبار الرمز عي ككل لا يتجزأء أي بدون اعطاء معنى متفصل 


للبسط ومعنى. منفصل للمقام. 
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1. المشتق وفق خط. 
أ. ليكن (4(,»>>8)< = «دلاع») = ٣آ‏ متحنيا مرنا في ساحة 
6-. يعني ذالك ان التابع ×)٤()۸,-6(‏ يقبل مشتقا ×)٤(‏ مستمراً 
من اجل 58>>» (يتعلق الامر في الطرفين ظا و6=اء بطبيعة الحال» 
بالمشتق من اليمين وبالمشتق من اليسار على التوالي» ي91.7).إن الشعاع 
(4)* ماس للخط ١‏ عند النقطة (4)*(ي31.16)؛ نسميه الشعاع 
الموجه لماس المنحنى 15. أو الشعاع الموجه للمنحنى ٣‏ إذا اردنا 
الاختصار. ليكن بعد ذلك ©ع© = (»)× و©56 = (8)*. 

نعتبر تابعا (×)د 2:68 قابلا للإشتقاق » على الاقل. عند كل نقطة 


المنحنيى "ا ونضع: 
من اانحلى 7 © رطب )1( )تار = (4)ه؟٠‏ 


إن هذا التابع قابل للإشتقاق بالنسبة ل4 حسب النظرية 33.1 أ. 
يسمى مشتقه مشتق التابع (×)« وفق المنحنى .٣١‏ لديناء استنادا الى 
الدستور 3(33.1): 1 

(1) (4) = )ر‎ x(x )1( (x = «*)4(( 

اي ان مشتق التابع (×)« وفق المنحنى ٣يطابق‏ مشتقه وفق الشعاع 
الموجه ل٣‏ (72.1). في الحالة التي يكون فيها المنحنى ٣‏ هو قطعة 
المستقم به = ex‏ 0>/>1. 1-او|ء فإن المشتق وفق ٣‏ هو من اجل 
2-0 امشتق وفق الاتجاه '72.1(1- أ). 

ب. نفرض. في أء ان المنحنى "1 ينتمي الى سطح مستوي 2 (11.1- 
د) تابع قابل للإشتقاق (*)ر. إن مشتق التابع (:*ر وفق هذا المنحنى . 
عند النقطة © يساوي (6(*")7)/ طبقا للدستور (1)؛ لكن هذا المشتق 
منعدم لأن (×)/ ثابت على كل السطح ©» وبصفة خاصة على المنحنى 
1. هكذا لدينا: 

f(c)x(¥) = 0 
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وبالتالي فإن المؤثر (6)/ منعدم على كل الاشعة الماسة لمنحنيات السطح 
2 عند النقطة © ؛ بعبارة اخرى: (©)/ منعدم على كل شعاع من المستوى 
الماس للسطح 2 عند النقطة 6. نعبّر على هذه النتيجة كالتالي: إن تدرج 
تابع (*)/ نتعامد عند كل نقطة من سطح مستوى التابع (×)۸/ على 
هذا السطح. ينبغي ربط هذا المصطلح بحالة تابع عددي (*)/ في فضاء 
هيلبرني . وبصفة خاصة في فضاء اقليدي ذي بعد منته حيث يعمل المؤثر 
f(a)‏ وفق الدستور 221) الذي وى الجداء السلمى : 

f(a)h = (gradf(a),k) 

تسمح هذه النتيجة بتعيين معنى التدرج عندما نكون على عام بسطوح. 
مستوى التابع العددي المعتبر. وهكذاء إذا تعلق الامر بتابع عددي من 
الشكل21-<ا)ر فإن التدرج عند كل نقطة ×=ه متعامد على سطح الكرة: 
م = إممرم الذي يمثل سطح مستوى التابع المعتبر» اي ان التدرج موجه 
وفق الشعاع المنطلق من النقطة © والواصل الى النقطة ×. 

ج. لنطبق الدستور (1) في دراسة مفصلة ( بالمقارنة ب1 ,62 ج( 
للمستوى اماس × لسطح ((×)ر = ر:۲+عر,6عx)‏ = م من الفضاء 
»“ا©. إن معادلة المستوى الماس عند النقطة =× (7(6201)) هى: 

(2) yp = (6«*)(ء)ر‎  )ما-‎ ¥)€(( 

لنرسم في الساحة © كل المنحنيات القابلة للإشتقاق التى تمر بالنقطة » 
(الرسم 1-3.1). إن معادلات هذه المنحنيات تكتب على الشكل 
(1)× = × حيث © = (۲)×. «ننقل»؛ بفضل المعادلة (×)ر = لري 
هذه المنحنيات الى السطح م ونمثلها وسيطياً ب(4)* = × 
(4؛)٠‏ = 1( £)×]ر = ر. 

تعين المعادلتان المواليتان الماس لأي منحن من هذه المنحنيات عند 


النقطة محمد “57 ()( e)‏ = صب , (بوم)(7)# = مير 
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نكتب هذين المعاد لتين » بفضل الدستور (1). على الشكل : 
(x) ()1-7(‏ )ر = مسر , (سم)(0)” امبر (3) 

نلاحظ ان کل مستقم من المستقهات (3) ينتمي الى المستوى (2). 

وبالعكس» فإن كل مستقم من المستوى (2) ير بالنقطة (م.») يمثل 
بالضرورة مماساء عند هذه النقطة؛ لمنحن على السطح هم. ذلك انه إذا 
كانت ,©-«ى (ع-,ه)(6)ا+م = ,م = ر نقطة كيفية اخرى من 
المستوى 2 فإن المستقم امار بهذين النقطتين تمثله المعادلة: 

x = c+(c,-C)t , Y = الع[ ء)(ء )"ندم‎ 
x = c+(c,-c)t , y = 1ل ء)بعازر‎ 

الواقع على السطح ۶. 
المنحنيات القابلة للإشتقاق المارة, في السطح 5ء بالنقطة (م.٠).‏ 





1 


الرسم 131 
د. إن التفسير المندسي» ضمن شروط أء للتابع [(4)*]< = (4)؟ 
هو انه منحن قابل للإشتقاق ا في الفضاء ۲. تبين المساواة (1) اننا 
نستنتج » من اجل 8134,©, الشعاع اماس ٠)4(‏ (عند النقطة الموافقة له 
من المنحنى 2) بتطبيق المؤثر الخطي «)×)٤((‏ على الشعاع (4)** الماس 
للمنحنى 5. إذا اعتبرنا في الساحة © جاعة كل المنحنيات القابلة 
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للإشتقاق (4)” = × التي تشترك في القيمتين (3*)40 = ,×د× 
و( )× = ,83528 فإن التطبيق (*)لا يحولها الى جاعة منحنيات قابلة 
للإشتقاق (×)ه = ر تشترك. هي الاخرى. في القيمتين 
(,*يلا = (4)؟ 2 و2 = 0 = (000)4.- يكن القول 
ان («*)ط يحول (خطيا الاشعة الماسة (م)× الى الاشعة الماسة 
(,)0؛ نلاحظ ان ذلك بميز المؤثر (,×)”« بشكل ادق من كونه 
ينتمي فقط الى الفضاء (1)×,۲. ْ 

ر. لیکن م سطحا مرنا في ساحة 6©د8؛ بعبارة اخرى» لدينا تابع 
(#)× = × ,فك 0»ع(,....رة) = باع يقبل الائشتقاق باستمرار في 
الساحة © ويأخذ قيمه في الساحة ©. إذا كانت الاشعة 

0x 0x 


ou, 7” u, 
مستقلة خطيا عند نقطة (,»* ,..., ,») = »ا د 2 فإننا نقول عن النقطة‎ 
(س )× إنما عادية للسطح 2 ويسمى سطج  مشكل فقط من نقاط عادية‎ 
.۸ سطحا ذا بعد‎ 
يمكن تعيين كل سطح مرن ا على السطح ۴ بمعادلات ذات الشكل‎ 
(لار. رين )د =× حيث (4)لا = را #ر...,1 = زه 0>6>8. يعطي‎ 
شعاع ماس للمنحنى. 1 عند النقطة (#,....؟ه)* = »د1ء موافق‎ 
لقيمة ,ا بالمساواة:‎ 
0 (a= 5 (a). ) 


dt 





كا يمكن الحصول على اية عبارة خطية هذه الاشعة بنفس الطريقة ؛ إذا 
رمزنا ب 6.6 لمعاملاات هذه العبارة الخطية. فان 


ع 
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الشعاع : 2 © < ماس منحنى معين, مثلاء بالمعادلات: 
Xx = X(U) , u, = tef‏ 
نرى إذن ان الاشعة الماسة لكل المنحنيات المرنة على السطح 8 المارة 
بنقطة معطاة © تملأ منوعة خطية (©)# ذات بعد # في ؛ تسمى هذه 
المنوعة المنوعة الخطبة الماسة للسطح۴ عند النقطة ©. 
س. مثال. تعيّن المعادلات الموالية في ,۸: 


x, = sinê cosy , x, = 81860 sin , XxX, = 0 


المتعلقة بوسيطين 8 وسب. سطحا ثنائى البعد م (وهو سطح الكرة 
المتمركزة في مركز الاحداثيات ذات نصف القطر 1). ننشيء ردم 
الاس لهذا السطح عند نقطة (,م.,6)8. إن شعاعي الاساس 


0 0: 
x 
ها:‎ 7 
Ox 
ا‎ {cos0.cosp,cos0.sinp,sin0} 
ن‎ — {—sinOsing,sin0.cosp,0} 
Q 


اما معادلة ارم المار بالنقطة (0,.08)© والذي يحوى الشعاعين 
(a )‏ ( )5 فهي فهي 
(0o, Po) a — 7a (00, 9o) 2; — 73 (00, %o(‏ %1 عب ونه 


cos O, cos وم‎ cos م0‎ sin Po — sin 00 0, 
— sin Û, sin م6‎  —sin Oo cos Po 0 


وهو المستوى الماس المطلوب. 


§ 4.1 . نظرية المتوسط 
1 نعتبرء في ساحة 6< منحنيا مرنا: 
L = {x€G:x=x(t),a<t<};x( a )=a,x(8B )=b‏ 
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نعتبر ايضا تابعا قابلا للإشتقاق 06+7:(* )بر = «. نفرض في البداية 
,8= . اي ان (#)ر تابع عددي. 
أ. نظرية المتوسط. إذا كان التابع العددي (×)دء ,6۸:س قابلا 
للإشتقاق عند نقاط المنحنى 22 فإنه يوجد 0.8(30) بحيث: 
Xb )-y(a) = y'(c)x'(0)(6-«) (¢ = x(8))‏ )1( 
البرهان. نضع. كا هو الحال في 9301 أ 4(1)«اد = (4)و 
<> . عا ان التابع (RR,‏ )م قابل للإشتقاق فان لدینا حسب 
نظرية لاغرانج (ي44.7) 
Ba)‏ )(0)'و-ر» )و-( 8 )و( ه )رد( 6)ر 
وذلك من قيمة 0,8(380). بتطبيق الدستور 1(93.1) نحصل على: 
)c(×')6( , e = *)0(‏ = (8)” 
ومنه تأقي (1). 
ب. تأخذ العلاقة (1) شكلا بسيطا جداً عندما يكون المنحنى 1 هو 
قطعة المستقم الذي يصل النقطتين © وط إذا نستطيع كتابة: 
)xeX:x)(= )1-t(a+tb, 0>>1(‏ = 1. لدينا في هذه الحالة: 
>5 = (4)#* وترد بذلك العلاقة (1) الى 
ce‏ , (س-ة)(e)¥‏ = (»)د-(ة)د 
1. إذا لم يكن التابع (×)رء 6«۲:ر عددياء فإن نظرية لاغرانج لا 
تقبل التطبيق على التابع اب 1:۸( )×]ر = .0)٤(‏ وبالتالي فإن العلاقة 
1 (1) لا تقوم عموما من اجل مثل هذا التابع (انظر التمرين 7). 
أ. لدينا رغم ما سبق قوله المتراجحة التالية: 1 
suplly"( x )ll.s(L )‏ كارء )درق )يا )1( 
حيث يمثل (.5)2 طول المنحنى 2 (ي91.16)ء ويمثل |( 6)<-(8)ذا نظم 
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الشعاع ()<-()دد۲ و|(»)"اا نظي المؤثر (8+ة)(*)ا. 

للبرهان على (1) نرمز ب|(*)"لااوناة = 84. نستطيع (حسب 
التعريف المشتق) من اجل كل 0>8 و*813,»], ايجاد 8-(+,0>8)8 
بحيث تتحقق المتراجحة: 


>> | > - :اع + |ع- :اءا| ©») ؟|ع>| )م - ()م| 
| » - زع + | ع - ||غ4) دا 88 ي> 1 


وذلك عندما ينتمي ¢ الى {tplt-<|<6}‏ = (ع اذ . 
توجد» حسب التوطئة الخاصة بالتغطية المنتهية ي3 .79 تغطية للمجال 
[8,»» بعدد منته من المجالات. ذات الشكل الوارد وصفه ادناه. 
نرمز طذه المجالات ب( ,۵)۲ (:2)ث....ء( رب )۵ء بافتراض 
أت پو >٣‏ کې ده تختار بعدها النقاط بر >...> >٤‏ ر٣‏ 58 تکون' 
كل نقطة > منتمية الى تقاطع المجالين (,_ير>)4 و(ربير*)ة (حيث 
.1 - #4). تنخصل عندئد عل :لم )ا(٤‏ )و 
>ا(»)و-(8)مدازه )رةس 5 (2) 
B-0)‏ )مج mlr ( rJ,‏ 
حيث يرمز ل للعدد الفردي من بين العددين 1 1. نحصل عند 
الانتقال الى النهاية 6+0 في (2) على المتراجحة المطلوبة (1). 
ب. في الحالة التي يكون فيها هو القطعة المستقيمة التي تصل © بط» 
تأخذ المتراجحة (1) الشكل البسيط التالي : 
اعسمر عسوي >|( )-( 2| (3) 
ج. باعتبار نفس الحالة السابقةء يمكننا البرهان على متراجحة اقوى من 
المتراجحة (3)» وهي: 
a )l<suply'(x )(b—a)|‏ )درق )با )4( 
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ندرك امتياز هذه المتراجحة بالمقارنة مع (3)» مثلاء عندما يكون 
,=× و,۲=۸ والزاوية التي يشكها الشعاع y(x) = grady(x)‏ مع 
الشعاع »م زاوية قائمة. 
د. نعتبرء ضمن افتراضات ب ج» التابع : 
(a )(x-a)‏ "رع ابر = )*(& 
إنه تابع قابل للإشتقاق وكذا (×)رء لدينا إذنء استناداً الى 


23.1 أ ب :' 
(>)"ادرع«)"زا = 8')x*(‏ 


نجدى عند. تطبيق المتراجحة (4) على (۱907› ان : 
الم-ة () 0( )-s( a )|<suple‏ )عاد رعق a )-»(a)(‏ (-) 8( 


أو 


(b—a)l, |‏ ((م) "يا جم) ’| |Ssup‏ (مسم) (a)‏ “يا رمن( ly‏ (5) 


وهي نتيجة اقوى بكثير من (2). 
و ا ا 

اهما a )—y' (a )(b-a )lssuplly'(x )-yH( a )l|‏ )درم )نا )6( 
ورغم ذلك فإن المتراجحة (6) اقوى من (2). 
1 .اأ. نظلرية. إذا كان لدينا 20( *)از في كرة 
(م> مهدا لاعءع«) = 7 فان (×)« ثابت. | 

بالفعل, ينتج من 1 .1(24) ان لديناء من اجل كل 7256 ومن اجل 
القطعة المستقيمة ا التي تصل النقطتين © وط المتراجحة 3(42.1): 

|X )رم‎ a )I<suplly'(x )Il هط‎ = 0 

ومنه يأقي (۵(=«)4)«. 
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ب. نتيجة. إذا كان لتابعين (×),« و(*)را. في كرة 
(>اه-×ا:×٤ع×)‏ = ۲» مشتقان متطابقان فإن الفرق بين (*)رط 
و(× )رل ثابت ف هذه الكرة. 

ذلك ان مشتق (×)ر«-(×),« منعدم وعليه نستطيع تطبيق أ. 
ج. نتيجة. إذا كان المؤثر (*«)8اء في كرة 7>إه-«انياءع) = ل 
ثابت ((4)«=(×)«) فإن 

y(x) = »'(a)(x-a)+y(a) 

يتم البرهان على هذه النتيجة كما ورد في أ الا اننا نستعمل هنا 
المتراجحة 1 .24( 5 ) بدل 1(24.1 ). هذا ويمكننا الاستغناء عن 1 .5(24): 
إن مشتق التابع (4)«+(»-×)(4)ر = (*)م هو (64)ئطا = (4)'ي؛. 
ولذاء طبقا ل ب» فإن الفرق بين التابعين (*)م و(*)ا ثابت؛ بوضع 
۾=× يتبين لنا ان هذا الثابت منعد م . 
1 . الشتق وشرط لببشيتز ( LipS¢hitzZ‏ ) . 
أ. نقول عن تابع (۲«×ت6)(×)د = د إنه يتمتع بشرط ليبشيتز في 
كرة !7>ه عن لاع<] = ۲ د ي إذا وجد ثابت ©>0 بحيث تتحقق 
المتراجحة : 

ار × *اe‏ ڪا( )د( رد )ا )1 ( 

وذلك من اجل كل ,×۲2 ور×73. 

لنفرض ان التابع (×)د قابل للإشتقاق في الكرة ۲ وأن: 

sup jly’ )( || = 8. 
267 
:)3(24.1 حينئذ يكون لديناء بفضل‎ 
ly (rz) —y (r) | > 8. | ونه — ينه‎ |, 


أي ان التابع (×)د يحقق في الكرة 8 شرط ليبشيتز (1) بالثابت 8. 
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وبالعكس» إذا كان للتابع (*) ا مشتق مستمر (*)28ا ويحقق في 
الكرة 7 شرط ليبشيتز (1)» فإننا نستطيع التاكيد على ان ©>|(*)ثاا. 
بالفعل »› لیکن >م = |ه-×|؛ نبحث »من اجل :>0 على 20>8 
مم>ة بحيث تتحقق المتراجحة: 

v(x, عد )ناز‎ )-yH( x )( x, —x (| > أدب مداع‎ 

وهذا من اجل كل ,× بجيث 58)>|*-,*|. لا كان 

| ×= ,×| >|( +« )در( ,× )دا فرضاء فإن: 
| ×- عدا( e+e‏ )>|( × ,+« )زع )”ل ` 
وهذا من اجل 5>|×-,×|» ومنه تأي المتراجحة : 
ly'(x )lisce+e‏ 

المتعلقة بنظم المؤثر (×)۲1؛ بما ان 0>١‏ كيفي. ينتج ان 
ءكا|(×)"«اا»ء وهو المطلوب. 

نلاحظ ان شرط ليبشيتز (1) لا يكفي » عموماء لقابلية التابع (x)‏ 
للإشتقاق (حتى في الحالة ,۸=×؛ مثل ( ,۸¬ ۸)|×] = ۷). 
ب. هناك حالة خاصة هامة جدا وهي الحالة التي يكون فيها 
1>|(*)"ااصتة. يعني ذلك کا رأيناء ان التابع2(<1 يتمتع بشرط 
ليبشيتز بثابت © اصغر من 1. بعبارة اخرى فإن التابع (×)«=« يقصّر 
المسافات: إن المسافة بين النقطتين (×)د و(ه )ر اصغر تماما من المسافة 
بين النقطتين وه . إذا كانت زيادة على ذلك قم التابع (×)« تنتمي الى 
الساحة 7» وكان 0>1>||( ×)”راإمsu‏ فإن التطبيق 7+¬7:(×)ر 


يصبح مقلصا ( ي13 .22) : 


x” (|50|‏ )سب( مد )يو 


نلاحظ ان لتابع (×)« على الكرة المغلقة 7 (التي تمتد عليها هذه 
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المتراجحة بالاستمرار ) بالضرورة نقطة صامدة (ثابتة) حسب ي22,13. 
ج. يمكن ايجاد شرط بسيط كاف لكي يطبق تابع (لامئت7)(* )د 
يتمتع في كرة |”>اه«اإ:لاء») = 7 بشرط ليبشيتز بثابت 1<8, هذه 
الكرة في نفسها. يكفي بالفعل ان تتحقق المتراجحة ( 1-0 )>|ه-( »)دا . 
لدينا بفضل هذا الشرط: ٠‏ 
x )-al<ly(x )-y( a )|+ly( a )-a|<0lx-a|+|1—-0|r‏ )را 
م = <Or+(1-0)r‏ ش 
بحيث ان كل قم التابع (× )اء من اجل ×د۶ تنتمي الى الكرة لا. 
د: بدمج النتائج أ ب ج نصل الى النظرية التالية: 


نظرية. إذا كان تتابع (7)(*)بر قابلا للإشتقاق في كرة 
[>اے-×|: ×× 7. وتتحققت المتراجحتان: 1 
ش ع( 1-0 supjly'( x )|<0 , |y(a )-a|<(‏ 

مع 1598ء فإنه توجد في الكرة 2 نقطة وحيدة ,د تحقق 
ود = (وx)ل.‏ ش ش 

سنستخدم في المستقبل هذه الطريقة للبرهان على وجود النقاط 
الصامدة . 
1 54. نظرية. نفرض أنه توجد في كرة (م> همد« لاع« = ۲ متتالية 
..* )رد( * )رد من التوابع القابلة للإشتقاق التي تأخذ قيمها في 
فضاء تام ۲ والتي لها مشتقات ((5.)1,7- )...,(< )رلا,(* )لا مستمرة 
ومتقاربة بانتظام في 7 نحو تابع ((,±)2-×)(×)». إذا آلت الاشعة 
)ل( »)ر< المنتمية للفضاء 7 الى نهاية» فإن المتتالية 
.*)رط,(* )رط متقاربة بانتظام في ”7 نحو تابع (*]رز (قيمه في ۲) 
يقبل الاشتقاق داخل الكرة اء ولدينا (*)م = (*«)ا. 
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البرهان. نكتب الدستور 3(24.1) بعد. أن نعوض فيه ا بم - مل 
وb‏ بلا: 
„(x )], ×‏ ناااصنى> |1( „(a )—y „(a‏ ]ازع x J-y‏ )يدا 

يؤول الطرف الاين الى 0 عندما يؤول # و" الى ©. وذلك بفضل 
التقارب المنتظم للمتتالية (×«. ثم إن نتتالية الاشعة (» )د متقاربة 
وعليه فإن الفرق لو y,x×(-‏ يؤول الى الصفر . عندما يؤول my n‏ 
الى بانتظام بالنسة ل×د. هكذا فإن النتتالية ( )يا كونية في 34 
وبما ان ۲ تام» يوجد تابع نهاية (×)ر = (×)ررصا!. إن هذا التابع 
مستمر حسب التقارب المنتظم للمتتالية لحان (31.1- ب). نكتب الآن 
الدستور 6(24.1) من اجل التابع (× )ر في كرة نصف قطرها م 
ومركزها نقطة طش م-»>زم مد 


)1( | yn (ع)‎ — yn ()— yn )( (F— |< sup || ميا‎ )( — va () || | فت‎ |. 

نستطیع » من اجل >0 اختيار 0>6 م>6» بحيث يكون: 

suplly {5 J-y, ع>||(‎ 

وهذا من اجل كل العناصر «-1.20+/2.... الكبيرة بكفاية. للتأكد من 
ذلك تكفي الاشارة الى ان. 

y{5)->4{0) = ةي« (ش()ها+ارة يمد رة )ها-1( 6)ه-( 5)ها‎ ١ 
.#)*( واستعمال انتظام تقارب (*)لا نحو (×)» وكذا استمرار التابع‎ 

عندما نعوض في (1) م به وننتقل الى النهاية» 2# نرى من 
اجل كل × بحيث 6>|ط-×|ء ان: 

اظ-عاع>|( قفعد)( 86)ه-( 6)س رع« )را 

وهو مايثبت قابلية (×)د للإشتقاق عند 58-«* والمساواة 
(8)م = (0). 


53 


يمكن في كل النتائج 1 .1-44 .54 تعويض الكرة ۷ بساحة مترابطة (اي 
ساحة يمكن وصل كل نقطتين منها ,× و,× بخط مضلعي عدد اضلاعه 
1 . المشتقات بالنسسة للفضاءات الجزثية 
أ. استنادا الى التعريف, فإنه إذا كان (۲دجتي)(×)ر = « تابعا 
قابلاللإشتقاق عند ء=×د. فإن المؤثر الخطي ()"د معرف على كل 
الفضاء ± والجزء الخطي الرئيسي لتزايد التابع (×)د الموافق لتزايد ۸ 
للمتغير المستقل يساوي #(1)6. الا اننا نستطيع طرح مسألة قابلية التابع 
(*)د للاشتقاق بالاقتصار على تزايدات المتغير المستقل المنتمية لفضاء 
شعاعي جزئي .X5X,‏ 

نقول عن تابع (#+ئات©)(*)ز إنه يقبل الاشتقاق بالنسبة لفضاء 
جزئي ,×د× إذا كان تزايد (×)ر لدى الانتقال: من نقطة ع-< .الى 
نقطة ۸+ء=×. 28,38 يقبل جزءا خطيا رئيسيا بالنسبة لاد . 

y(c+h)—-y(c) = D,(c)h+0(h) 
مؤثر خطي معرف على الفضاء الجزئي ,*. يسمى‎ 2,)©( 

(©),«مؤثر المشتق ا جزئي بالنسبة للفضاء الجزئي ,×. نرمز احيانا 
للمتغير × المنتمي الى الفضاء الجزئي ,× برمز. خاص» مثلا × (مع 
00 بالرمز × لأشعة الفضاء ×)» يرمز حينئذ للمؤثر (2,)6 
2)1 


بو ل ما هي قابلية تابع 5 CR‏ )(×)« للإشتقاق بالنسبة 
للفضاء الوحيد البعد Ef‏ لعرف بمحور الاحداثيات ,*. لدينا في هذه 
الحالة (0,...م#,...,0 ) = ۸ والمساواة: 
yX(c+k)-y(c) =‏ 
)h + O(h,)‏ )ره = (Ces C HH pC, )=Y(C ۰9C .C,)‏ = 
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حيثث لاح لل: ( © )2 . نلاحظ ان ذلك يكافيء وجود مشتق جزثى 

عادي (2)6ٌ (2221- ب) مطابق للكمية (2/)6. إن المشتق 
k‏ 

بالنسبة لفضاء جزئي وحيد البعد ما هو» عموماء سوى المشتق وفق الاتجاه 
الموافق لهذا الفضاء (72.1- أ).. 
ج. إن قابلية تابع : x (RR‏ )د للإشتقاق عند نقطة =× بالنسبة 
للفضاء الجزئي »۸ المولد عن الاشعة الاولى» البالغ عددها #. من اساس 
لي تستلزم وجود كل المشتقات الجزثية الواردة في المصفوفة التالية: 





0Y, كيك‎ 
0x, (€)... x, (¢) 
(Y5) ا‎ 
(%15 ¥,) 5 1 
0 (e)... ا‎ (ce) 


k 


يمثل المؤثر الخطي ( ۸ ۴) الموافق هذه المصفوفة المشتق الجزئي للتابع 
(×)د بالنسبة للفضاء الجزئي ,#. 

د. من الواضح انه إذا كان التابع (×)د قابلا للإشتقاق عند نقطة © 
بالمفهوم الاصلى 32.1 فإنه يقبل الاشتقاق عند هذه النقطة بالنسبة لأي 
فضاء جزئي ,*<×. والمؤثر الخطي الموافق له. أي المشتق الجزئي 
)2 ليس سوى اقتصار المؤثر (52)6ٌ على الفضاء الجزئي 


0 


1. إن قابلية تابع (×)د للائشتقاق بالنسبة لفضاء جزئي (ذاتي) 
اد لا يستلزم عموما قابليته للإشتقاق بالنسبة لكل الفضاء . واكثر 
من ذلك فإن قابلية تابع (+*د)د عند نقطة => في حالة ,#-ا, بالنسبة 
لكل فضاء جزئي بعده ۸<۸ لا يستلزم قابليتهللإشتقاق بالنسبة للفضاء ,2 


(راجع التمرين 3). لدينا بهذا الخصوص النظرية التالية : 
15 


أ. نظرية. إذا كان فضاء × جموعا مباشرا لفضاءين جزئيين منه ,× 
ورلا. وكان لدينا تابع 6-1( ×)ر قابلا للإشتقاق في جوار 
نقطةك)6 » بالنسبة ا الجزئيين ,لد ور وكان المشتقان 
الجزئيان ( 2 و 2 مستمرين عند النقطة 2.6 فإن 
التابع (×)د يقبل الاشتقاق عند النقطة © بالنسبة لكل الفضاء ×. 
البرهان. نستطيع › من اجل كل ١د‏ كتابة ,8+8 = ۸ 
كاعم و,×ع,۸» وبالتالي فإن العلاقة ۸+0 تكافيء ۸,0 
و0+¬۸ (ي27.12- ر). م من اجل عناصر ۸ صغيرة بكفاية» لدينا: 
)J+ly(c+h, )-y(ce)1‏ لس )سر y(c+h)-y(c)=y(c+h, +h,‏ 


نطبق الآن نظرية المتوسط 24.1- ر فنجد: 


h (ch, Jh (c)h,l| 
)با‎ e+ )-y(c)- 0%, 1 / "2 0x, 1 
dy ay 
<sup|| (cth, +th, ) 2 (c+h,)ll اي#ا‎ 
O<t<1 
ا اه © د‎ 
+supl| ax, (c+rh, ) 2x, (ell I, 


021 


. 5 ونس" a 8 ٠.‏ 
لدينا بعصل استمرار المشتقين 2 و(« عند 


Xx 
: © النقطة‎ 
ay dy 
2 (em) (e)1) 
ox, (cih, +th, - ox, (c+h, ) = 0)1( 
86 ع‎ 
لل‎ +e) ل‎ )e( = 0)1( 
1 1 
حيث يؤول (0)1 الى 0 عندما 0¬ ۸ و0در۸.‎ 
بالتا‎ 
(م)مبييزه) كك جرمزه) س -(م)درضبع)د‎  :لاتلابو‎ 
2 
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يكن وضع هذه النتيجة على الشكل : 
y(c+h)—y(c) = Dh+0(k)‏ 


حيث تعرف المساواة 


ينك dy‏ 
Dh 3 (c)h,+ 2 (c)h,‏ 
ل ل ل س). ينتهي بذلك 


برهان النظرية . 

ب . تأي النظرية التالية بسهولة من النظرية السابقة وذلك بالتدريج: 

نظرية. إذا كان فضاء × جموعا مباشرا لفضاءات جزئية منه 
لذء...لاء وكان لدينا تابع y(x ((GCXK¬¥)‏ قابلا للإشتقاق في 

جوار نقطة ء=× بالنسبة للفضاءات الجزئية إل....ية. وكانت 
شتا“ 8 2 TEE oy‏ اة 

المشتقات الجزثية (* )برج ».06ج مستمرة عند النقطة 

© فإن التابع (70)« يقبل الاشتقاق عند النقطة © بالنسبة للفضاء ×. 
لاحظ أن هذه النظرية اعم من النظرية السابقة 

ج. نطبق النظرية ب على الحالة التي يكون فيها ,=× و,×›... × 
هى الفضاءات الجزئية الوحيدة البعد الموافقة لمحاور الاحداثيات: با ان 
المشتق بالنسبة لكل فضاء جزئي وحيد البعد ,× هو المشتق الجزئي 

ث2 (64.1 ب)ء فإن النظرية ب تؤدي الى النتيجة الموالية: 

k 

نظرية. إذا قبل تابع ( ۲ GR‏ )(×)ر في جوار نقطة =× مشتقات 
جزثية وو ...)يي وكانت هذه المشتقات مستمرة 

١ n ^1‏ 
عند النقطة ع-*د. فإن التابع (*)<ا يقبل الإشتقاق عند النقطة © 
تقدم هذه النظرية شروطا كافية لقابلية تابع #ام,*ف6:(*)ز للإشتقاق, 

فهى لا تتطلب سوى وجود المشتقات الجزئية ( بالنسة لكل المتغيرات) 

واستمرارها عند النقطة المعتبرة؛ غالبا ما يكون من السهل التأكد من هذه 

الشروط. 
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من جهة ثانية يمكننا صياغة هذه النظرية في شكل شرط لازم وكاف: 
لكي يقبل تابع تاب #-6:() الاشتقاق ويكون مشتقه (*)"ا مستمرا 
في الساحة © » يلزم ويكفي ان تكون المشتقات المجزئية (*) يثم (٠...‏ ) ي 

موجودة ومستمرة في 6©.. 

د. نشير الى شرط يسمح بالبت في معرفة قابلية تابع (*)ا للإشتقاق 
انطلاقا من وجود مشتقاته وفق كل الاتجاهات. 

نظرية. نفرض ان لديناء في ساحة @<×. تابعا شعاعيا (-20*()6ا 
وتابعا مؤثريا مستمرا ((2)*()6-1:),7. نفرض ايضا ان للتابع 
(×)<» عند كل نقطة 636., مشتقاوفق كل اتجاه 
(0>1>6,ندع-دد) = :21 حيث يعمل هذا المشتق على كل شعاع Xah‏ 
كمؤثر (©)2: 


yf ) h = D ) h. 
عندئذ يكون التابع (×)د قابلا للإشتقاق في الساحة 26 ولدينا‎ 
.«)×( = (*)م‎ 
:63© البرهان. من اجل #د× معطى» لدينا عند النقطة‎ 
YX(c+h)-y(c) = y{c)h+0(h) = D(c)h+0(h) 
ويبقى البرهان على ان الكمية (0)۸ لامتناهية الصغر» بانتظام النسبة لكل‎ 
. العناصر #. مها كانت اتجاهات هذه العناصر. إن التابع (×)د يقبل‎ 
الإشتقاق على كل نصف مستقم ۳ ويمكننا تطبيق التقدير 24.1- د:‎ 
)1( )هصرء )درهى )را‎ )—D(c )hl<suplly'(c+0k )—y'( 6 14 
= )صاميم‎ c+0h 7آ(ء )ط(‎ 
<syp|D( جه‎ )—D'C| 11 
نبحث الآن» بعد تعاطي 0 عن 0>6 بحيث يكون‎ 
ع>اا(ء )م رعس )ها بمجرد تحقق ۸|>6|» إن ذلك ممكن بفضل فرض‎ 
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استمرار التابع المؤثري (*)2 عند النقطة ©. نستنتج إذن من (1)ء مها 
. كان ۸ بحيث |#|<ة: 
ly(c+h )—-y(c )—D( ce )hIKEIRI‏ 
حيث لا يتعلق © باتجاه ۸. كنا رأينا انه تنتج من ذلك قابلية التابع (×)د 
للإشتقاق عند ©-*د. ما تنتج العلاقة (©)2 = (ع)"اء وهو المطلوب. 
1. تسمح احيانا نظرية المتوسط باثبات قابلية توابع معقدة للاشتقاق 
أ. ليكن 34 فضاء مترياء وا ساحة في فضاء نظيمى ۲ و(«,×) تابعا 
حدودا ومستمرا بانتظام ف «MxV‏ يأخذ قيمه في فضاء نظيمي 2 . نعتير 
الفضاءين المتريين (۲)۸ و2)34 (31.1- ج) المؤلفين من التوابع المحدودة 
والمستمرة بالنسبة ل* التى تأخد قيمها في × وفي ۲ على التوالي ؛ كنا أشرنا 
الى مسافتي هذين الفضاءين ضمن 31 > واللتين يمكن تعريفها| على 
التوالى انطلاقا من النظيمين: 

را( x‏ )ناميه = اا( )اا ورا( *«)ماهة = اا( )عا 
نرمز» بطبيعة الحال» ب(7)86 لمجموعة العناصر (*)زد (7)84 التى تأخذ 
قيمها في ؛ من الواضح ان (7)34 يمثل جزءا من الفضاء (۲)14. بعن 
التابع (<,*)©ه, حسب 31.1 ج تطبيقا مستمرا (2)84-(84 )1:7 
وفق الدستور ((×)«,×)# = (*)با. لنفرض ايضا ان التابع (<,د)©» 
له مشتق .2 حدود ومستمر بانتظام في 7 . لشت 
عندئذ ان التابع ()۴ يقبل ايضا الاشتقاق في (7)84 ولنبحث عن عبارة 
مشتقة. لدينا» من اجل کل × مثبت ومن اجل (* )ناد ( 34 )ما 
و( × )!+( * )لاد (7)34 معطيين: 


x,y)×( (‏ )هه 





)1( %( x,y(x)+h(x) )ه-(‎ x,y(x) ) = h( x )+R 
dy 
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حيث ( استنادا الى 42.1 ر): 


| ((«اع)هة ((*)م(»«)ف )ترد )هن 





(2) isu] ليست‎ - .|( ×)| 
0<0(x)<1 
0%) x,y) x» )+0(x )F(*) ) 0%) x,y(x 1 
(RI<supl| DS SE - ( ) |.sup|h( x )| 
0<0(x)<1 xeM 
xeM 


إن الطرف الايسر من (1) تابع حدود ومستمر د×. كما ان الحد 
الاول من الطرف الايمن في (1) مستمر ومحدود (51.1 وي16.12). 
وبالتالقي فإن الحد الثاني من الطرف الايمن تابع محدود ومستمر ل×. يمكننا 
إذن اعتبار المساواة (1) كمساواة في الفضاء (2)84. إن العامل 
EY,‏ 3 من اجل کل × مشت » مؤثر خطي ( حدود بانتظام 
بالنسبة ل×) من ۲ في 2؛ هذا السبب نستطيع اعتبار التابع 
( ,7 0% عه e. ٠.‏ 1 

قساف كمؤثر خطي ومحدود (نظيمه لا يتجوز 
اإناة) يعمل من ()۲ في (2)4. إذن فإن الحد 
الاول في الطرف الاين من (1) خطى بالنسبة ل2)84(37. م إن نظم 
الحد الثاني (من نفس الطرف) فيج/2)2 من رتبة (/0)1/8. ذلك ما ينتج 
من التقدير (2) ومن الاستمرار المنتظم ل = . نستخلص 
إذن ان التطبيق (ر)۴ يقبل الاشتقاق في الساحة (2)84 وان تفاضليته . 


69 (Fz, y) | 
41 


)3( F(y) = ل‎ 


باعتبار الطرف الايمن كمؤثر خطي (كما ورد آنفا) من (۲)۸۷ في 
.Z(M)‏ 
ب.. نختار 84 الوارد في أء المجال ط>×>» من المستقم الحقيقي. عندئذ 
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نستطيع ان نعرف على الفضاء (2)84 مؤثر المكاملة (ي12 .26 ): 
(12)(x) = z(t (ak‏ 


الخطى والمحدود (ي26.12- ج) الذي لا يتجاوز نظيمه -5. نقوم 
بتركيب هذا المؤثر مع التطبيق («)۴ الوارد في أ فنحصل على تطبيق 


حجديد : 


)4(  UF(Y)K*) = fe(t.s( ¥) (46 7(4 )-2(M)) 


إن التطبيق ۴[ مستمر (51.1- ب)., کا هو الحال فما يخص ۴ وقابل 
للإشتقاق (23.1- ب) ومشتقه يساوي» استنادا الى 23.1- ب: 


(5) (IF)'y = IF(y) = لمحن ا‎ 8 


ج. نستطيع » في الاستدلالات السابقة» تعويض التكامل ذي الحد الاعلى 
المتغير بتكامل ذي حدين (اعلى وادنى) ثابتين. مثلاء بالحدين © وة, 
يصبح المؤثر 1» عندئذ, مؤثرا خطيا من (2)34 في 2. ويعمل المؤثر 17 
من (86) في 2 كالسابق. سيكون هذا المؤثر قابلا للإشتقاق (على 
(7)34) ومشتقه هو: 

(6) )رصم‎ = f ENED) a 


د. بالامكان تعميم الإنشاءات السابقة بالسماح للتابع (د,* )© بالتعلق 
بوسيط ۸ يتجول في فضاء متري 4؛ نرمز حينئذ لهذا التابع 
ب( (x,‏ بدل (ط.,*)©هة. يكون التابع ) Ff(x) = h(x f(x),‏ 
ايضا متعلقا بء في هذه الحالة. لمدينا النتيجة التالية: إذا كان التابع 
(۸,«,×)# مستمرا بالنسبة لة» ومستمرا بانتظام بالنسبة ل«د]8 
ولاد7. فإن التابع (2,(*)ل*<)© مستمر بالنسبة لمسافة الفضاء (2)84. 
ذلك اننا نستطيع » من اجل 0>8 معطى. ايجاد فرضا) 0>6 بحيث تتحقق 
المتراجحة 2(|>8,لاء,*)-( /2,ظ,ن“*«)©| من اجل كل *«343 ورد 
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عندما يكون 3/,2(>8)م. ينتج من ذلك باعتبار 5>( ۸/,۸)م» 
رمعا( ةلع )ه-( x(x),‏ )ته | 
sup ( XxJ(x),' )-@(xf(x),A )|<e‏ = 

وهو ما يعبر عن استمرار التابع (.7,(*)*)© بالنسبة للوسيط ۸ في 
الفضاء ( 2)۸1 . 

نفرض » بعد ذلك ان الفضاء المتري 4 ساحة في فضاء نظيمى 24 
وان التابع (۸,×)@ له مشتق جزئي 2 حدود ومستمر بانتظام 
في 7×4×. لدينا عندئذ النتيجة التالية: يقبل التابع (.7,(*)/:)© 
بوصفه عنصرا من الفضاء (2)84 الاشتقاق بالنسبة لة» وشكل هذا 
المشتق هو وا ال . بالفعل» لدينا طبقا ل5(24.1) وبفضل 
افتراضنا. من اجل كل 0>8 » عدد 0>8 بحيث : 


(zr, E‏ 000 ونو چ 
091 


(9 ,¥ ,ع) ® 
.جه زء> EE [IAM‏ 
وذلك عندما «دكة وبردط وق2'2|>8|. وحيث ۸7-2۸ = ۵۸. 


ينتج من ذلك : 
3-5 ا f(z»), 40) _ 0 1 A^‏ ب #) 5 )4 ,(2) 1 02 | 


(z, f (2), 4) —‏ اس (3 ,)2( sup | © (z, f‏ = 
xEeEM‏ 
|[<el 42l,‏ بخ 0 
إذن فإن الاقف هو مشتق (2,(*)/ل*)© بالنسبة لم 
في الفضاء (2)74» وهو المطلوب. 
اخبرا» إذا کان [a,b]‏ = 20 فإن لدينا, استنادا الى ب وج 
نفس الخاصيات عند تطبيق » على (2,(*)/د)©, عملية المكاملة بالنسبة 
للا. 
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§ 1 .5 نظرية التابع الضمني 


1. التابع المقلوب (أو العكسي)؛ طرح المسألة. 

لیکن ۴۵۴:( )م = × تابعا يطبق جموعة ۴ بصفة تقابلية على جموعة 
#؛ عندئذ نعرف على المجموعة 8 بصفة طبيعية» التابع المقلوب (أو 
العكسى) للا: 8«۴:(»)/ = ر الذي يحق يق ۷= [(ط)واآل 
x‏ = 1 عادة ما يطرح السؤال التالي في التحليل: ما هي الشروط 
التي يجب افتراضها على التابع21( 8 + «لكي يقبل تابعا عكسيا ؟ نستطيع 
تحديد المسألة هذه کا يى: نفرض أن 8 و۴ ساحتان في فضاءين نظيميين» 
وان التابع ( )م = ا وقابل للإشتقاق ف جوار نقطة 538؛ 
ارذا كان © = (0)ه. فإن الامر يتعلق بالاشارة على الاقل الى جوار 
للنقطة © يكون فيه التابع العكسي (7), = مر معرفا بصفة وحبدة» 
ومستمرا وقابلا للإشتقاق. يتطلب كل ذلك بطبيعة الحال» بعض 
الشروط الاضافية على التابع ( )ه. سنتبين طبيعة هذه الشروط باعتبار» 
كمثال. التابع الخطي (<)0 = × من فضاء ۸ = ۴ بعده 7 في فضاء 
,8 8 بعده ۸. بعد تثبيت اساسين كيفيين في هذين الفضاءين نكتب 
المساواة (ر)ب = × على شكل جملة معادلات خطية ذات معاملات 
عددية: 

X = © Fee o ب‎ 


(1) eens 


Xx, = Vo 1 F°** FO يريو‎ m 


نتساءل الآن عن الشروط التي تضمن هذه الجملة حلا وحيداً رلا»... برل 


من اجل اية عناصر 26 مختارة بشكل كيفي في جوار» على 
الاقل» للنقطة (0,...,0)د,۸)؟ لدينا هنا الجواب التالي الذي تعطيه مادة 
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الجبر: يجب ان تكون المصفوفة0+71( إرها| = @ (حيث «,....1 = ا 
و:#,....1 = ) قابلة للقلب (بصفة خاصة يجب ان يكون «-7)؛ في 
هذه الحالة نحصل على الحل المطلوب حسب دساتير كرامر (16:88165). 
نشيرء بعد ذلك» الى ان المصفوفة © هي مصفوفة مؤثر» وهو مشتق 
التابع (ء)ب (52.1- ب). إذن» إذا تعلق الامر بتابع خطي 
(,#سي*)(«)هم = × فإن قابلية المؤثر («)» للقلب تمثل الشرط 
اللازم والكافي لوجود التابع العكسي (إن المؤثر ٠)«<(‏ ثابت في هذه 
الحالةء وليس من الضروري الاشارة الى النقطة 8). اما في الحالة العامة التي 
يكون فيها التابع ۴«۳:(«)ه قابلا للإشتقاق» فمن الطبيعي أن نفرض 
شرط قابلية ٠)8(‏ للقلب؛ إذا كان الجزء الخطي الرئيسي لتطبيق قابلا 
للقلب» فإن قابلية التطبيق للقلب يبدو امرا جد محتمل. 
1 . التابع الضمني » طرح المسألة: 

سنرى ادناه ان الشرط المعبر عليه في 1501 كاف لوجود التابع 
العكسي: إذا كان تابع («)م قابلا للإشتقاق والمؤثر الخطي (ط)* 
الممثل لمشتق م عند نقطة 6 قابلا للقلب, فإن («)ه يقبل» بالفعل » تابعا 
عكسيا مستمرا وقابلا للإشتقاق (*ث/ في جوار للنقطة (0)8 = ۾ 
بحيث « = [(2)وآر. × = [(اناو (55.1). لكن تبين ان هناك 
نظرية اعم يتعلق فيها الامر بوجود حل معادلة اكثر عمومية من المعادلة 
0 = ()ه-×» وهي 0 = (ل,*)م. 


تأخذ هذه المعادلة العامة, في الحالة الخطية» شكل الجملة: 


0 = بي للد سل اا FD‏ سلس سر 4 


(1) 


289 بر pd‏ ...+ 1 م کر ٣۰۰۰۳۵‏ ,ر 
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وهكذا يطرح السؤال الموالي: ما هي الشروط التي ينبغي افتراضها على 
المعاملات ره رط لكى تعين الجملة (1) الاعداد ,لا....يرا بطريقة 
وحيدة,. مهما كانت الاعداد المعطاة ,»د....,*د؟ نجد, في هذه الحالة 
ايضاء الجواب في الجبرء يجب ان تكون المصفوفة |ل5|| المؤلفة من 
معاملات ,د»... يد قابلة للقلب (بصفة خاصة فإن الشرط «="” 
لازم). يكن صياغة هذا الجواب بدلالة التابع ( .)له = 2 الذي يطبق 
المجموع المباشر للفضاءين الجزئيين و۸ في الفضاء ,۸؛ يكتب التابع 
المشار اليه بدلالة الاحدائيات كا يل: 


ب ا ۰۰۳0 ا 0 4 0 © = 2 


بر کر ۰۰۰+2 ر لر 0ے کے ۰۰۰۹2 ر ر2 = ر2 
e‏ فاده دام ة 2 

نلاحظ ان المصفوفة |ل5| هي مصفوفة المشتق الجزئي 1 وتعني 
قابلية هذه المصفوفة للقلب قابلية هذه المصفوفة للقلب قابلية المؤثر 

1. من الطبيعى الآن ان نورد نص النظرية التالية: 
نظرية حولالتابع الصمي .ليكن 34 فضاء متريا و۲ فضاء نظيميا تاما؛ 
وليكن (<,*«)© = z‏ تابعا معرفا على جداء 14 ف كرة: 
V, = {yeY:ly-Dl<r}‏ يأخذ قيمه في فضاء نظيمي 2. نفرض أن هذا 
التابع حدود ومستمر بانتظام ويقبل مشتقا محدودا ومستمرا بانتظام 
ا . نفرض ايضاء من اجل عنصر 284364 ان 
= (5,ه)» وان المؤثر (#مع) (222282 يقبل القلب. توجد 
عندئذ كرة (8>( ,× )ملاع ] = وتنا وتابع لامي :(*)/ = لر معرف 
ومستمر في الكرة Us‏ بحيث 5 = (©2// و 0 ع((*)ل< )© ؛ وهذا من 
اجل كل +«د,تة. إن هذا التابع وحيد بالمفهوم التالي: إذا وجد تابع آخر 
() ل يأخذ قيمه ف CF‏ معرف ومستمر بجوار النقطة Maa‏ بحيث 
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-(»)م/ و0(20) /ىء«)ه فإنه توجد كرة ('4(>6,×)م:61×) 
ضمنيا معرفا بالمعادلة 0 = («,×)ة وبالشرط 5-(6©)/. 
البرهان. إذا كان (×)/ = بد هو التابع المطلوب؛ أي بحيث: 
0 = ((«)ىل*)©. فان لدينا: 

(1) [OFA (OED f(s) فا‎ (e, f(2] = 1(2, 


يمكننا إذن البحث عن التابع (×)۶ في فضاء التوابع 4-1ق,0ا:(*)لا 
كنقطة صامدة للتحويل («)۴ المعرف بالدستور: 

(2) ت) لاب (م) م‎ y )2(( [٠ 
Y(U,) لاستخدام هذه الفكرة. نختار 0>6 ونعتبر الفضاء النظيمي‎ 
المؤلف من كل التوابع المحدودة والمستمرة («) 5 تأخذ قيمها في الفضاء‎ 
. (راجع 841 أ( ونزود هذا الفضاء بالنظم ,ا()لا وناو = )يا‎ ۲ 
إن الفضاء ()2 تام (31.1- ج). نرمز ب(,0 )م لمجموعة التوابع‎ 
)ند (نة )8 التى تأخذ قيمهاء من اجل *دم, في الكرة 7د8؛ إن‎ 
" المجموعة 7)7 ھی الكرة المغلقة في الفضاء (.7)57 التي نصف قطرها‎ 
والمتمركزة في النقطة 5-(:)ة, ولذا فهذه المجموعة تمثل هي نفسها فضاء‎ 
ويأخذ‎ ٠) متريا تاما. إن التطبيق (2) معرف من اجل كل (*)رزد(,87‎ 
قيمه في الفضاء (,۲)1. نلاحظ بفضل 31.1- ر و84.1- أ وخاصيات‎ 
006 التابع («,×)۵ ان التطبيق ۴ مستمر وقابل للإشتقاق في الكرة‎ 

يتين من 84.1 أ و13.1 و23.1 ان مشتق م يكتب على النحو: 
ب العا فب ® 1 (y) - 5+ [eA b)‏ "7 

= E+ | 1.) (a, b) ege لصيف ا‎ 
A 0 3 5) | ا‎ 0) _ 


(e, ١(‏ ® _ (() يا )z,‏ ©0 5535 ت 
dy dy dy 1‏ 
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لدينا بخصوص نظم (ر)۴ 1 0 


(9) ır درس‎ [EA SS ال ا‎ 








‘Sup 
x€Ug 


باستخدام استمرار التابع ود عند 4=×» 0= يمكن 
ايحاد ,5 وم بحيث يكون الطرف الثاني من (3) افر من و/ك1. 
رة>اهها وم>اط-«ا. وهكذا لدينا 1/2>||() ۱۴ في (.00)ي”. 
نلاحظ» بعد ذلك» من اجل 5-(*)ة ان: 


F {b (2)1 —b (نه)‎ = [22 "o (e, 3 


b) 3-4‏ كك 
31 مها يي .| 2 | |> ال —b‏ رم مم || 
بما ان 0 = (8,©)© والتابع («,×)۵ مستمر عند النقطة ه=× 
ودر يمكننا» بعد اختيار cp‏ ايجحاد 5 بحيثث: 
.م +< درو || ) IF lb (2) —b‏ 


نضع ) ر6 min(5,‏ = 6+ حنگذ» 
باعتبار التطبيق («)۴ في الكرة (, 7)1 فإن فرض النظرية 54.1 د 
(مع ج -0). بتطبيق هذه النظرية نثبت في الكرة (,7,))8 وجود نقطة 
صامدة للتطبيق («)۴. نرمز هذه النقطة ب(*)/؛ إنه يحقق المساراة (2)1 
وبالتالي المساواة 0 = ((x)x×)ف‏ اش من اجل *دم6. لنبين ان 
ف-(» )/. نلاحظ ان =(4)د تستلزم ۴«)4(=0. نذكر الآن بأن النقطة 
الصامدة للتطبيق المقلص يمكن انشاؤه كنهاية للمتتالية (المعرفة تكراريا) 
ولاء ۴۷ ,۷ ۴.... (ي22.13) حيث ,ل نقطة كيفية من الفضاء 
المتري التام الذي يعمل فيهالتطبيق المقلص . نختار كنقطة ابتدائية في المنوال 
التكراري تابعا (*)دد(,7,)8 كيفيا بحيث 8-(4)ز. مثلا التابع 
۵=( )د ؛ عندئذ تتمتع كل التكرارات (×)ر بالخاصية 6-(6©)لا؛ الامر 
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كذلك فيا يخص التابع النهاية (*كر الذي يمثل النقطة الصامدة المطلوبة 
للتطبيق («)۴. انتهى البرهان. 

بقي البرهان على وحدانية الحل المحصل عليه. نشير الى ان النتطابقة 
() = ((*]ر)# المحصل عليها من اجل النقاط × النتمية الى ,80 تبقى 
قائمة من اجل كل كرة رت لما 8'>8. وبالتالي فإن اقتصار التابع (×)/ 
على اصغر هذين الكرتين يشل نقطة صامدة للتطبيق («)۴ في الكرة 
(7), ايضا. ليكن (*)/ حلا آخرا للمسألة الخاصة بالتابع الضمني؛ 
يوجد عدد '85<8 بحيث يكون التابع (*«:)يم معرفا ومستمرا ومحققا 
للشرط م>اة-(×),] في الكرة ياء وبالتالي» ينتمى الى الكرة 
(و 7 . الا انه لا توجد سوى نقطة صامدة واحدة» ف الكرة 
c7 Ug.)‏ للتطبيق (1). نرى إذن بأن (×)(×),۶ من اجل 
×د ى0 . انتهى برهان النظرية. 
1 أ. إن للنظرية 35.1 حول التابع الضمني طابعا محلياء أي أن 
وجود التابع (×)د الذي يمثل حلا للمعادلة 0 = (<م,*«)© غير مضمون 
خارج جوار للنقطة ۾ عند تعاطي القيمة (©)< = 5. بودنا تحديد 
ساحة وجود التابع (*)لا. نفرض» مثلاء اننا نعم بأن التابع ( ,»د )© 
معرف ومستمر وقابل للإشتقاق بالنسبةل « من اجل كل ×13 واد۲» 
زان .ل مرف ابيا كان وسر قال للق تبان ذا 
u) = 0‏ عا إذا كان التابع الضمني (×)د (الذي لا تضمن 
النظرية حول التابع الضمني وجوده الا في كرة 8>|#-*|) معرفاء إن ١‏ 
يكن من اجل كل «د34, على الاقل في كرة ۲>|»-×| حيث ١‏ عدد 
موجب مثبت لا يتعلق بالتابع ( ذ,:د)© ؟ 


یتس » حتى في مثل هذه الحالة الى تبدو جد ممتازة» ان الجواب على 
سؤالنا يجب ان يكون بالنفي. على وجه التحدید» سنشیر» من اجل كل 
6 الى ذلك التابع ب (,2+,8)(<«,د)© الذي سيكون معرفا 


ومستمرا وقابلا للإشتقاق بالنسبة ل ا من اجل كل («ر×اد,۸» ومشتقه 
بالنسبة ل از سيكون مستمرااينا كان وقابلا للقلب؛ كبا ان 
0 = (2)0,0©. رغم كل ذلك سوف لن يكون المجال ۸>×>۸- مجال 
وجود للتابع الضمني الا عندما #<8. إن كل الشروط السابق ذكرها 
متوفرة في التابع: «6م-6+* = (لر×)#. ثم إن تابعه الضمنى 
ا 00 من اجل *«>ه- ا 


€ 
ب. الى جانب ما فيل في أ حول ساحة وجود التابع الضمنيء نشير الى 
الحالة الاكثر ارضاء المتعلقة بوحدانية التابع الضمنى . 
نفرض ان الفضاء المتري 4 مترابط, أي انه لا يقبل اية مجموعة جزئية 
(ذاتية) مفتوحة ومغلقة في أن واحد. ليكن (*)ر = ب و(*)ر/ عار 
(حيث (6©)/ = (©)/) تابعين معرفين ومستمرين على 84 يحقق كلاه 
المعادلة 0 =(«ر×)#. عندئذ. إذا تحقق فرض النظرية حول التابع 
الضمنى عند كل نقطة (١‏ × )×)د4+۲. فإن لدينا (*«)/ = (*)ر 
بالفعل » ليكن ((*),/7-(*«)ل34ع*! = 8. إن المجموعة 8 مغلقة 
بوصفها جموعة جذور التابع المستمر (#)ل-(*)/ (ي41.5- ب)؛ ثم 
نلاحظ ان نفس المجموعة مفتوحة لأنها تحوى. استنادا الى النظرية حول 
التابع الضمني» جواراً لكل نقطة منها. انها تحوى النقطة © وبالتالي فهي 
ليست خالية؛ وبما ان الفضاء 84 مترابط ينتج مما سبق ان 8-84. وهو 
المطلوب . 
1 . نظرية حول مشتق تابع ضمنبي: 
نفرض فما يلى ان الفضاء 84 الوارد في 4501-3501 ساحة في فضاء 
ا 


أ . نظرية. .ان كان فرض النظرية 35.1 محققاً والتابع (<,)© قابلا 
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(×)/ = م الذي انشأناه في 35.1 يقبل الاشتقاق عند »=× ولدينا 
I‏ اكلم | = f (a)‏ )(1) 
البرهان ما ان التابع («,×)# يقبل الاشتقاق عند »=× وطدر فإن 
لدينا من اجل ×۸ صغير بكفاية: 
A Ar +‏ = رومن + D(a 1 Az, f (a‏ =0 
FIA,‏ زمه )ووم ED‏ 
حيث (ه)f-(×ة+ه)‏ = رة. إذن: 
(a, b)‏ طق 1-1 û (a, b)‏ 
کا | ره 
1 0 
[ZEA lo arl+layDl.‏ < 


نفرض ان ج۸ وكذلك رھ صغيران بشكل يضمن صحة المتراجحة: 
.)141+ عة |) > | (إرزة |+اعة ١)‏ ||" [شطيف || 


لدينا عندئذ : 
> امد | شويع | |'-[شجيت] | مدا 
|Avl,‏ 3 + اعد اخ> |ببد D Ar‏ ا 1 ا Ee‏ 








ومنه يأتي : 1 
اھ | شويع | ]| دي > اا 
اي ان إ«ذ0>انده| من اجل ٥>0؛‏ ثم بنقل هذا التقدير في (2) نحصل 
على : 

> | مه قوع ٣‏ شجيس]-)- مم 


>| | E27 lo (e + 114z|)=0o(|Az|), 
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اي ان التابع (*)74 يقبل الاشتقاق عند 4ح« والدستور (1) قائم ؛ وهو 
المطلوب . 

ب. لكي يكون التابع (<,*)© قابلا للإشتقاق عند النقطة (ط,ه)› 
حسب 84.1 . يكفي ( مع افتراض توفر الشروط الاخرى في 35.1) ان 
يوجد المشتق (2*)_ في جوار للنقطة (,6) وان يكون 
مستمرا في هذا الجوار."عُندئذ يكون التابع (د,)© قابلا للإشتقاق ليس 
فقط عند النقطة (6,8) بل ايضا في جوار هذه النفطة؛ يكون التابع 
الضمني المنشأ في 35.1 هو الآخر قابلا للإشتقاق بجوار النقطة ©-د؛ 
ويكون مشتقه الذي نحسبه بفضل الدستور: 


(z. y (2))‏ 0 1-1 ((ه) يرك ه3ع_ rı‏ )3 
وس و سي | € | - (م) ١ f‏ 


Qz 
0%) x,y ( 
oy 


ج. عندما نطبق على طرفي الدستور (3) المؤثر 
هذا الدستور يكتب على الشكل التالي المكافيء للأول: 


4) د‎ 01 17 (xz) 4 O0 (z, 09 -0 


dz 


يبين الدستور (3)» ضمن فرض النظرية» اننا نستطيع ايحاد (*«)'ط 
باشتقاق المساواة 0 = ((*)طا,*<)© بالنسبة لاطا كتابع (مركب) للا. 


1 .أ . نظرية حول التابع العكسي. 
لیکن : 
x = p(y ):(FCY )»(ECX)‏ 
تابعا قابلا للإشتقاق في جوار نقطة رد۲ بحيث يكون المؤثر ()'ب 
مستمرا عند النقطة طدر وقابلا للقلب . ليكن ©-(2 )90د . عندئذ يوجد 
چوار {xeX:|x-a|<6}‏ = رمن[ وتابع قابل للإشتقاق : y = fx )VpY‏ 
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بحيث « -90)2(1/ من اجل كل «اد,ة. حيث يشل المؤئر 
(-)(*«)” مقلوب المؤثر (<)9: 
f(x) = lo(y)I?‏ 
حيث (*)/ = ۷. 
ينتج برهان هذه النظرية مباشرة من النظرية حول التابع الضمني بعد ان 


نضع في هذه الاخيرة (9)۷-× = ( x,y‏ ونلاحظ ان 
x,y (‏ )®0 هو مؤثئر الوحدة (المؤثر المضلابق) 
@x‏ 
X,Y‏ )0 
رر( 
dy‏ 


ب. يسمسى تطبيق /)×(:×«١‏ = لا مشتقة (*)/ مستمر 
تفاتشاكلاً في © إذا كان هذا التطبيق تقابليا (من © في (6/) وكان 
تابعه العكسى 6«( )1(«)ه = +*ء المعرف بصفة طبيعية» يقبل مشتقا 
مستمرا. ١‏ ا 

استنادا الى أ فلكي يكون تابع (*ر = «» مشتقه (*)/ مستمرء 
تفاتشاكلا في جوار (©)8 لنقطة ©. يكفى ان يكون المؤثر (6©)” قابلا 

نلاحظ أن هذا الشرط لازم ايضا لأن وجود التطبيق العكسي 
(«)ه = × وقابليته للإشتقاق يستلزمان ‏ صحة العلاقتين: 
E,‏ = (8)ثو(»ه)م E,‏ = (0()4)٭e‏ حسب 33.1 أء. وبالتالي 
فإن المؤثر (7)6 قابل للقلب. 

إذا كان هناك تفاتشاكل #بت6:(*«ر = د فإن كل تابع قابل 
للإشتقاق 6+2:(*)ب = 2 يمكن تمثيله كتابع قابل للإشتقاق بالنسبة ل 
(×)#؛ ينتج ذلك من الدستور: 

((*)/)م = (((*)/)و)ن = v)×(‏ = 2 

حيث ((<)0)نا = (8)۷ 
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ج. نفرض ان الفضاءين × و۲ في ب الما بعدلن منتهيان, ,۸ = × 
ويه = ۲. نختار في الفضاء × الأحداثيات ,*«د....م*ء وفي الفضاء ۲۷ 
الاحداثيات ,لا....عرا. عندئذ يمثل التطبيق (*)/ = « بالدساتير ذات 
الشكل : 

(i = 1...‏ و بره = إل 
إن وجود المشتق المستمر (*)7/ في الساحة © يكافيء وجود واستمرار کل 


المشقات ‏ 4 (52.1_ أ) في هذه الساحة. نفرض ان ۸=« وان 
0x‏ 
0 


المصفوفة اليعقوبية قابلة للقلب؛ وبالتالي فإن المؤثر 
(©)/ يقبل هو الآخر القلب. ينتج من ب ان التطبيق ()/ = رم 
تفاتشاكل من جوار (1)4 على جوار (7)5 للنقطة (6/-738. من اجل 
كل نقطة في 2-..,- ,«) = «د(ط)7» توجد نقطة (ي*«.....,»)-2د(0)6 








د 


بحيث «=(×)/. وبالتالي فإن الاعداد ...ر ,ر والاعداد ي.....* تعن 
موقع النقطة × في الساحة © بطريقة وحيدة. هكذا فإن الاعداد إلاء...يظ 
يكن ان تستخدم كاحداثيات جديدة للنقطة *. 


بصفة خاصة» يکن تمثيل كل تابع ,#+(09)*(:8)6 كتابع 
(()رط,...,0*) 0 للتوابع (<), ط....,(#) ر. 

وهكذا فإن الدستورين: ٣۰۵50‏ = ,× و9ملوم = ر× (1) يعنيان 
فى المستوى ,× رند الاحداثيتين الجديدتين م و8 وها الاحدائيتان 
القطبيتان (ي5 .18). بما ان: 








4 z4 
TF @ cos O0 —~rsin 0 
det ~۴ 
zg ors jl |sin0 إوومومر‎ > 
ûr ê0 








فإنه يمكننا اختيار العددين ” و0 كاحدائيتين جديدتين في جوار كل نقطة 
تخالف النقطة 0م (0-,*«-,*)؛ نلاحظ عند هذه النقطة بالذات, 
7-0. ان خاصية تقابل التطبيق المعتبر غير قائمة. 
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إذا كان هناك تفاتشاكل ,#م# 6:(«ار = اء حيث: 
i = 1.‏ , في ادو FAX‏ = ,ل 
فإنه تیبین» من ب» ان کل تابع قابل للإشتقاق 00:6-2)؟ = 2 يمكن 
مثيله كتابع قابل للإشتقاق بالنسبة ل للا(ع. اي بالنسبة 
ل1( رگ ...)وگ 
( () ,گ۰( ,8(۴ = ار = 2 
د. نفرض مرة اخرى انه توجد توابع قابلة للإشتقاق: 


(1) Y= ffX osx) , Û = Leryn 
تعينفى ساحة 6ح۸ الاحداثيات الجديدة [ل,...,,رطا = (ا). حيث‎ 
: يسمى سطر به من النعادلات‎ . || |0 


pay <s) yi = 1#‏ نر 4 sss‏ © )ل = رل 
السطر رقم ز من احداثيات الجملة إ«) المارة بالنقطة ©. نلاحظ أن 
الاشعة الموحهة الموافقة لذلك: ١‏ 


525 Of, (a) ûf (a) O 
عد رار و مد حدرع8‎ RSS 


مستقلة خطيا؛ تشكل هذه الاشعة. تعريفاء الاساس المحلى لجملة 
الاحداثيات ذا عند النقطة 5. يمكن نشر أي شعاع ,م٤‏ = ٤‏ 
وفق اشقة الاساس المحلى : 9 
ر > 5 
1= 
نحصل على عبارات ,2 بدلالة ,5 بالطريقة التالية. نرمز 
® - وم ونرمز بر٣‏ لعناصر المصفوفة المقلوبة؛ ينتج 
Ox‏ 31 
1 
عندئذ من العلاقات: ,م درم ان رم۹ -,» وان 
ni=1 n A n‏ 1= 
3 س . 95 
عد لوي يي 
بفضل الاستقلال الخطي للأشعة ري أن: 
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574 حر )3( 

تمر خطوط الاحداثيات الماثلة بكل نقطة × من الساحة ©. ويمكننا 

انشاء» عند كل نقطة ×دي. اساس محل ؛ نشير الى ان الاساس امحل 

((8)0) يتغير» عموماء بتغير × وهذا خلافا للأساس الثابت E‏ 
لہR.‏ 


1. حالة التوابع العددية . 
إذا كان التابع ,)© = 2 الوارد في نص النظرية 35.1 تابعا 
عدديالتغير ×د۴<× وللمتغير العددي «د#د8. فإن المؤثر 
222۵ يمثل الضرب في عدد.ء اما قابليته للقلب فتكافيء القول 


0 


0 29 اسن في هذه الحالة تقد 7 وهات آخر غل 
الحقيقية مرتىة 
o‏ 


0< ( ,)0 . با ان م ,ء) ®۵ . مستمرء يمكن القول ان 
dy oy‏ 


مد ك انا كان في جوار # للنقطة1-( صغير بكفاية. 
بامکاننا اختيار هذا الجوار كجداء كرة إ٣>اه-×|:×ع×)‏ = م في بجال 
مغلق ,(>۷>رط ( الرسم 1.-1). لما کان 0 = (قره)©» فان 
(<,ه)©>0 من اجل >5 و(ر,»)#<0 من اجل <<85. بصفة خاصة: 
(,5,ه)© >0 و(ر5,ه)©<0. باستطاعتنا ايحجادء بفضل استمرار التابع 
(ا,عد)اة في الكرة 7 جوارين في “ا للنقطة ©: 

{x:lx—a|<8,}‏ = ,رم 


{x:|x~a|<8, /‏ = إل 


بحيث يكون (0>©)*,80 من اجل *د,ا. و(رة,*)©<0 من اجل 
×د_7. 
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ليكن } min{5,,6,‏ = 46 نضع : 
U, = {x:lx-a|<6}‏ 
لنشت انه بالامكان اعتبار ,27 بمثابة الجوار المطلوب. ليكن ×د,0. بما ان 
0>%(x,b,)‏ و( 2),5© >0 والتابع ›@)x,y¥(‏ كتابع للمتغير ر فقط› 


متزايد الى المجال درط ( حسب الشرط ر >0 في 
yJ‏ 


#). فإنه توجد قيمة وحيدة (×)ر = ر تحقق 0 = ((*)لز,*) 
(ي5 .22 و ي5 .23 ). بذلك نكون قد اثبتنا وجود ووحدانية حل المعادلة 
0 = (,×)۵ من اجل كل ×دے0. يبقى اثبات استمرار التابع المحصل 
عليه (*)ز = «. نشيرء حسب التعريف» الى أن التابع (×)ر يحقق 
المتراجحة ,2>(*)لاكرة, 

لو لم يكن التابع (×)«ر مستمرا عند نقطة عدا لوجدت متتالية 
٠.‏ من نقاط 0 متقاربة نحوى مع عدم تقارب المتتالية (ٍ×)ل 
نحو (0ا. بالامكان استخراج من التتالية الاولى متتالية جزئية 
.م بحيث تكون للمتتالية “)ر نبية 4 تالف (©2)6ز = 8ع 
ينتج چ من ,> ×)۷>رط ان ,9>مكرطة. م إن xe‏ 
و0=( لے ×)ر×)@ › إذن: 0 = (4,ء)# بفضل استمرار التابع 
(«,×)@. لکن 0 = (0)ع, )© = (%۵),8. 

وهكذا فإن التابع (,6)© ينعدم عند نقطتين 4 و8 على العمود 2-0« 
,«>۷>,ظ» وهو امر مستحيل حسب الانشاء. إذن فإن التابع (×)ر 
مستمرء وينتهي بذلك البرهان. 


في حالة تابع عددي» يكن كتابة المشتق (,#د+)(0)"ا على الشكل 
(55.1): 


0%(a,b)/ûx 
y)a) سنس > اح‎ 
/(ط,ه)هةة‎ 8 
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1 . امثلة اولية 


أ مر المنحنى: 

0 = بوره + × )1( 
في المستوى (ا,*) بانقطة (1,1) [الرسم 2-1 ]. أوجد الماس هذا 
المنحنى عند النقطة (1,1). 

نضع ( x+y -2xy)R +R‏ = (ر)@؛ إن التابع (ا,د)ي 
50 بطبيعة الحالء الإشتقاق وكذا مشتقاه كه و 


ولدينا 0 = (1,1)©. كما ان 
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0 >/ 1 = (ږ ]×37 = (1,1)ي2. يمكننا إذن تطبيق 
النظرية الخاصة بالتابع الضمني: يوجد تابع («)بر = ر حل للمعادلة 
= (ا,»)» في جوار للنقطة (1,1). يحقق 1 = (1عرز. إن هذا 
التابع يقبل الاشتقاق. وبا. ان: 
3 5 مق .. 
1 :7 )1,1 ° 3 = (1 1و“ فإن: 


0%(1,1)/0x 

'))1( = 0 

4 0%(1,1)/@0y 
وبالتالي فإن معادلة الماس تأخذ الشكل:‎ 


أو بدلالة التفاضليات (1-× = جك 1ب = ره): 
dy = dx‏ 
نستطيع » من الناخية الشكلية ‏ التوصل الى نفس النتيجة مباشرة باشتقاق 
المعادلة (1)ء وهو الامر الذي يعطينا المساواة: 
dy-2y dx = 0‏ م2 ترق 37 بعلم 3x?‏ 
ومنه تأتي» من اجل 1 = « = ×» العلاقة (3). لكن هذه الطريقة 
لا می شرعية الا بفضل النظرية حول التابع الضمني. 
نشير الى ان نظرية التابع الضمني لا تجيب على السؤال ار إذا 
ا بدل النقطة (1,1) النقطة (0,0) لأن 0 = = (22)0,0. 
ذلك؛ ان النقطة (0,0) نقطة مشتركة لفرعي المنحنى (1) (الرسم 
251). 
ب. يمر السطح : 
0 = 6×2 2+ ر+ × )4( 


في الفضاء (2,ا,*) بانقطة (1,2,3] ؛ اوجد المستوى الماس للسطح عند هذه 
النقطة . 
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نعتير » کا ورد اعلاه التابع : 
%)x,y,2( = × +p 2-6 xyz‏ 
من البديبي ان: 


و 
32 س م سگ ,0 = (1,2,3)»© 


6 (1 2,3 2 
0x وو‎ ) = 3x ¬6), 2,3( = ~33 
0% 2 


بفضل النظرية الخاصة بالتابع الضمني» جك تابع («,»)ء = 2 حل 
للمعادلة 0 = (2,لر,x)© ٤‏ جوار للنقطة 1-*, 2حر وجيث 
3 = (2)1,2. 

إن هذا التابع قابل للإشتقاق ولدينا: 


2 
gradz(1,2) 5 { (1,2), (1,2)} 


gx ûy 
200(1, 2,3)/0x* 0%(1,2,3)/êy 
0%(1,2,3)/0z 20112 : 
33 6 
ع‎ { Pid) ج‎ ١ 
15 15 


وبالتالي» فإن المستوى الماس عند النقطة (223 .1) ممثل بالمعادلة: 
z-3 = ‡11-1(+20-2([‏ (5) 


:)dz = 7-3 «dy = J-2 «dx = ×-1( أو بدلالة التفاضليات‎ 


1 
(6) dz = 51 1dx+2dy) 


99 


يمكن الحصول ايضا على هذه النتيجة بطريقة شكلية المعادلة (4): 
0 = 69.02 سج. و 3x dx+ 3y dy+32dZ—6dX.yZ2—6X‏ 7( 
جد » 8 اجل 1-«د. 2درء 3= العلاقة (6) من (7). 
51و حالة تابع پ7۸ ۵),(:۸. 
تقبل هنا النظرية حول التابع الضمني 35.1 كتابة بواسطة الاحدائيات 
يستحسن مقارنتها بالنظرية الخاصة بالجملة الخطية (25.1 ). 
أ. نظرية. لتكن: 
Va, <, Vm),‏ رو ,... f (Tq,‏ و ١‏ 
O e Seas EE e‏ 
Ln Vas <<, Ym)‏ رديه 2m = fm (T4,‏ 
جلة توابع معرفة في ساحة من الفضاء ,,,,#8. نفرض أن الشروط التالية 
محققة : 


(1) توجد نقطة لي ط....نرطي4©,...ىه) = (5,») بحيث: 


Of (Tg, o, ا ۴ اوبره ولط وير‎ 
MEN عع‎ ssa id, ..., mj =4, ..., m. 


hO ,,, Fp 

“fo fe‏ م“ 
16 دس wig 10 (f‏ 
1/6 36 


لا ينعدم ابداً في الجوار المذكور للنقطة (5,©]. 


يوجد عندئذ جوار إلا للنقطة (».....»! = 4 د ,۸ حيث 
تكون الجملة : : 
Y1 = Vy (Tı, °9 Tn),‏ 
عو قا اممو BF YF Rue‏ 
Ym = Ym (qy, ۰<, n)‏ 
المؤلفة من توابع مستمرة» معرفة مع قيام العلاقات التالية: 


(4) J (Used) = 80 ايو‎ YA.) = 


İm (Zs, ۰... Ta Yi (Zi <. Tn), <.” Ym (%1, ري‎ Tn) =0. 


إن الجملة التي تتمتع بالخاصيات المذكورة اعلاه وحيدة. 
إذا فرضنا وجود المشتق : 





021 061 

6 °°° يرجم 
lm ml‏ 0 

Oz °°° 2, 


في الجوار 7. فإن التوابع ل٠٠۷‏ تصبح قابلة للإشتقاق من اجل 
20# ولدينا : ش 








0 Ym 

1 21 021 

(6) yJ (=| ....... - | كلك‎ f(z, AE ص‎ (2, ») 
y1 Om 
Orn °` م62‎ 


ب. مثال ٠‏ ير المنحنى المعرف في الفضاء (2,ا,*) ‏ بجملة المعادلتين 
0= ع2 سارو هق ,0 عد وين اقم 7( 


بالنقطة (1,1,1)؛ أوجد الماس هذا المنحنى عند النقطة (1,1,1). 
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الحل. نعتبر التابع لحر 1 (2,ظ ,)© المعرف بالدستور 


»)8.2( = {u,v} 


u = xyz 
۷ = 3× y-2 
من الواضح ان [0,0) = (1,1,1)#. لدينا:‎ 











ou(1, f, 1) du 9 ا‎ 1) 
M10 or 4 
8 (¥, 2) | لاي‎ ٣ 4) a10 08 4 “| اا‎ 
SI 


إن المصفوفة ‏ رمي قابلة للقلب وييكننا تطبيق النظرية 
حول التابع الضمن : يوجد حل (×)ل = بر z)×(‏ = 2 للجملة 2-0 
و0=« يحقق 1 = (1)بز و1 = (2)1. ثم | 


0%)1,1,1( 


8 ت‎ {(2x,9x° 1,1,1} 5 12,9} 


حعث أن: 
oD (1, 1. 1) a 0O (1, 1, 1)‏ 
)y, £2) dz‏ 2 


2. | 7 2 le 9} = (5. 7 


|- = ))4( '# ,)1( “نع 


وبالتالي فإن معادلتي الماس عند النقطة (1,1,1) هما: 


(8) { سار‎ 1 = 5 )z - 1(, 
z41 =7) 1. 


نحصل على الحل الشكلى بمفاضلة المعادلتين (7): 
2xdx-dy.z—y.dz = 0‏ 
gx dx-dy—2dz = 0‏ 
وبنقل القم x=y=2=1‏ في العلاقتين المحصل عليههما وبحل الجملة الناتحة عن 
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ذلك» بالنسبة ل62© و42 .مهذه الطريقة نجد: 
dy = -54«*‏ 


dz = 7dx 


0 


وهي النتيجة المطابقة ل(8) عند وضع ×1=4-× لإك=1-لر» .z-1=d2‏ 
ج. جذور معادلة جبرية كتوابع مستمرة وقابلة للإشتقاق بالنسبة 
لمعاملاما . 

نعتبر كثير حدود جبري من الدرجة #: 


(9) ZIQ | 21-a, 2" 3 ...+(—1) 


حيث ,ه....م» معاملات عقدية ونرمز لجذور كثير الحدود ب 
ة....ية. با أنه يكن وصل كل مجموعة معاملات 
هن ©) = © 5 C,‏ بمجموعة وحيدة من الجذور 
الى 82-2 5 C4,‏ فان الامر يتعلق بالتابع 
,0مم©:(2)4 = 2. لنثبت ان هذا التابع مستمر (وقابل للاشتقاق) عند 
كل نقطة 0,36 تكون من اجلها الجذور ,۸...1 متخالفة مثنى 
ترتبط معاملات كثير الحدود (9) بالجذور وفق دساتير فيات (166/ا) 


و ... + A, + Aa‏ = يه 
+g + ... Anan,‏ ورا = و 


gO‏ أو هت نون A EO e Local ETE‏ ا 


(10) 


من الواضح ان التابع المحصل عليه ()» = © مستمر ايا كان وقابل 
للإشتقاق. إذا رمزنا لتزايد المتغير ۸ بلىس-,,- ,4) = 472 فإن 

الجزء الخطي الرئيسي للتابع (۸)ه يعين بشكل طبيعي ب: 
da )3( AE. ga,‏ )11( 


Oh, ..., An) 
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حيث تي هي المصفوفة اليعقوبية العقدية للجملة (10). 
يقبل المؤثر (11) القلب إن کان معين 0 کو ف نے يخالف الصفر . 
يمكننا في حالة تحقق ذلك تطبيق نظرية التابع العكسي 65.1 التي تضمن 
وجود واستمرار وقابلية اشتقاق التابع العكسي (أو المقلوب) (۾)2*) . 
هكذاء فا علينا الأ ان نبين بأن العلاقة 0ع لاسو عل 
محققة في حالة اختلاف الاعداد ,2,.....,2 مثنى مثنى. 

- نجري البرهان بالتدريج على =1 .2 .....7.... . إن مقولتنا محققة 
من اجل 4م = # لأن د لنفرض انها محققة من أجل ' 
41 = ". نتخذ الرمز 


bı =+... + An 
ل و دون‎ Ag د‎ . . . + Anant 


(12) 
bq = و‎ e An-4 
نلاحظ عند تشكيل كثير الحدود:‎ 
)13( 21-D 2-b ,2"-3—...+(—1)-D 


ان الاعداد ,<.8 تمثل جذورا له. إن كانت هذه الاعداد 


حكا ال O BE a a‏ 1 
متخالفة شنى مثنى فإن التيتلمح ءل # 0 حسب فرض 


التدريج . وبالتالي إذا استكملنا الدساتير (12) بالدستور ,۸,۸ فإننا 
نحصل على : 
م م0 


0 س 
م det 20n)‏ )14( 


(«) قابلية الاشتقاق بلمفهوم العام 32.1 أ؛ الواقع ان التابع (2)0 اكثر من ذلك» فهو تابع تحليلي» اي 
يقبل الاشتقاق بالنسبة للمتغيرات العقدية ©.....,6. وهذا امر لا يستنتج. لحد الساعة» من اعتبارات 
1 اأ 
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بمراعاة 2 نجد ان الدساتير (10) يعن الشكل : 


+ 8 ع ره 
D+,‏ = ريه 
b,+b,1‏ = ره 
4 سس 2 7 
ومنه يأتي 
1 1 
An 1 bı‏ 
An) _ Ain 1 ba‏ ,0(0 
r OA‏ 4ه ج26 [[ د OO a BAILA‏ 
Ain 1 Dance Î‏ 
لوط An‏ 1 


لنحسب معين هذه المصفوفة . للقيام بذلك نطرح من كل سطرء ابتداء من 
السطر الثاني » السطر السابق مضروبا في ,2؛ عندئذ نحصل 00 


0 1: و“‎ an) 
1 WT SEET POI TE 
de 0 (4, ۰ Dn-4 An) 


1)1 —( + اا حلب ba -aÃn‏ - رونا 0( 
,0 چ (An=1 — 0-2 3 ٠. + ( 2 1)" bn-ı)‏ 1(1 )مد 
لأن a‏ ختلف» فرضاء عن كل عدد من الاعداد 1-1 وبالتالي 


فهو ليس جذرا لكثير الحدود (13). م نضل › بفضل (14)» الى : 


(a, 
det SSS 
U) 
0(4; (bP )م بر‎ 
= det سس ل‎ det ٭# چ سحب‎ 0 
0)0۰, (م_ 00 لي ۸م‎ 


وهو المطلوب اثباته. 
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8. البنية المحلية لتابع قابل للإشتقاق 

ترتبط مسألة البنية المحلية لتابع قابل للإشتقاق ۲+ 6:(»)ر = ر 
ارتباطا وثيقا بنظرية التابع الضمني. نفرض فها يلى ان الفضاءين × و+ 
تامان . 

إذا كان المؤثر (©) قابلا للقلب عند نقطةمعطاة مده فإن التابع 
()2 يطبق جوارا للنقطة 00 بصفة تقابلية» على جوار للنقطة 
6 = (۵)/د۲ مع العام ان / ومقلوبه يقبلان الإشتقاق. ذلك ما ينتج من 
النظرية 65.1 .حول التابع الضمني. كيف يكون الامر إن لم يكن المؤثر 
¥+¬¥:() £ قابلا للقلب ؟ 
1. سنعتبر بعض الخحالاات. نبين في البداية توطئة تتعلق بالنظرية 
العامة للمؤثرات الخطية المستمرة في الفضاءات النظيمية. 
توطئة. نفرض ان اقتصار مؤثر خطي مستمر 4:7 على فضاء جزئي 
مغلق ,اد يمثل تطبيقا قابلا للقلب من ,× على كل الفضاء ۲. 
يوجد عندئذ فضاء جزئي مغلق ,×<× بحيث يشكل المجموع المماثر 
ل ,× ور× الفضاء × باكمله وبحيث يكون اقتصار المؤثر 4 على ,× 
المؤثر المنعدم . 
البمرهان: نضع : 


X, = {xeX:4x = 0} 


من البديي ان ,× فضاء جرئي مغلق في 2. ثم ان ,× لا يشترك 
مع الفضاء ,× الا بالعنصر 0. ذلك. انه إذا كان ,×در×١,×‏ فإن 
4x) = 264K,‏ = 20 ومنه 0 = ,جك = ,ء*د. . اخيرا 
لدينا من اجل كل *«د8: ,×4 = ×4 حيث ,×د*. لیکن 
,× = ر×؛ لدينا ‏ 0= ,×4-×4 = ر×4 إذن ر×در×؛ 
وبالتالي فإن التفكيك ,×× = × حيث ,×2× ور×2ر× 
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موجود من اجل كل *3د. التفكيك السابق وحيد لأن 
,غم = (10. انتهى برهان التوطئة. 
1. ندرس هنا وفي النقطتين المواليتين بعض الحالات التي يكون فيها 
المؤثر (©)/ غير قابل للقلب. 
أ. نعتبر حالة اولى تكون فيها عدم قابلية المؤثر (6)/ للقلب ناتجة عن 
کون الفضاء ۲ «اصغر بكثير» من الفضاء × وكوؤن ساحة قم (©)/ 
« تغطي ۲ عدة مراث). 

نفرض» على وجه التحديد» وجود فضاء جزئي مغلق ,6د بحيث 
يطبق المؤثر المشتق الجزئي 2 (74.1 أ) ,× على كل ۲ 
وبحيث يكون هذا المؤثر قابلا للقلب. تسمى النقطة © هذه نقطة عادية 
(أو اعتيادية) من سطح لمستوى الموافق ها © = (ل/ر (حيث ٠‏ 
© = (هعار). 

يوجد» استنادا الى التوطئة 16.1 فضاء جزئي مغلق ,×<× يشكل 
جموعة المباشر مع ,× الفضاء #. لا بهمنا فيا يلي الشكل الصريح ل ,× 
المشار اليه في التوطئة 16.1؛ ليكن ,× اي فضاء جرئي مغلق يشكل 
جموعة المباشر مع ,ا كل الفضاء . نرمز للمتغير × = ,عدي 
(حيث ,*×د,*× ور×در×) شنائية إر*,,*ا بحيث ان 
(يهره) = ه. تضعء > كنا ورد اعلاه» (6/ = 8. نثبت الآن 
النتيجة:. يمثل «سطح المستوى» (5 = (*)لع*) = م بجوار النقطة 
العادية ©- المحل المندسي الذي تعتبر عنه معادلة ذات الشكل 
(ر×)ب = ,د حيث (,#+,8)(,»*)م تابع قابل للإشتقاق في 
جوار للنقطة ي©3,. (يهى,ه) = ©. 

ها هو البرهان. 

بعد اعتبار التفكيك ,8+8 = ×» نكتب التابع المتغير واحد» 
(«)/, على شكل تابع المتغيرين ) (ر × )۴ = («كر = لر حیث ان 
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ش 4 (aq,‏ 67 عماأت 5 0 معان 
هيك مؤثر قابل للقلب فرضا. يمكن. حسب نظرية التابع 
الضمنى» حل العادلة (ر××)۴ = ر بالنسبة ل ,× بجوار النقطة 
©» وهو ما يؤدي بنا الى معادلة من الشكل: 
(لارر×)8 = ,× 


مع العام ان (ط,ره)چ = ره ومشتقات التابع (اى )8 مستمرة. نضع 
ط=ل فنحصل على معادلة «سطح المستوى» 2: 
)(0ي*)م = x,‏ 
المحلولة بالنسبة للإحداثية ,× وهو المطلوب. 
ب . حالة التوابع العددية . 
لیکن ,#١-يلك6:(*/‏ = ر تابعا قابلا للاشتقاق بحيث 0 + (ه#)ثير 
من اجل نقطة 036 حيث 5 = (هار. يعني ذلك وجود شعاع د 
بحيث 0 + 8(©#). في الحالة الراهنة. يمثل المؤثر ۴)١(‏ تابعية خطية 
(42.1) ساحة قيمها هي ,۸؛ ينتج من المتراجحة 0 + #(©)/ ان 
الفضاء الجزئي الوحيد البعد المولد عن الشعاع 2# نفسه يطبق المؤثر (©)/ 
على كل الفضاء ,۸. يمكننا إذن اختيار هذا الفضاء الجزئى الوحيد البعد 
الفضاء الجزئي ,× الوارد في أ. نستطيع اتخاذء كفضاء ر( ت 
التوطئة 1 .16 )» الفضاء الجزئى الذي تعدمه التابعية (0)/. نحصل ». وفق 
الاحداثيتين ,× ور *. على المعادلة التالية لسطح المستوى 5 = (x)ل:‏ 
(ي 80 = Xx,‏ 
حيث (,*) تابع قابل للإشتقاق. بصفة خاصة؛ لديناء من اجل 
(ي4,,©) = 4 (ره4)ع = ,ه». ببمقدورنا ‏ كذلك ‏ حساب القيمة 
(,©)'8 باشتقاق العلاقة ط=(ر×,(ر×)8)ل 


4 (x,)+ 0 
— عع‎ XxX ج س‎ 
xX, 8 0x 
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ا 01 لك و0 لي 4 1 
0 = (يه)# وهذا بوضع :© = (ر2,4) = (ر×م*×). 

إن المنوعة ,× في هذه الحالةء مستو ماس 5 = *)/ (93.1- 
ج). 
ج. مثال. لیکن ,#,*:(*ك/ر = بر تابعا شعاعيا معرفا بمعادلتين 


3 


عدد يتن : 


م 


1 yı (z) = fı (Fı, ولو روت‎ 
(1) Yq (7) = fa (Fı, .و2 ,وت‎ 


من المؤكد ان المشتق : 


f(a) Of, (a) | 





Oza z3‏ 1 ا 
(a) 2f )@(‏ و01 f (a) 1 fa (a)‏ 


z4 Oza 021 





ليس مؤثرا قابلا للقلب. نفرض الاصغري: 





f(a) fs (e) 
و0 و02‎ 
fa (a) Ofa (a) 
024 za 








غير منعدم. حينئذ يكون المؤثر المشتق الجزئي بالنسبة للمستوى 
إر», »«) = ,× قابلا للقلب. إذا اخترناء كفضاء ,× الفضاء 
الوحيد البعد ,× تأخذ المعادلتان (1) الشكل التالي الذي سبقت 
رؤيته : ( رى ر*) ره = ,× 
)لاح )ر0 = ركد 
بتثبيت ,0=« ور,ة-راز في العادلتين السابقتين نحصل على شكل 
١‏ سطح المستوى » للتابع (*)/ = ل: 
b7)‏ ;9% = بع 
( 0 »)ره = × 


£ 


1- أ. نعتبرء بعد حالة 26.1- أ» حالة ثانية تكون فيها عدم قابلية 
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انه منحن ف الفضاء ,۸. لزمز له به 

يمثل «المستوى الاس » للمنحن م المستقم اماس له. يعبر تعامد التدرج 
على المستوى الاس (93.1- ج) كون المؤثر (*)/ يعدم الشعاع الماس 
للمنحنى ۲؛ وهو الامر الذي يمكن ملاحظته مباشرة باستخدام دساتير 
اشتقاق تابع ضمي . 
المؤثر (©)” للقلب ناتجة عن کون الفضاء ۲ «اكبر بكثير » من الفضاء كد 
وكون ساحة قم المؤثر (©#)بر لا تغطي كل الفضاء ۲. 

لیکن YDY¥,g YOY,‏ فضاءين جزئين مغلقين مجموعههما المماشر هو ۲ 
باكمله. حينئذ» يمكننا بإستخدام التفكيك ر«+رر = ۷ (ر۷د,۲ 
وراد,۲) التعبير عن التابع 7¬ f)‏ = ر بتابعين : 

f) ( 0# 0‏ = ولس 10( 
)و 1ج) (×) رگ = رل )2( 

إن هذه التوابع تقبل الإشتقاق مع (×) (23.1- ج). 

لنفرض ان التابع (*«)ك/ يضمن قابلية المؤثر (,+-8) (0))/ 
للقلب . ينتج عندئذ من نظرية التابع العکسی » اننا نستطيع حل المعادلة (1) 
بالنسبة للا؛ بنقل العبارة (,<)ب = × الموافقة ها في المعادلة (2) نجد 
العلاقة التالية بين إلا ول: 

إن هذه العلاقة تمثيل لصورة التابع («ار. وهذه الصورة ليست مساوية 
للفضاء ۲ باكمله» في الحالة المعتبرة. بل هي منوعة ( فقط) من ۲ يمثلها 
بيان التابع (3) القابل للإشتقاق. 
ب. مثال. نفرض ان لدينا تابعا ,#8,#: (×)/ = ر معطى بحملة 
المعادلات : 
> )4( 


fa )#9, 9),‏ ح ور 
fa (F4, Zo).‏ حدوير 


fa (F4, 2),‏ عد وير ا 
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f(a) f, )© 





dra‏ و22 
f ( 2‏ 
ا ا ورور 
afa(a) f(a)‏ 
و0 024 
وهوء بالتأكيد. غير قابل للقلب. دعنا نفرض على الأقل ان 
الاصغري : 
0f4(a) Of; (a)‏ 
za‏ و02 
2f)‏ )(وofl‏ 
Oza‏ 0214 








غير متخدم. حينكئذ يكون المؤثر «F'(a)‏ باعتبار التابع 


R +R‏ = ل 
E y = f(%(R,¬+R,)‏ 


( رکو )ہگ = 2 
مؤثرا قابلا للقلب . بالاستناد الى ما برهنا عليه سابقا فإنالمعادلتين الاولى 
والثانية في (4) نستطيع حلها بالنسبة ل ,× ور× في جوار للنقطة ©: 


(Vi y2),‏ و0 - ود 
za = Qa (Y1 J9):‏ { 


)5( 
حيث مشتقات التابعين ,© ورب مستمران. ثم بنقل العبارتين (5) الى 
المعادلة الاخيرة في (4) نجد: 
[( رلا 7 9,(ر لا ,]رگ = ول 

إنها معادلة سطح في الفضاء ,۸ يمثل ساحة قم التابع ار = ۷. 
1. هناك اسباب اخرى تجعل المؤثر (©)” غير قابل للقلب. 

أ. لإبراز تلك الاسباب وطرح المسألة بشكل سلي» نعتبر في البداية 
تحويلا خطيا 0۴ 4×:۸ = « معرفا (ضمن اساسين مثبتين لهذين 


الفضاء ين ) بالدساتير ٠‏ 
ين) ؛ 0 )1,...,7 = (i‏ رضن 516 = ,ل )1( 
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عندما ترسم النقطة × الفضاء ,۸ فإن الشعاع ×4 = ر لا يرسم. عموماء ` 
كل الفضاء ۸؛ إن الصورة للفضاء ,۸ بواسطة التطبيق (1) فضاء جزئي 
54 = #ت,#. من الطبيعي ان يطرح السؤالان المواليان في الحين: ما هو 
بعد الفضاء الجزئى ۸؟ كيف يمكن وصف ۸ بدلالة الاحدائيات ,«؟ هناك 
سوال خر مرتبط ارتباطاً وثيقاً بالسؤالين السابقين. نلاحظ انه إذا كانت 
بل.....,<) = « نقطة معطاة من ۸ فإن هناك» عموماء اكثر من نقطة 
( في ,#) تتحول بواسطة التطبيق (1) الى «. تسمى جموعة النقاط ( في ,8) 
التى تتحول بواسطة 4 الى النقطة « الصورة العكسية التامة للنقطة 2 
وتزمز” لها ر2 4 , فيا يتعلق بالنقطة 0 = ر فإن المجموعة ط' 4 
فضاء جزئی ,۸ يسمى نواة التطبيق 4 ويرمز له ب .)**×er4‏ اما 
من اجل نقطة اخرى د1ء فإن الصورة العكسية التامة لها هي انسحاب 
الفضاء الجزئي ,۸ وفق شعاع معين (وهذا استنادا الى النظرية المعروفة 
القائلة: إن الحل العام لجملة خطية غير متجانسة يساوي جموع حل كيفي 
لهذه الجملة والحل العام للجملة المتجانسة الموافقة للجملة المعتبرة) . وهكذاء 
فإن الصور العكسية التامة لنقاط مختلفة منوعات خطية لها نفس البعد. ما 
هو هذا البعد ؟ كيف يمكن وصف هذه المنوعات الخطية بدلالة الاحداثيات 


x,‏ ؟ 


يقدم الجبر الخطي جوابا على السؤالين السابقين: إن الفضاء الجزئي 
هم # = ۸ مولد عن اعمدة المصفوفة إارر4|| = 4؛ اما بعد ۸ فهو 
يساوي العدد الاعظمي للأعمدة المستقلة خطيا في المصفوفة 4 اي انه 
يساوي لمرتبة المصفوفة. ثم إن 3654 = ,۸ هو الفضاء المؤلف من حلول 
الجملة الخطية المتجانسة الموالية: 

(2) 32 = 0, i 2 #ر...و1]1‎ 

حل 

(») نشيرء في هذه الحالةء ان المؤثر 4 غير موجود عموما. 
(««» )الرمز هذا مصدره كلمة !6:56 الانكليزية التي تعني نواة 
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اما بعد هذا الفضاء فهو +-7. حيث يمثل ” مرتبة المصفوفة 4 ( راجع مثلا 
ل.15.3). ش 

نفرض » بغية تشيت الافكار › ان اصغري اساس للمصفوفة 4 يقع في 
الاسطر الاولى ( البالغ عددها ”) والاعمدة الاولى ( البالغ عددها 7). حينئذ 
يكتب كل سطرء ابتداء من السطر (2.)0+1 في المصفوفة 4 كعبارة خطية 
للاسطر الاولى البالغ عددها ”؛ بامكاننا کتابة ذلك كما يل : 

(3) ى“‎ = C0 y+ هر‎ (sS = r+1,...,m") 

حيث ,,0,.....0 معاملات معرفة بطريقة وحيدة. ينتج من ذلك ان 
الكميات پر ادو ¥ تحقق العلاقات : 


(4) J, = CJ tess tCOY, (S = F+1,...,) 


من جهة اخرى» هناك الكميات ,لا.....ا التي تربطها العلاقات (4)› 
ومنه ينتج وجود قم کو 
العلاقات (1)؛ للبرهان على ذلك يمكن وضع: 0 = ر =..= الغ 
وتعيين ,×...., ,× من المعادلات الاولى (البالغ عددها ۲) في الجملة (1)؛ 
إن العناصر ,ا المعطاة والعناصر ,× المحصل عليها بهذه الطريقة تحقق 
المعادلات الاولى ( البالغ عددها ”) في (1)., بعد ذلك تكون المعادلات 
المتبقية (البالغ عددها 7-:7) محققة بفصل الدساتير (3). وبالتالي توفر 
العلاقات (3) وصفا كاملا للفضاء الجزئي ۲۸۴. كا تصف المعادلات 
(2)» بدورهاء الفضاء الجزئي × وصفا کلملا. 
ب. نناقش الآن الاسئلة الماثلة المتعلقة بتابع كيفي قابل للإشتقاق 
() = « يعمل من ساحة ,۸ = ح6 في الفضاء ,8 = ۲. يُمثل التابع 
(«) = ر بدلالة الاحداثيات. بحملة معادلات ذات الشكل : 

Jy = لي )ري‎ ( = 1,...,m) 
حيث (14/0 توبع معرفة ومستمرة وما مشتقات جزئية مستمرة في الساحة‎ 
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6 .نطرح الاسئلة الموالية: ما هو بعد صورة جوار نقطة 6]5©؟ ما هي 
المعادلات. بدلالة الاحدائثيات ,لاء التى تصف هذه الصورة؟ ما هو بعد 
الصورة العكسية التامة للنقطة f)‏ وه ما هى المعادلاات. بدلالة 
الاحداثيات ر×» التى تصف هذه الصورة العكسية؟ القصوذ من منهوم البعد 
الوارد في الاسئلة السابقة هو التالي : سنبين ان المجموعتين الوارد ذكرههما آنفا 
يمكن وصف كليها بواسطة جملة توابع لعدة متغيرات حقيقية مستقلة؛ عدد 
هذه المتغيرات المستقلة هو الذي نسميه بعد المجموة المعتيرة. 


نجيب عن كل هذه الاسئلة بافتراض ان مرتبة المصفوفة اليعقوبية: 








Of (r) df, (7) 

مدق 5500 ومن 
ا ا ل اح حم أن زور 
dlm (7) fm (T)‏ 

dry °° Arn 


قيمة ثابتة م في جوار © للنقطة ©. 
نلاحظ ان مرتية المصفوفة المعقوبية تتغير عموما بتغير النقطة المعتبرة؛ 
إذا اعتبرنا نقطة ,© تأخذ فيها هذه المرتبة قيمتها الاعظمية ,”ء فإن 
اي اصغري من الرتبة ٣٢‏ غير منعدم عند م© سيكون غير منعدم في 
جوار للنقطة ,© وذلك بفضل الاستمرار. وهكذا فإن افتراضنا القائل 
ان المرتبة ثتابتة بجوار للنقطة © متوفر من اجل بعض النقاط مدي . 
يمكننا» دون المس بعمومية المسألة » افتراض ان اصغري اساس المصفوفة 
2 
(٭) f‏ من اجل كل *83. يقع في السطور والاعمدة الاولى من المصفوفة. 
ذلك اننا نستطيع وضعه هناك من اجل نقطة © بإجراء تبديل» إذا لزم 
يبقى هذا الاصغري غير منعدم في جوار للنقطة ©. 
نظرية المرتبة.لدينا ضمن الافتراضات المنصوص عليها : 
1) من اجل جوار €اعa»›‏ فإن جموعة كل قم التابع (×)/ في جوار للنقطة 
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(0)كر = 85 موصوفة جملة امعادلات ذات الشكل : 
P+1,...,m‏ عد Jy = Vos) , S‏ 
حيث ...م ,© توابع قابلة للإشتقاق » وتتعين إذن بواسطة 7 وسيطاً حراً 


لاو 

2) يوجد في جوار 7 للنقطة 6 بحيث تكون كل نقطة من المجموعة 1,١7‏ 

صورة مموعة نقاط × موصوفة» داخل الجوار 7ا بجملة من الشكل: 
(Û = 1,...,)‏ ل 5 ,¥( YY‏ = ر× 


وم 


نقدم البرهان على نظرية المرتبة ضمن 66.1 . 
1 . النظرية المجردة للمرتبة ( لونغ (Lang‏ . 
ليكن 2+8 = كر ورب ۲ = ۲ فضاءين نظيميين تامين 
يمثلان مجموعتين مباشرين لفضاءات جزئية مغلقة. إذن» من اجل كل ×د× 
وود يوجد تفكيكان معينان بطريقة وحيدة: ,*+,* = × 
ورلا+ لر = ل حيث 6 ¥2 22 
,«د,۲. يكن وضع كل تابع + :(×)/ = دفي شكل ثنائية معادلتين: 
F(X x )XoY,‏ = إل 
لحكل( Xx”‏ کا رل 


يوافق المشتق (©0)/ المصفوفة المؤثرية: 


08: 2 OF, (z) 


و = 
)و87 )و87 |j‏ ` 
وم 021 


نشت النقطتين ره+,4 4 ورطدرة = 5 =( 3 ۲. 
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نظرية. نفرض ان التابع (*)/ يقبل الإشتقاق في ساحة 6د8 تحوى 
النقطة © وتحقق الشرطين التاليين : 

f, of, 

(xh = 0 (1‏ — يستلزم 0 = )x(۸‏ دب 

dx 2 


xX 
oF, 
.۲, ا تطبيق قابل للقلب من إلا على‎ .)©2 
1 
يوجد عندئذ ثلاثة جوارات 85006 و( )لآم و(ره)3#,×‎ 


حعسث : 


أ( من اجل xد)U(a‏ و,7)0,(3¥. فان ساحة قم التابع («ار = رز 
يكن ان تعرّف بمعادلة من الشكل (,)م = ر۲ 

ب) من اجل كل «د()/. فإن الصورة العكسية التامة («)۶ يكن 
تعيينها بواسطة معادلة من الشكل (ر×)ل = ,× حيث 
7)4(3. يقبل هنا التابعان © وب في الجوارين المعتبرين مشتقات 


مستمرة. 
البرهان 
نعتبر التابع 
PIX) = F(X, ()-y,)G+۲ ¬, (‏ من 
البدييي ان 0 = (ر0,,2,,4)@ وان المؤثر ا _ (وه ,61 O (bı,‏ 6 


قابل للقلب. استناداً الى النظرية 35.1 حول التابع” الع و0 ثلاثة 
جوارات ‏ (,()27,¥» (يم)17دركال. (,#7)4د × وتابع 
( ©) 7ن E(x, JW (a,)<V(b‏ قابل للإشتقاق ‏ باستمرار 
بحيث تكون المعادلة 0 = ,«ط-(ري«,ى,*) “م مكافئكة للمعادلة 
E(x)‏ = ,×. بعبارة اخرى. لدينا: 

(1) ٍ F(X; Y X2) = Y, 


نضع ‏ |( (,€7)0(*( , .U)a( = W)a,(x# (a,x :F‏ يمكننا الآن 
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وضع المعادلة : 
0 *) يي = رلا 
من اجل *8)©(3» على الشكل : 
00 )رم = YJ,‏ )2( 
لنشبت ان الطرف الاين لا يتعلق ب ر×. باشتقاق 0 و(2) بالنسبة 
ل × نحصل على : 





0 1 dg oF 1 
(3) و‎ Oza + Org 0, 
(4 ود و62‎ + Oza dzg ` 
aF 3 كن‎ 


ينتج من (3) أن قيمة المؤثر عند الشعاع has ha j‏ 2 

منعدمة مھا کان .X,3h,‏ لكن الفرض )1( في النظرية يستلزم نفس 

النتيجة بخصوص قيمة المؤئر ي“ عند نفس الشعاع؛ لدينا إذن 

0 = 2 والطرف الثاني من (2) لا يتعلق ب **. وبالتاليء تأخذ 
1و2 ن - 


المعادلة (2). من اجل ,«د(, ط)7 الشكل : 





( )ې = رل 
علا ان التابع ( ,۷( يقبل مشتقا مستمرا والامر كذلك ,۴ ويم. 


(انتهى برهان أ). 

نعتالج الآن الصورة العكسيةالتامة لتقطلة: 
إواررط) = 2 = (#«)رد(تار. كنا رأينا ان مثل هذا التابع 
زولاورط) معين تماما بالمركبة الاولى 27 م عند تعاطى Xx‏ وه 
نعين تماما وبطريقة وحيدة في الجوار المذ كور W(a,)xV(b,)‏ المركبة 
(,ل¥ءر8(x‏ = Xx,‏ التي تمفل.» من اجل إلا مشت تابعا 
ل ,×د(,٥)#‏ له مشتق مستمر. انتهى برهان النظرية. 
1 أ. برهان نظرية المرتبة (46.1 - ب). 
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كنا تعاطينا في نص النظرية المعتبرة تابعا قابلا للإشتقاق: 
وقح f(XJ(GCR‏ = ¥ يكتب بدلالة الاحداثيات: 
(i = 1,...,m)‏ ل وو f‏ = رل 
فرضنا ان مرتبة المصفوفة اليعقوبية: 











01 6211 
Fz ` `° ° ب‎ 
fm dm 
E 


جوار 0 لنقطة مد۸ وان هناك اصغري اساس هذه 
في السطور والاعمدة الاولى (البالغ عدد كل منها ”) من 


0o 
ب‎ 
2 
Cz 
u 
5 


Co. 
(e: 
5 


نشت نظرية المرتبة كنتيجة من 56.1. نضع في 56.1 X = R,‏ 
و۸ = ۲. نعرف بعد ذلك الفضاء الجزئى ,۲۲ = ,۸ بالاشعة 
الاولى» البالغ عددها ٣ء‏ من اساس للفضاء ,۴ كا نعرّف الفضاء الجزئي 
را بالاشعة المتبقية» البالغ عددها #-7#. من هذا الاساس. عندئذ تصبح 


المساواة 0 = 100# مكافئة لجملة المعادلات: 
Ox‏ 


(0) 3 سد‎ =0 (i = 1.47) 


كا ان المساواة 0 = ۸ح تكافيء الجملة: 
00 م 


( 77ر1 جم = (i‏ 0 رم — yJ‏ )2( 
0 1= 5 


عا ان سطور المصفوفة (*)ي, ابتداء من السطر (1+«) » عبارات خطية 
للسطور السابقة. فإن المعادلات (2) تأتي من المعادلات (1.). نعرف الآن 
الفضاء الجزئي ,لاد = ,۸ بالاشعة الاولى» البالغ عددها /. من 
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اساس للفضاء R,‏ والفضاء الجزئى 86 بالاشعة المتبقية , البالغ عددها 

-#ى من هذا الاساس. عندئذ يكون المؤثر (ه) فت اعرف 
x‏ 

بالمصفوفة : 1 











و61 الوك 
Ot,‏ 0 ود 
ofr fr‏ 
م02 Or,‏ 





قابلا للقلب لأن معين هذه المصفوفة غير منعدم؛ وبالتالي فإن الفرض 
(2) في النظرية 56.1 متوفر ايضا. يبقى ان نصيغ خلاصة النظرية في 
و(يه) 8217 = R,_,‏ حيث يمكن › من اجل U(a)3x‏ 
(V(b (30,۰. yy‏ مثيل جموعة قم التابع («كر = ر بالعادلات 
ذات الشكل : 
لاو 7 = يرلا و ۰ و الرظوء ور ]ے9 = رل 

م من اجل كل «2)(3, يمكن تمثيل الصورة العكسية التامة («)" ر 

بالمعادلات ذات الشكل : 


ا ا X=‏ ا ا ل V (Ky‏ = ا 


حيث (,*,...ى ]7764203 وحيث 9 ورب توابع قابلة للإشتقاق 
باستمرار في الجوارين الموافقين ها. 

نلاحظ حينئذ ان هذه الخلاصة هي النتائج المطلوبة في النظرية 46.1 , 
وبذلك يم البرهان. 

يمكن صياغة نظرية المرتبة بدلالة الابعاد (المقصود من البعد هنا هو 
العدد الاصغري للوسيطات اللازمة لتمثيل مموعة معطاة بواسطة توابع 
قابلة للإشتقاق) كا يلي: إن بعد صورة جوار نقطة بواسطة التطبيق 
(#«ار = اء يساوي »١‏ اما بعد الصورة العكسية التامة («)' ۶ لكل نقطة 
ر من صورة (0)4 فتساوي -#. 
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ب. نستطيع تمديد صلاحية مفهوم عدم الاستقلال الخطي للاشعة 
(سطور اعداد اشكال خطية...الخ) المعروف في الجبر الخطي» الى التوابع 
وذلك بالطريقة التالية: 

لیکن (,# + f )2( )G‏ = ب تابعا معرفاً وقابلا للإشتقاق باستمرار 
في ساحة »درم بحيث تقبل كل المركبات: 

او و4 جه 4 ا ليرت .< ووته) Yi (z) = fi‏ )1) 

مشتقات جزئية مستمرة بالنسبة ل × و »× نفرض بعد ذلك ان المرتبة 
للمصفوفة اليعقوبية: 





Ah افك‎ 
024 وق‎ Orn 
f (z) Sle nea 
im fm 








Oz ' ** zn 
ذلك ,م س م نقول عن التوابع‎ E ثابتة في الساحة .© . اذا كان»‎ 
انما مستقلة في 6 ؛ واذا كان» > نقول عنها انها غير‎ 1١ )#(, أ‎ )2( 
مستقلة في 6 . تسمح نظرية المرتبة 464ب بوصف الخاصيات المندسية‎ 
للتوابع المستقلة وغير المستقلة وهكذا فإن التوابع (2) م ,. :(2) ١ا التي تنجز‎ 
/' )2( تفاتشاكلاً من الساحة .6 على (6) 7 توابع مستقلة لان مصفوفتها‎ 
غير منحلة.« - :> + اما القضية العكسية للنتيجة السابقة هي قائمة في‎ 
شكل ضعيف: اذا كان ,۴=" فإن التوابع(2) ./.,. . (2) ,/ تنجز تفاتشا‎ 
كلاً من جوار (ه) ت لكل نقطة ۾ 3 © على الجوار الموافق له للنقطة‎ 
إذا كان زيادة على ذلك التطبيق (2) / = ن تقابليا‎ . 7) < / )( 
فإن التوابع (2) م ,(2),/تنجز تفاتشاكلا من 6 على‎ €١ )6(. (من ي على‎ 
عندما یکون۸ > م = فإن التوابع (المستقلة)‎ . ). 

اسم ,. fı (z),‏ 
تطبق جوارا لكل نقطة » 6 على الجوار الموافق له للنقطة ,(0) / » لكن 
هذا التطبيق ليس تقابلياً ذلك ان الصور العكسية للنقاط (#) / ذات بعد 
 ”(‏ م) في .ي . اخيراء اذا كان > م, فإن التوابع ( غير المستقلة) 
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(») م ..,(2) أ تطبق جوارا (6) 5 لكل نقطة ۾ دي على سطح في م 
ذي بعد ۲ معادلته ,رل ,... ن#) © = ي+عء# . بحيث ان التوابع 
() ا .. . ٠‏ ,(2) ا ترتبط فيها بينها في (») 7 (بعد اتخاذ ترقم مناسب 
للاحداثيات) بعلاقات من الشكل : 
ج. من اجل كل تفاتشا کل( =) 72ے ۷ + ,8 ح © :× تصبح التوابع 
المستقلة () 17 ٠...‏ ,(2):/ هي التوابع لمستقلة 
f )»-12(‏ = (2) برو ,... ,(5-12) f‏ = () :© ذلك ان المصفوفة اليعقوبية 
للتطبيق })2( ٩ )2( > )© (2), ..., Pm‏ هوالجراء للمصفوفة 
اليعقوبية (” × «) غير المنحلة للتفاتشاكل 1-م في المصفوفة (” × «) 
للتطبيق :(() س/ ,... ,(2) ) = (62ر ؟ ثم إننا نعم بأن مرتبة 
مصفوفة لا تتغير بضربها في اية مصفوفة غير منحلة (ل.6.4) 
6.1 . مسألة تكافؤٌ. 

إن لمسألة البنية المحلية لتابع قابل للإشتقاق طابعا هاما آخر؟ ندرس في 
البداية كا هو الحال في 46.1 أ حالة تابع خطي 
f )2: 8+ RF >۲ = 8,‏ = 1 معطى بالعلاقات: 


(1) a E و ,1ك‎ I. 
j=1 
نفرض ان من حقنا الانتقال› ف الفضاءين لوآ 1 الى الاحدائيات‎ 
الجديدة بواسطة اي تحويل خطي غير منحل ؟ نتساءل عندئذ عن ابسط‎ 
شكل ممكن نستطيع وضع عليه المعادلات (1)؟‎ 
للإجابة عن هذا السؤال» نفرض مرة اخرى ان مرتبة الجملة (1) هي‎ 
وان هناك 1صغري اساس للمصفوفة ااه || عد 4 يقع في الاسطر‎ 
والاعمدة الاولى» البالغ عدد كل منها ۲. حينكذ تكون الكميات‎ 
46.1 سل ,... ل كما سبق ان رأيناء مرتبطة فا بينها بالمعادلات‎ 
:)4 
(2) Ys = Cal +... 4 Carr (ئs=r+1,...,‎ mM). ( ) 
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ندخل في الفضاء * الاحداثيات الجديدة بع ,. . . ,5 وفق الدساتير: 
وس + ۰ | توم هك aut | e.‏ ع و 


هاه HGS GG CGH GO dO DG‏ و و ٠‏ اث 


)3( | مج‎ = arti +... لل‎ @arrar F<... arma: 
| وبر‎ = Trt, 
( م‎ = In. 


يمكن بالفعل استخدام الكميات .8 ...50.0 كاحداثيات جديدة 
لان معين الجملة (3) يساوي» بطبيعة الحال» اصغري اساس المصفوفة 4 » 
وعليه فهو غير منعدم. ندخل في الفضاء ١‏ الاحداثيات الجديدة 
اله توفق! لا 


1 = ودلا‎ 
Ir = Yr, 
( 4) rag = — Crag — <... — Crt, rr Yr 
أ‎ Tm = Cm... — CmrYr ا‎ Ym. 


إن معين هذه الجملة يساوي 21 ويمكن بالفعل استخدام "lm‏ ب Mis...‏ 
كاحداثيات جديدة في الفضاء ۲ نلاحظ بفضل (2). ان العلاقات (1) 
تكتب على النحو : hı = bt,‏ | 


(5) 


من الواضح ان هذا الشكل هو ابسط الاشكال التي يمكن ان نضع عليها 
التحويل الخطي (1) وذلك بالانتقال الى الاحداثيات الجديدة في الفضاءين 
اول[ 
ب . لندرس المسألة الماثلة المتعلقة بتابع قابل للإشتقاق (») f‏ = ي يعمل من 
2-6 -,8 في ر = ,# يكتب هذا التابع بدلالة الاحدائيات كا يلٍ: 
f(t cn an) (=1, ..., mM).‏ = ولا (6) 
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نتساءل عندئذ عن ابسط شكل ممكن نستطيع وضع عليه التابع (م) / = ر 
عندما يكون من حقنا الانتقال؟ بجوار نقطة معطاة مدي وبحوار النقطة 
,(م)/ = ف الى الاحدائيات الجديدة بواسطة اي تحويل قابل للاشتقاق 
وقابل للقلب. 

للإجابة عن هدا توان تفرش أن قر« نظرية ار 46:1 ب 
متوفر. ندخل في الفضاء × الاحداثيات الجديدة وفق الدساتير: 


f (Zs, 0٠ ., Tn),‏ رع 


(7) Er = fr (Tı, و‎ Tn), 
وبر‎ = Trt, 
Ën e In. 


يمكن بالفعل استخدام الكميات م5 ,... ,5 كاحداثيات 
في جوار النقطة .© لان اليعقوبي ‏ اااي يساوي اصغرى 
اساس للمصفوفة 4 عند النقطة © » وعليه فهو غير منعدم فرضا ثم استنادا 
الى نظرية المرتبة 46.1 ب» فان الكميات رن ,. ...ن ترتبط فها بينها. 
في جوار (() ۷١‏ للنقطة (م) م = ط » بالمعادلات: 


)8( Ys = Pep <. Yr), S=rltt...,m 
N = Ys, ندخل الكميات التالية:‎ 
)9( r = Yr, 


Trig = — Pra (Va, ۰.» Yr) ل‎ Yrs, 


و ي ي و يو ي يو ي ف ى يو ي و Oo o‏ 


Tm = — Pm (Yi, ۰<, Yr) + Ym. 
لدينا هنا  طب » وبالتالي يمكن اختيار الكميات‎ 
. 4i, 0 Ym 
كاحداثيات جديدة في جوار (0) ,7 . نلاحظ الآن.‎ 151.٠٠: 
بالنظر الى (7). ان العلاقات (6) تكتب على الشكل:‎ 
ع‎ 


Ty = o1, 





07 7 0 000 10 ل ل فل ك 


,0 = رورملا (10) 


يه و ي ى ي د ي د و o‏ 


من الواضح ان هذا الشكل هو ابسط الاشكال التي يكن ان نضع عليها 
التابع 2) y = f‏ وذلك باجراء التحويلات القابلة للإشتقاق والقابلة 
للقلب . بحوار النقطتين © و8. 
ج. نصيغ فيا يلي نظرية تعمم الانشاءات الواردة في وب لتشمل حالة 
ساحات في فضاء باناخي ( نسبة الى طاعقصة8. من المؤكد اننا لن نستطيع 
استخدام الاحداثيات في هذه الحالة؟ ولذا سيعتمد التعميم المذكور الى 
ليكن × ,۲ ,3 ,#8 فضاءات باناخيةو اح ۷ جع 0 :(ه) ٠‏ = لو 
لع لقح E= yp (N :M cE‏ تابعين قابلين للإشتقاق. ليكن 
يعد ذلك yg (a) =a o: Uo CÛ ¬+ M, CM,‏ 
CN,‏ ولطجالات 5:70 8= (5) عر تفاتشاكلين. نقول عر 
التطبيقين © و انها متكافئان إذا تحققت المساواة التالية من اجل كل 

(11) rq (z) = Y (oz). 

نرهم احيانا « رسمة التطبيقات » : 


الا" حي-> N‏ 
~4 
يكن معالجة العلاقة (11) كانها « خاصية التبديل » هذه الرسمة: عند 

الانطلاق من نقطة »± 3 78 في اتجاه سهمين م و : نصل الى نفس النقطة 
من الساحة 20 التي نصل اليها باتباع اتجاه سهمي ۾ و .1 في حالة البعد 
المنتهي , نلاحظ ان تكافؤ تطبيقين « و ميعني امكانية الانتقال من « الى 
؟ بواسطة تحويل, قابل للإشتقاق وقابل للقلب. للإحداثيات وذلك في 
ا SU‏ د 17. 1 
د. لنثبت نظرية التكافؤ التالية: 
نظرية. نحتفظا بفرض النظرية 56.1. يوجد جواران ول د ») تاو 


124 


۷۰ د (۵) ۷ بحيث يكون التطبيق (2) / = « مكافئا ( في هذين الجوارين) 
للتطبيق #7 ع CH‏ ولق حدولا ال د Mo CE‏ :مه 
اعرف بالدستور .)0 P (V1, Za) = (yı,‏ 
البرهان. نعتبر التطبيقين: 
(Z1, 2 2 (Fı (Z1, Fe), 2 U CK ¬+ 3,‏ لف 
(yj) + ya: V CY +H.‏ وح (Vy, Ya) = (yy,‏ 51 
تكتب المصفوفة المؤثرية حب على الشكل: 


oF, oF, 
Oz و0‎ 


0 E, 
وما ان بيك قابل للقلب فرضا فإن لوه يقبل القلب‎ 
ع).‎ -41.1( 
إذن» واستنادا الى نظرية التابع العكسي 65.1 فإن التطبيق ه‎ 
تفاتشاكل من جوار )0 دل على جوار ,د 3. بطريقة مائلة نرى‎ 
ان المصفوفة المؤثرية للتطبيق ج تكتب على الشكل:‎ 























E»‏ كا 
ومنه يأقي حسب 41.1- ع» ان المؤثر ج هو ايضا قابل للقلب إذن 
فان التطبيق #7 هو ايضا تفاتشاكل من جوار (() ٠7د‏ ۷ على جوار 


ودع 
نضع ريد ,رن) م (0 ,) »> ونشبت» من اجل كل 2 3 () ولآ؛ ان 
(مه) م = (ه) /. 
ذلك انه ينتج من (ين ,لوت بره) ,#) = (2) هك ان: 
(z)) = (Fı (Fı, za), 0)‏ »( م 


لكن المسواأة ).= f (z) = (F (zı, za), Fs, (zı,‏ تستلزم 
(yn)‏ 9 = ول ¢ إذن: .))7( ه) طدع )0 xf (z) = (F, (zy, za),‏ 
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وعليه فإن التطبيقين ؛ و #متكافئان؟ ينتهى بذلك البرهان. 

86.1 . الثنايا. كنا اثبتنا نظرية المرتبة بافتراض ان مرتبة المؤثر 
(س1 <-.) (2) 7 ثابتة في جوار للنقطة المعتبرة. إن كانت مرتبة (6)0/ 
تساوي ” عند النقطة © . فإنه يوجد» عموما بفضل الاستمرار ؟ جوار لا 
تكون فيه هذه المرتبة اصغر من + » رغم ذلك إذا کان(" ,5) «نم > م 
فإنه توجد نقاط * قريبة بالقدر الذي نريد من النقطة © بحيث تكون 
مرتبة 7) '/ عندها تتجاوز 7 دعنا نقدم اضافات اخرى. 
نعالج في البداية حالة التطبيق R١‏ + ۴ : (2) 7 = ل المعطى بالدستورين 





وه = ول J 7 Fy,‏ )1( 
شتقته : 
والذي rT‏ 
dz 1 0‏ 021 5 
ا = )7( '/ 
و22 0 ya AM‏ 
و0 وعدن 




















إن مرتبة هذه المصفوفة تساوي 2 من اجل 0 ع ,2 و1 من اجل 
0 = وه (اي على المحور,*) يحول التطبيق (1) كل المستوى (و2 ,ره) = ± 
الى نصف المستوى الاعلى ٠>«,‏ بشكل يجعل كل نقطة (ولا ا) = لا 
من نصف المستوى الاعلى ( حيث .2 > )1 صورتين عكسيتين ( فقط) ها : 
برل = ين وول ۷ د عدو ةاحداه) في نصف المستوى الاعلى من المستوى, 
وثانيته) في النصف الاسفل من نفس المستوى لنعالج الشاقولى = ٠٠‏ ثابتا 
+ > ونه > ٠ه‏ بمزيد من التفصيل عندما تنزل النقطة (ر× ,,2) وفق 
هذا المستقم من مم ب الىمم-فإن صورتها تنزل بادىء الامر وفق الشاقول 
2 = ول من م + عدولا الى النقطة ,0 = ولا ثم تصعد وفق نفس المستقيم نحو 
.+ = وه من الطبيعي ان نسمي هذا التطبيق ثنية. 

ننتقل الى الحالة العامة المتعلقة بتطبيق. ,8+1 > 6 ,(2) f‏ = لإنفرض 
ان اليعقوبي () ر للتطبيق () / ينعدم عند نقطة.6 © ©. إن سلوك 
التطبيق (2:)/ بجوار هذه النقطة جد معقد عموما؟ سنبين ضمن بعض 
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الافتراضات الاضافية. ان التطبيق (2)//ر من ثمط الثنية. على وجه 
التحديد. سنرى انه إذا كان ,0 عو (4) 7 44٣ج‏ أو كان 0) 7 نوم لا 
ينتمي الى « الفضاء الجزئي للتدرج» من الفضاء ,8 = × (يأتيك التعريف 
بعد حين) وانزاحت النقطة * د مز على طول متحنى يخرق السطج 
(0 = (2) ل ,ا ع م) = 5 في جوار للنقطة ,»© فإن النقطة (ء) f‏ = ل 
الموافقة لا تنزاح وفق منحنى وتصل الى السطح اي 2 (5) / ثم ترجع 
على نفس المنحنى. ليكن ,8 ۲ + ,۴= 2 : (2) /- / تطبيقا يقبل ضمن 
اساس يم ,. . . ,ر۴ حيث ,6480م ر = + التمثيل التحليلى التالي : 
1 7 


fi (Fy, <. Tn),‏ جح ورلا 


نفرض ان .0 = (ہa)‏ ل ینتج عن ذلك ان الاشعة: 


grad f, (a) = ع‎ 4 e 


grad f, (= {O , ..., لتلعلة‎ 


ج02 021 


غير مستقلة خطياء وبالتالي فهي تولد فضاء جزئيا ذاتيا 2 من الفضاء .×. 
يسمى الفضاء الجزئي للتدرج (او التدريجي) نفرض عد ذلك ان 
.0 (ه) ل 94ومم. نحن نعام (ي 41.7- ) ان مشتق معين من الرتبة ” 
يساوي مجموع «» معينا (المعين ذو الرقم : من هذه المعينات لا يختلف عن 
المعين الابتدائي الأ بعموده ذي الرقم : المشكل من مشتقات العمود ذي 
الرقم ؛ في المعين المعطى). إذن إذا كانت كل الاصغريات من الرتبة 
1- في المصفوفة |(8)/|| منعدمة فإن لدينا ,م لك مها كان 
الاتجاه ,1 » ذلك لان كل معين من المجموع المذكور ينشر وفق العمود 
الذي يحوي المشتقات اما معاملات هذا النشر. فتساوي اصغريات معلومة 
من المعين الابتدائي. لكن الحالة التي نحن بصدد دراستها تفرض أن 
0J )6(‏ 


0 عد (م) ل وبالتالي يوجد اتجاه | يحقق 0 عه خخ يوجد إذن 
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اصغري (2) 8 من الرتبة 1 - « للمصفوفة |(2) ١17‏ يساوي عند 
z= a,‏ عدداً.0 عد 8 نفرض قصد تثبيت ت الافكار» ان هذا الاصغري 
يقع من الاسطر والاعمدة الاولى البالغ عددها 1-* > من المصفوفة 
.) '/ نعتبر بجوار النقطة,(م» ,. . . ,ره) = م التوابع : 


ويو ويو و و و ي يو و نا .ام 


En > fn-4 (Ts, و‎ Tn), 
Ep = In. 
ضح — لعش شو اگ له‎ 


يمكن استخدام اك 000000 e‏ 0 في جوار للنقطة 
© (65.1- ج) يكتب التطبيق / ضمن هذه الاحداثيات» على الشكل 


وو حول 
51 
Šn),‏ ,۰.۰ وو) © = Yn‏ 
احيث .ليق (j, <. < Ên) = fn (zı (Ë), < <, Zn, (Ê),‏ © . لدينا 
ايضا طبقا ‏ ( 1 .= و 





dq (zr 0 
|00. هيه‎ 





J (z) = det | |= أن‎ | | det | Ê 
م بالرمز = ب وباستخدام 43.1- د نجد:‎ 
grad ل‎ (a) = grad 8 (a). (a) + 8 (م)‎ ٠.عمو0‎ p (a) = B (a) grad p (a) = 
= B (a) (E grad رع‎ (a) 4-... + E grad Ën (0)) = 
= B (a) (Ê grad yı (a) + . . . + Ê Ered بل‎ (0) + en). 





لو کان لدينا ,0 = ## لكان بالأمكان التعبير عن (4) 7 ۸ا 
خطيا بواسطة:-م/ 8580 ,. . .رل ۵4ع وهذا غير صحيسح فرضا إذن 
0 2 ينتج عن ذلك حسب نظرية التابع الضمني, ان المعادلة 
)z( = 0‏ لاو المعادلة0 = (,5,....,5) ط قابلة للحل بالنسبة ل ءة بحيث يمكن 
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ضمن الاحدائيات ,5 ,... ,ىرع وضع السطح (0 J)2(=‏ :2( = على الشكل 
( عم .... 5 )ه = ,غ حيث « تابع له مشتقات مستمرة بالنسبة لكل 
المتغيرات المستقلة بجوار النقطة .مه ,. . . ,ه) = 2 لدينا خارج السطح 
5 ;0 (2)/ لنفرض مثلا ان 0ج (#)/: فوق» السطح 5 (أي من 
اجل (ءة ,... ررة) ه < ,م ) عندئذ يكون 0 > (2) 7 و تحت » السطح 
,5 اي من اجل.(رءة ,... بيغ) ه >> ,ع#وذلك لأن0 عد (م) 7 24م 
لتكن (,ه ,... ,)= » نقطة من السطحى . داخل الجوارين (الواردين 
اعلاه)للنقطةءان القطعة المستقيمة مث .1-م©- يم ,ره = ي) س 1 
(1+ مه (حيث ع >> | + |)تخرق السطح Sعند‏ النقطة0 = امن جهة اضرق فإن 
صورة القطعة المستقيمة 1 في الفضاء ١‏ تقع على المستقم: 
Ca +} 1)}.‏ ميسو ,< - (C1‏ و = L = {Y1 = Cy, <... Yn = Cay Yn‏ 
زيادة على ذلك لدينا 2) د چ = 2 = عل بحيث ان 0< عك من اجل 
0 > عل et‏ 0> امن اجل 0 > : . نلاحظ إذن عند تغير م من 4 الى 2-4 
اي عندما ترسم النقطة( + م6 ,مت ٠٠ ٠١‏ ,©) = () 5القطعة المستقيمة 1 
« من الاعلى الى الاسفل» ان النقطة (5)0)/ الموافقة لها تنزل وفق 
المستقيم ,ر حتى السطح (5) / لما ٠40‏ ) ثم تصعد وفق نفس المستقيم عندما 
يواصل + تناقصه. يعنى ذلك ان التطبيق,(») / = .في جوار للنقطة © من 
نمط الثنية. تحظى واد التطبيقات القابلة للإشتقاق (اي النقاط التي ينعدم 
عندما اليعقوني في الوقت الراهن باهتام كبير. انظر مثلا ف. 1. آرنولد : 
الشواذ المرنه للتطبيقات. ي. م. ن. المجلد 23» كراسة 1 (139) و 
و شواذ التطبيقات القابلة للمفاضلة » « مير »» موسكو, 1968 » ( بالروسية). 


7.1. القم المستقرة للتوابع العددية 
1 . القيم القصرى 


ليكن تابعا عدديا معرفا في ساحة © من فضاء نظيمي 8 نقول 
عن نقطة » داخل © انها نقطة قيمة صغرى محلية (او 
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نسبية) للتابع (2) / إذا تحققت المتراجحة(ه) / < (2) / ايا كان في جوار 
نقطة » بطريقة ماثلة نقول عن نقطة 5 داخل © انها نقطة قيمة 
عظمى محلية (او نسبية) للتابع () ۶ إذا تحققتالمتراجحة ايا كان في 
جوار للنقطة طا تسمى نقاط القبم الصغرى المحلية والقم العظمى المحلية 
نقاط القم القصوى المحلية. 

اذا كانت لدينا نقطة قيمة قصوى محلية» فهي في نفس الوقت نقطة 
قيمة قصوى محلية على طول كل مستقي يمر بهذه النقطة. وبالتالي اذا كان 
التابع (2) / قابلا للإشتقاق فإن مشتقة وفق اي اتحاه ينعدم عند نقطة 
القيمة القصوى المحلية (72.1. ) نستخلص . عندما نتذكر العبارة 72.1 
(1) للمشتق وفق اتحجاه. ان المساواة 0 = #(0) ۶ محققة من اجل كل 
نقطة © تمثل نقطة قيمة قصوى محلية للتابع () م ومن اجل كل شعاع 
× € #؟ بعبارة اخرى فإن المؤثر (م) ۶ يصبح مؤثرا منعدما عند كل 
نقطة قيمة قصوى محلية. ‏ .0 - (00)/ ١‏ () 

تسمى النقاط 4 التي تتحقق عندها العلامة (1) نقاط مستقرة للتابع 

ينعدم عند كل منها الجزء الخطي الرئيسي لتزايد التابع وبالتالي فإن 

تزايد النابع لا متناهى الصفر من رتبة عالية بالنسبة الى #. 

إن ذلك لا عنى لحد الآن. عموماء ان هناك قمة قصوى عند النقطة 
» لكن من المؤكد انالنقاط القصوى (أي نقاط القم القصوى) المطلوبة 
توجد من بين النقاط المستقرة. بعد ايحاد النقاط المستقرة يجب معالجة كل 
منها حتى نرى هل هي نقطة قصوى ام لا. 
ب . نعالج الحالة ,م۸ = × ١.(من‏ ,. . . برة) f‏ = (2) / . إن المعادله (1) 
تكافى في هذه الحالة جملة ” معادلة ذات « مجهولا :بت ,. ٠.‏ ,يه 


a1 dn) 5-5‏ 61 01 
رواب امسا لق 


ويرد البحث عن النقاط المستقرة الى حل هذه الجملة. 
> . مثال تحقق النقاط المستقرة للتابع ررم > (Rg,‏ نه — f (zy, z4) = rt —z}‏ 
جلة المعادلتين: ش 
0 
3f =0, = 3f =0.‏ وما = سل 
تقل هد اا لن 


(1) ت‎ 
aft =a} =0, 


.1 = و = a2‏ 
إن النقطة الاولى 0= اه = زم ليست نقطة قيمة قصوى ؛ بالاضافة 
الى ذلك فإنه لاتوجد نقطة قيمة قصوى على المستقم ,0 = لأن التابع 
(و2 :1( f‏ يكتب على هذا المستقيم على النحصو اس كح (0 ,يه) 1 


بخصوص النقطة الثانية1 = هوم = «إم لدينا1 > (وz‏ ,,) / بتعويض 
بو حك 1 Par‏ وه Par 1 + ty,‏ رع 


نحصل على 
tg — It} 32 fF —‏ = 1 — (وه f (zı,‏ 
الآ ان 4<0 — ل وسو )دو a f‏ من اجل كل 
(يا .) حع ج و والحدود من الرتبة الثالثة لا يکن ان تغيّر شبيء من 
اجل ٠|‏ صغيرة بكفاية وبالتالي» فإن النقطة 10 ) نقطة قيمة 
قصوى» وهي نقطة قيمة عظمى محلية. 
نشير الى ان الطريقة «الاولية» (في تحليل النقاط المستقرة) التي 
استخدمناها آنفا بعيدة كل البعد عن حل المسائل من هذا النوع. 
سنرى في الفصل الموالي (51.2) قواعد اخرى اكثر شمولا لدراسة' 
النقاط المستقرة لتابع متعدد المتغيرات (عددها منته). 
1 . القم القصوى المقيدة. 
أ. تعاريف . هناك نوع آخر من المسائل التي تطرح بشأن التوابع العددية 
متغير متعدد الابعاد» تسمى مسائل القيم القصوى المقيدة نطرح الآن هذا 
النوع من المسائل. لیکن کا جاء آنفاء ,8 + ×ے ©) (2) f‏ = ب تابعا 
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عدديا قابلا للاشتقاق. نعتبر من جهة اخرى فضاء نظيميا جديدا 2 وتابعا 
شعاعيا قابلا للإشتقاق 2 + »©  )2:‏ نثبّت احدى القم 2 ع0 التي يأخذها 
هذا التابع في الساحة © ان الشرط: 
6 ع Q(z)‏ 4( 
يعين في م « سطحا» ۲ . تسمى نقطة © € » نقطة قيمة صغرى علية 
مقيدة للتابع (م) / من أجل الشرط (1) إذا كان © = (4)م© وكانت 
المتراجحة(0) / < (ه) ۶ قائمة من اجل كل نقطة2 تحقق الشرط (1) وتنتمي 
الى جوار للنقطة © . بعبارة اخرى» تكون نقطة » من «السطح» (1) 
نقطة قيمة صغرى محلية مقيدة للتابع (2) #إذا تحقف المتراجحة(0) f‏ < (2) 1 
من اجل نقاط هذا « السطح» القريبة بكفاية من النقطة .6 نشير الى انه من 
غير المطلوب ان تكونالمتراجحة(©) / < (2) 7 محققة من اجل النقاط 2 التي 
لا تنتمي الى « السطح» (1) سواء كانت هذه قريبة من النقطة .© ام لا . 
نعرف نقطة قيمة عظمى مقيدة بطريقة ماثلة وذلك بتعويض فيا سبق 


par <.‏ > 
تسمى نقاط القم العظمى المقيدة والصغرى المقيدة نقاط القم القصوى 
المقدة. 


سنجد فيا يلي شرطا لازما لوجود قيمة قصوى مقيدة. نفرض ان 
النقطة المعتبرة © نقطة عادية من السطح ع = () ب (26.1) اي انه يوجد 
فضاء جزئي × ے ,× بحيث يكون المؤثر (2 :)ب قابلا للقلب عندئذ 
يكون المؤثر ج کا رأينا اعلاه (16.1)» منعدما على فضاء جزئي 
ات ولاويشكل جموع,ج ر ,+ جموعا مباشرا يمثل الفضاء × . 


لدينا عندئذ 0 = و۸ ©) f‏ مها کان.,× € يم . 


البرهان: نفرض ان 0 عو ,۸ (©) / من اجل عنصر ,× ع و8 . لنثبت في 
هذه الحالة انه يمكن من اجل كل ,۸ ع »ه صغير بكفاية > ايحاد عنصر 
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و € ۸ بحيث تكون النقطة ۸ + وه + » منتمية الى «السطح« (1) 
اي ان: 
hı) = 0,‏ + ونه + q (a‏ )2( 
حيث ۸۲ لامتناهي الصغر بالنسبة ل ب نعتبر التابع التالي .© hı»‏ 
:2 جدرة O (a, h) = q (a + ah, +h) —C (Ry X‏ 
ينعدم هذا التابع من اجل 0 ب ي و 0= يم ثم إن المؤثر: 


00) 


0 
يقبل القلب فرضا. نطبق نظرية التابع الضمني 35.1 فيكون بامكاننا 
حل المعادلة (2) بالنسبة ل ,۸ » ومنه تأتي العبارة: 
(R> XD)‏ )( دحيم 
حيث () ا تابع قابل للإشتقاق (55.1) لديناء زيادة على ذلك 


20 )0, 0 ب‎ 
Tah =p ا‎ hı 





ûy (4) ~1 2© (0, 0 a) 1-‏ بح 4 
,0ع (a) ha‏ و |12 ]= 0 3 ج 
لأن 0 = يم (م) “© et‏ ول © يوم وبالتالي يمثل  )»(‏ = ,۸ لامتناهي الصفر 
بالنسة ل © , 


نعتبر بعد ذلك 80 ل ونه + ه) / حيث يمثل ر۸ الكمية (») م التي سبق 
ايحادها لدينا. 

j (a + ang F hı) — f (a) = f (a) (aha + h) + o (akg F hj) = 
= af' (a) ha + f’ (a) kh, + o (ah, + h). 

يمثل الحد الاول في الطرف الاخير تابعا عدديا خطيا ل». حيث 
2 هو المعامل الزاوي (0 ع و۸ (ه) 7). اما الحدان الثاني والثالث 
من نفس الطرف فههما لا متناهيا الصفر بالنسبة ل »مع م نلاحظ عندئذ 
ان القابع (2)/ الل نا ور ةة فتن اجر 
۸h, = k۸ )»( = 0» = 0‏ ت تنتمي النقطة,۸ + وه + ه = ج الى « السطح» 
(1) وهي قريبة بشكل كيفي من النقطة ۾ » مع العم ان الفرق 
() ۶ - (#) ذو اشارة متغيرة بتغير م . 
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إذن 0: و« (ه) ۶ من اجل كل ,× و۸ » وهو المطلوب في التوطئة 
بصفة عامة» نقول عن ثقطة عادية ۾ من السطح (1) انها نقطة مستقرة 
' مقيدة للتابع (2)/ من اجل القيد =٤‏ (ء) عندما يكون 0 = وم (ه) '/ 
من اجل كل ,× € وم حيث ء× هو الفضاء الجزئي المنعدم للمؤثر 
(©) '©. إن كل نقطة قيمة قصوى مقيدة للتابع )م بمثل نقطة مستقرة 
مقيدة هذا التابع ؛ لكن ليس من الضروري ان تكون كل نقطة مستقرة 
مقيدة نقطة قيمة قصوى مقيدة ( كا هو ال حال فا يخص القم القصوى غير 
المقيدة) 
ج - نستطيع الآن صياغة شرط لازم لنقطة مستقرة مقيدة وبالتالي» لنقطة 
قيمة قصوى محلية مقيدة ايضا). 
نظرية: اذا كانت © نقطة مستقرة مقيدة لتابم ,۸ + × © :(+) امن 
اجل القيد (1)» فانه توجد تابعية خطية مستمرة (2) ۸ معرفة على الفضاء 
2 بحيث يكون لدينا: 

)3( /' (a) h ع‎ ۸ lq’ (a) hl. 


وذلك من اجل كل 2 6م 
البرهان :نعرف التابعية (ء) ۸ باستخدام الدستور (3) وقابلية المؤثر 
(6)م0 5 


لي | م =f‏ (4) 


021 
ينتج استمرار التابعية (2) ۸ من استمرار المؤثرين ] و() / . 
إستنادا الى التوطئة ونظرا لكون رط +,ط = « حيث ,ا © ,8 و و8 6 و0 » 
لدينا 0 = ,5 (0) “و و 0= ۸ () ۶ يكفي ان نشت العلاقة (3) 
بخصوص الاشعة ,× € ,۸ ؛ نلاحظ ان هذه العلاقة تنتج من (4) مباشرة 
من اجل مط = # . 
د . توفر النظرية ج» في نفس الوقت» وسيلة للبحث عن النقاط المستقرة 
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المقيدة لتوضيح ذلك نعتبر تابعية خطية (,۸ + 2) (2) .2 غير معينة لحد 
الساعة ونشكل التابع : 
A [ç (2)1.‏ — (ه) F(z) = f‏ 
لديناء عند النقطة المستقرة المقيدة © التى نبعث عنهاء المعادلة (3): 
(a)] = 0,‏ “و1 — f (e)‏ 
يعبّر ذلك عن كون © نقطة مستقرة (في كل الساحة © ) للتابعية 
() # بذلك ترد مسألة المحث عن قيمة قصوى مقيدة الى البحث عن 
النقاط المستقرة العادية لتابع آخر مع التابعية المجهولة (2) ۸ . 
إن كل نقاط القم القصوى المقيدة موجودة من بين النقاط المستقرة 
المقيدة؛ ويتطلب الفصل بين تلك النقاط. كبا هو الحال فها يخص الق 
القصوى غير المقيدة دراسة خاصة لكل نقطة مستقرة مقيدة. 
1 . حالة قيد عددي فى فضاء ذي بعد م . 


1 لیکن = × و f )2 : 8, > FR,‏ = ا و8 > مه : (ه) ب = ع نلاحظ 
في هذه الحالة ان التابعية,8 جم : (2) لهي الضرب في عدد ( بجهول في. 
بادى الامر) 2 يرد حل مسألة القم القصوى المقيدة للتابع () f‏ مع 
الشرط : 
Q(z) = C © R,‏ )21 
الى البحث عن النقاط المستقرة للتابع العددي : 
F (z) = f (r) — Aq (2).‏ 
لحل هذه المسألة الاخيرة» نكتب المعادلة 
,0 = (ه) Aq’‏ — (م) F'.() = f'‏ 


Of (Z1, ..., Tn) 96ه) 88 و‎ or Tn) 
021 1 021 =0, 


(2S Mt LENS SCA e 
Of (FZ, ..., Zn) 2-0 00024... n) 0 


Zn ج02‎ 
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علينا ان نعين بفضل الجملة المؤلفة من 41 ل معادلة (1) و (2) 
المجاهيل .3 .20 ,. . . ,رد البالغ عددها 1 لم . 
ب - مثال: نبحث عن النقاط المستقرة المقيدة للتابع : 


)3( 1 ل رم‎ bref (R> R) (0< Dy <... ملع‎ 
1-1 
عل سطح الكرة:‎ 
= 57 —41=0. 
: ننشیء التابع‎ 
)5( FST EET EE BEA TEE 


الذي ينبغي علينا ايحاد نقاطه المستقرة العادية؛ للقيام بذلك نعدم 
مشتقاته الجزئية الاولى: 


02 
)6( gaj - رترطة‎ - 22g 0ع‎ (=1, ..., n). 


إذا كان العدد ۸ يخالف كل الاعداد ث8 .... ,أ فإنه ينتج من 
المعادلات (6) ان 0ع ,ه- ...= وهو ما يناقض الشرط (4). 
لنفرض إذن ان برة = ۸ من اجل عدد صحيح 1 = يم "٠٠٠١‏ جد حينئذ 
ان 0حدره من اجل (” ± )0 با ان ينتمي الى سطح الكرة (4) فإن 
لدينا حتا 4+ = .رت وهكذا فإن النقاط المستقرة المقيدة للتابع »)ء۶ على 
السطح (4) هي (0 ,... ,1 ,... ,0 = ب . يبلغ التابع 7/00 قيمته 
الصغرى المقيدة عند النقطتين ±+ ويبلغ قيمه العظمى المقيدة عند 
النقطتين «١‏ اما النقاط المستقرة المقيدة الاخرى فهي لا تمثل نقاط قم 
قصوى؛ ذلك اننا إذا انزحنا انطلاق من النقطة (5 > ”> 1) م5 على 
طول الدائرة في المستوى المعرف بلمتغيرين ,دربم فإن التابع )1 
يتناقص ؛ أما اذا انزحنا على طول الدائرة في المستوى المعرف بالمتغيرين 
بده برد فإن )۲ يتزايد. يمثل الرسم 1-1 الحالة 2 عدم 
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1 . حالة # قيدا عدديا فى فضاء ذي بعدم . 
ُ ليک Ro X = R,‏ جد C Rg‏ © :(ه) 1 Ry. Y=‏ + 6 :م) ب z=‏ 
يكتب إذن القيد0) = (ء) + على شكل # علاقة عددية: 

(1) Qi (FZ, <. Tn) = Ca, 


Qn (Tt, ..., n) = Cn. 
عددا‎ k بتعاطلي‎ A (2): Ra > Rı تعرف التابعية الخطية‎ 
: وبواسطة الدستور‎ CA, 5 
۸ )2( = A2, حك‎ ee 4 Ak2n. 


۵ 
حسا 


(ع2 ,... Ra 3 2 = (ty,‏ 
يرد حل مسألة القم القصوى المقيدة الى البحث عن النقاط المستقرة 
للتابع : 


8 1 
în).‏ و AY: (Z1,‏ ل - لوت وهه F (z) = f (z2)—۸ [q (z)] = f (Z1,‏ 
تسمى الاعداد بة مضاريب لاغرانج (1:38:888 ) . علينا أن نحل المعادلة 


F' ) = f' (x) — Ap’ (z) = 0. 
اي بدلالة الاحدائيات جملة المعادلات‎ 
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hk 
Of (Zs ..., Tn) OQ! (T4, ern) 
و0‎ 0 A 021 =0, 


Ol E De SES 


hk 
Of (Z4, ۰... Zn) 2 2 2 OQ ت‎ n) _ 0, 


ûz 
5 1-1 


إذن» ردت المسألة الى حل جملة « + # معادلة (1) و (2)., اما 
المجاهيل فيها فهي A Ak‏ ويه جو Rn‏ البالغ عددها «+» . 
ب - مشال: اود على المنحنى ور ع ,هيل في الفضاء 
( ,س ,2) 040 النقطة (ء ,و ,ء) --»ه التى تبعد عن النقطة (0,1 ,0) < ء 
باصغر مسافة ممكنة. علينا ان نجد القيمة الصغرى للتابع: 
0# س )+ فين للد کے = | ۾ سام | 
المقيدة بالشرطين: 


,0 ع 2 — ير هد )£ (z, y,‏ يو 
.0 = قن — Y, 2) m2‏ ,2) وو 


يكب إذن انشاء التابع 


جد ووو س رچ س "| ے س ء | عه (2 F (z, Y,‏ 
(ھ س م) و۸ س (#ے س )ر۸( س عم ج کر ل کے س 


واعدام مشتقاته الجزئية بالنسبة ء ,ن .م 


0 = موق + 202 + ع2 د 9 
aF‏ 
,0= 2-1 = د 
.2-1-10 = 2 
منه يأتي ,رو = يد و (4-)2=ية؛ يبقى ان نحل الجملة التالية: 
و0 ع قم س ونع 
,0 سد ھچ عام 


2r + 4zry + 4 (£ — 1) 2 = 0.‏ 
هناك حل يأتي مباشرة وهو : 0ع ء ع بن عد م اذا كان ,40 ± 


نستطيع تعويض المعادلة الثالثة ب : 
.0 -(1-غ2 + 2y‏ + 41 
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تعطى المعادلتان الاولل والثانية ج y=‏ ومنه: 


إن مربع المسافة بين النقطة ١(‏ ,0 ,ه) هه وكل من النقطتين و م 
المحصل عليههم| تيناوي ٤‏ > ج + + + إذن فإن التابع 0 يبلغ قيمته 
الصغرى المطلوبة عند هاتين النقطتين؛ اما النقطة 0 ,0 ,0) فهي نقطة 
القيمة العظمى المحلية للمسافة المعتبرة (الرسم 2-7.1). 





1 .8 . المعادلات التفاضلية ( نظريات محلية) 

كنا قدمنا (ي 53-13) النظرية الاساسية الخاصة بوجود ووحدانية حل 
تعادلة تفاضلية عادية ,(ل ,4( اع () “زا مع الشرط الابتدائي 
ا = Y (to)‏ وبعض الشروط الاخرى على التابع ,(س ,4) © . نعود هنا الى 
هذه النظرية لتوضيح ارتباط الحل بوسيطات محتملة. تستند هذه الدراسة 
على النظرية 35.1 حول التابع الضمني والنظرية 55.1 حول مشتق تابع 
ضمني . 
1 .18 . لتغطية حاجيات البرهان على النظرية الخاصة باستمرار الحل بالنسبة 
للوسيط الذي سوف نعتبرء يكفي ان يتوفر لدينا مبدأ النقطة الصامدة (او 
الثانية) (ي 22-13). ١‏ 
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أ مبدأ النقطة الصامدة: ليكن 24 فضاء متريا تاما24 + 24 : 4 تطبيقا 


BREADS ا‎ OE 
ثابت التقلص ») عدد ثابت يحقق 1 > 0 > 0 توجد عندئذ‎ ١( 0 حيث‎ 
نقطة (وحيدة) صامدة للتطبيق 4 » اي نقطة 646 مل بحيث:‎ 
A (ua) = ua. 
و 2) 8 بنفس ثابت التقلص 0 فإن‎  )( إذا كان لدينا تطبيقان‎ 
: المسافة بين النقطتين الصامدتين لهذين التطبيقين تحقق المتراجحة‎ 
نا‎ (Za, (وه‎ TE 5 5 م‎ 4 (J, B (W]. 
لدينا إذن: إذا ارتبط تطبيق (14 + 30) ,4 م بوسيط ۸ يتجول ف فضاء‎ 
متري ۸ . وإذا كان هذا الارتباط مستمرا :عند ,2 = ۸ اي إذا كان:‎ 


1 lim sup يك ] م‎ (U), [(ن) مرق‎ = 0, 
( ) A+ uEM 


مع العم ان ثابت التقلص م يبقى هو ذاته من اجل كل المؤثرات +4 » 
فان النقطة الصامدة Ua‏ للمؤثر 4 مستمرة بالنسبة ل ۸ عند م۸ - ا 
اي ان 
lim uy = Ux‏ 

(2) 5 

ب - لیکن ۸ فضاء متريا تاما و ۲ فضاء شعاعيا نظيميا تاما. نرمز ب 
۰ )على التوالي للكرة ذات نصف القطر() م على التوالي ) المتمركزة في 
النقطة المثبتة (7 6 ,)4 € ۸٠‏ على التوالي)» وب ٠۸‏ للمجال2 > | وا - 1| 


من المستقيم الحقيقي. 
نظرية: لیکن ۲ ب ,4 × ,¥ × ,7 :(2 ,س ,) © تابعا مستمرا محددا 
(t, 811 2) — O (t, YY, |< L Py, — Ys |‏ © | 


۴ 
> لیکن ۲ ج م۸ :(2) © تابعا مستمرا بحيث مل = (,2) ب . يوجد عندئذ 
عددانم > ه ,۸ > 6 وتابع ,۲ ج م۸ × م7 :(4,:3) ومستمر بالنسبة ل ۸ 
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وقابل للاشتقاق بالنسبة ل + يحقق المعادلة التفاضلية: 
HED ® (, y(t, 0, 20, {t, 276 72 Ao‏ (3) 


والشرط الابتدائى 
AEAe.‏ ,(0 ب = Y (o, A)‏ )04 


البرهان: نرمز به من اجل ,بر > ة٠‏ للفضاء المتري المؤلف من 
التوابع المستمرة +7 ج م7 :() = والمزود بالمسافة المعتادة: 
(f) —us )2( |.‏ ون | ua (0) = sup‏ ,(2) 4( م 
0 


إن الفضاء 2/6 تام (ي 32-12 س). نعتبر على 1/0 المؤثر 
t‏ 
(A) + f © (r, u(t), A) dr.‏ ب = ))1( (u‏ جك (5) 
to‏ 


انه يحول التوابع م/3 € 7) » الى توابع ۲ + .7 التي تأخذ قيا عموما في 
الكرة +7 الآ ان لديناء من اجل كل قم مه 126 : 


> | ويا - (3) ب | + |( ب —)0( #) جك < | وق ((2) ن) ,4 أ 


٤ 
=| ©) ,)ع‎ Dar | +19 (O وياب‎ | >68 4-10 )3( ol 


٤ 
| 4, (ıı ()— جاه‎ (ua )8( | >ك‎ Û [O (t, ur (€), A) © (r, ون‎ (), A) | 26 < 


to 


< L sup | u )( - a )( | 5, 
6 


إذا اخترنا الآن العددين م >> »© 6 7 >> 6 صغيرين بكفاية بحيث 
بد قق 
C6 < "/2,‏ 
lp (A) —yo | >> 7/2 pour 3 © Ao,‏ 
L6 <0 <1,‏ 


| رك‎ (u (0)) — yol <r, 
م‎ [4 ( (A), 4x (us (0)1 < 0p [us )2(, ws (91. 
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وهكذاء بعد اختيار ف و مء يطبق المؤثر (2)0) 4 . من اجل كل 
36 € ۸ مثبت» الفضاء 11٠‏ في نفسه مع الملاحظة ان هذا المؤثر مقلص في 
0 ينتج من الفرع أ ان المؤثر +4 يقبل نقطة صامدة في الفضاء 6د 
وهذا يكافيء. في حالتنا هذه» وجود تابع (2 ,)س يحقق 
1 
y(t, =p (0) + Û © (r, (r, 2), A) dr.‏ )6( 
t0 5‏ 
ينتج من هذه العلاقة ان التابع (۸ ,) س يقبل الاشتقاق بالنسبة ل #» من 
اجل ۸ مثبت (0536.125) ؛ نرى» بفضل الاشتقاق › ان التابع (0 Y(t,‏ 
يحقق العلاقة (3). إذن التعويض مء في (6) يؤدي الى الشرط 
الابتدائى (4). 
لاثبات استمرار الحل المحصل عليه بالنسبة ل 2 اي لإثبات قيام العلاقة : 
e M— y(t, 0) |= 0‏ 00 
(من اجل ,2 مثبت) کی و ا وک 
م20 © () :. عندئذ : = (u (BD)‏ مجك — ))0( A, (u‏ 


to 
7 = p )0( (وة) و‎ + | [O (r, w(t), A) ,ك) هس‎ u (T), [(وة‎ dr. 
ف‎ 
بحيث:‎ )0 > ٩ نبحث من اجل 0ح ع معطى عن 0< ۾ (حيث‎ 


ب <| O (f, u, A) — O (f, u, Ao)‏ | 
ع < | (Ao)‏ © — )( © | 
وهذا من اجل :> (ة ,3) م ومن اجل كل .2 © u‏ ,و7 ع +غ. بعد 
ذلك ينتج من (7) ان: 
.)1 + 6( ع = (u (t)) | < £ + Se‏ مرك — (2) A4, (te‏ |. 
إن هذه المتراجحة قائمة من اجل كل تابع ,20 ع () »» ولذا 
,)6+1( ع > |( ))( (u‏ مدك — ((4) 2) بيك | ا 
8 


وطس يراب رق« E‏ 


وهو المطلوب؛ انتهى برهان النظرية . 
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28.1.ان حل المعادلة 1(18.1) مع الشرط 2(181) المحصل عليه في 
1 ]وحييد بالف هوم التالي : لیکن ,۲ ج يوق × وم7 :(۸ ,ا) دلا 
و ,۲ ج۸ × وہ1 :(2 ,4) وس اء حان يحققان الشرط. 
(to, A) = vs (ho, 2 = © 0(‏ رس ؛ عندئذ لديناء من اجل 

{fh 4} > م7‎ X Ag 


حث 


0 


۰ 8 = min (ê, êa), 6» = l'min (Oj, G„) on © yı (t, A) 
لإثبات ذلك نشير أولا الى ان المتطابقة 18.1 (3) القائمة من اجل‎ 
كل النقاط 830 × م7 6 (2 6) قائمةايضا في كل ساحة‎ 
,ق > 8 ولذا فإن اقتصاد التابع‎ ٥ > .م7 حيث ى‎ × ۸۰ «46 
على هذه الساحة الاخيرة هو النقطة الصامدة للمؤثر الموافق ها‎ # )4, 2( 
۸4 ىم في الفضاء ١م . إذا كان(رة ,رة) هنم = قفإن المؤثر‎ = 4 
يطبق الفضاء ,30 في نفسهء اذن واستنادا الى ماسبق ان رأيناء فإن هذا‎ 
المؤثر يقبل نقطة صامدة .(2 ,2) س في ,]3 . ثم إن اقتصادي التابعين‎ 
1ا وإ( ,) وط ها ايضا نقطتان صامدتان للمؤثر 4 ؛ نظرا‎ )#, 2( 
لوحدانية النقطة الصامدة لمؤثر مقلص نستنتج المساواة‎ 

)2 ,)و =( ,) ونا = )۸ Ao): 3 (f,‏ × م2 6 ۸ ,4)). وهو المطلوب. 
1 . نظرية. نفرض» زيادة على افتراض 18.1-ب» ان التابع 
(2 ,ا 4) © يحقق في ۸٠‏ × ,۲ × 7۸ شرط ليبشيتز المدعم: 

| O (tf, VY, A) — O (f, Ya, 14) | < LZ ly, — ya | F م8‎ (Ay, 29), 
. يحقق في مكل شرط ليبشيتز:‎ ٠ 0( وان التابع‎ 

ش .)24 Ap (hs‏ >> | (ية) و — (A)‏ ؟ | 
عندئذ يحقق ال حل زو م _ءمن اجل. .46 ع7 © (2 {h‏ » شرط 
ليتشيتز بالنسبة 1: 


ly (t ,)يات (ية‎ a) | <C A, A), C< E. 
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البرهان: بوضع في 1 (6): ,1 = ۸ ۸9 = ۸ وبطرح العلاقتين 
المحصل عليه الواحدة من الاخرى نجد: 
(A) | +‏ وح (A)‏ 9| >> | (ية lv (tA) — v(t,‏ 
> |4 [لوة O (r, v(t, Aa),‏ (ية y(t, A),‏ ,5) ©] | | 
0 5 


< 4P (hı, Aa) + | [Z| (, راح (رة‎ (r, (وة‎ | {Bo (hu, Aa)] dr < 
> )4 + BO) o Ou, 4) + Lê sap ل‎ (, A0 علا‎ 3l, 
: منه يأتي‎ 
يه‎ (f, A) —y (tA) 


<< (4 -ل‎ BS) (A, Aa) + قط‎ sup | y(t, (ية‎ - y(t, a) |: 
6 


وبالتالي » إذا كان 1 > £6 فإن : 





spp l(t, 2) —y (f, م لتك > | (مة‎ (hı, al, 


وهو المطلوب. 

1 8 . نهم فيا يلي بقابلية الحل (3 ,4) و للإشتقاق بالنسبة للوسيط ۸ ؛ 
يجب بطبيعة الحالء افتراض ان الفضاء 4 الذي ينتمى اليه الوسيط ۸ فضاء 
متري ونظيمي ايضاء وان التابع (3 ,و ,) © يقبل الاشتقاق بالنسبة ل ۸ 
نبدأ بتدعم نظرية النقطة الصامدة بشكل مناسب. 

- لیکن × 19 فضاءين نظيميين تامين و × 74و48 -ح ۸ کرتین مغلقتين. 
لیکن + 4 × 4 : (0) 4 تطبيقا يقبل ‏ من اجل كلخ ع نقطة صامدة 
وحيدة 1 € رہ ی = س بحيث ن = («) ,4 . نفرض ان التطبيق (ب) ,4 
قابل للإشتقاق بالنسبة ل »عند النقطة (۸) س = » وان المؤثر 
ا — EF‏ قابل للقلب . 
نظرية: نتخذ الافتراضات السابقة. إن قابلية التابع () ,4 للإشتقاق 
بالنسبة للفضاء 4 × × تستلزم قابلية التابع () ر للإشتقاق. 


144 


البرهاث: نشت 4 € 2= ۸ . إن المعادلة 

)uw( = 0‏ ول دن = 2 O (u,‏ 
محققة فرضاء من اجل ,2 = ۸ »)س = س إن للتابع رج ,») ©" مشتقا 
بالنسبة ل ا هو: 


00 (1) _ _جر‎ 4 
du TTT Iu 


الذي يمثل مؤثرا قابلا للقلب. وهكذا نجد انفسنا ضمن فرض النظرية 
الخاصة بالتابع الضمنى 35.1 ؛ بتطبيقها نرى انه يو جد حل (۸) u = u‏ 
للمعادلة (2 ) يطابق (ب) سر من اجل .و - ۸ . با ان النقطة الصامدة 
وحيدة فان (0) y (= u‏ . إن التابع (۸) ر مستمر حسب 35.1 ؛ م إن 
قابلية ).4 للإشتقاق يستلزم قابلية () س للإشتقاق (55.1)» وهو 
المطلوب. 

إذا كان المشتقان ا و لاك مستمرين فان  )0(‏ مستمر 
ايضا حسب 55.1 با. 
ب - نشير الى ان المتراجحة :1 > || تمثل شرطا كافيا لقابلية المؤثر 


34.) 


1 .58 نطبق القضية التى برهنا عليها على المعادلة التفاضلية العادية 18.1 
(3) ذات الوسيط ۸ : 








(1) MD — O بع‎ y (f A), 2) 
)2( Y (fo, A) = م‎ (0). 


بخصوص التابع (2 ,س ,#) ص . نفرض انه معرف ومستمر في الساحة 
۸٥‏ ×۲× م7 ( كما هو الحال في 18.1 ب) وانه يحقق شرطا ليبشيتز 
بالنسبة ل« : ظ 

| © (f, yı, A) — O (f, Ya, IS ي# | ط‎ — yy, | 
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وان قيمة تنتمي الى الكرة ۲١‏ . من الفضاء النظيمي + ؛ نفرض ان التابع 
(0) © مستمر في A.‏ . 

رأبناء ضمن 18.1 - ب» في الفضاءم/7 = المؤلف من كل التوابع 
المستمرة ,۲ + م7 :() u»‏ د س (وهو كرة مغلقة من الفضاء (م7) 7 
المؤلف من التوابع المستمرة 3 + م7 :)2 ) ان المؤثر: 

)3( A4, ب = )ن(‎ O) + j (r, u(t), dr 

يقبل نقطة صامدة وحيدة (۸ 0 عندما يكون 8 صغيرا بكفاية 
تمثل هذه النقطة الصامدة حل المعادلة (1) مع الشرط (2). إذا كان 
المؤثر تابعاً قابلا للإشتقاق بالنسبة ل » دة فإن الحل (0 ,) و » حسب 
1 .أ يكون تابعا قابلا للإشتقاق بالنسبة ل8. يبقى إذن ايجاد 
الشروط التي تضمن قابلية المؤثر (3) للإشتقاق بالنسبة ل 29. لنثبت انه 
يمكن اختيار تلك الشروط كا يلي: 
)21 التابع لا جد م۸ × ,۲ × ,7 :(2 .و ,2) © له مشتق مستمر بالنسبة 
للا . 
(2) التابع (+ ,ل ,)ص له مشتق مستمر بالنسبة ل ۸. 
(3) التابع ۲ + م۸ :(3) © له مشتق مستمر بالنسبة ^ 
نظرية. نتخذ الافتراضات 18.1 ب والشروط (1) ., (2) > (3) 
السابقة عندئذ يكون للحل (2 ,)1 مشتق مستمر بالنسبة ۸ 
البرهان . استنادا الى الافتراض 1 .84 أ ب والى افتراضنا يتبين ان المؤثر 
)42 له مشتق مستمر بالنسة( » » لدينا: 


2 
0A4, (f 65 (r, u(t), A) 


du 
0 
من الواضح» من اجل 8 صغير بكفايةء ان:‎ 
| >| e] > 
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بالاعتاد على 1 .84 دء نرى ان المؤثر يقبل مشتقا مستمرا بالنسبة ل ۸: 





04 ) بع هه‎ (7), A) 
0 r+ | ED مو‎ 


ثم إن المؤثر () ,م يقبل الاشتقاق في م1 × ا لكل الفضاء 
100 حسب 74.1 أ ب. بتطبيق 48.1-أ نرى ان الحل 
(f, 0‏ را له مشتق؛ مستمرء بالنسبة ل ۸ . انتهى البرهان. 
1 - أ. يمكن ايحاد مشتق الحل (1,۸) نس بالنسبة ل ^ للمعادلة 58.1 
(1) مع الشرط 1 .58 (2) بالإشتقاق المباشر للمعادلة المؤثرية 18.1 (6): 
O (T, y(t, A), A) dr.‏ ا -4 (A)‏ ب = )2 Y(t,‏ 
4 


نحصل عندئذ على : 


(1 = e د + رم‎ EMD OO ال‎ 0 a 


3 3 ذلك ان 36 00 0 0 =( ,)2 عقق المعادلة الخطية 
O0 (t, 6 42) 20 (1 20 + o0 (t, tt 2), A)‏ > )2 و 2 )2 ( 

مع الشرط الابتدائي 
.(0) “ب z2 (to, A4).=—‏ 1 (3) 


ب ٠‏ نعتبر هنابعض الحالات الخاصة السيطة. نفرض ان 
A ¥‏ و 1= (32)؟ و «#؛ )0 =( ,ر ,1) 0 لايتعلق ب 2. يتعلق 
الامر في هذه الحالة بقابلية التابع ( ) س للإشتقاق بالنسبة لقيمتها 
الابتدائية ۸ . نرى» من اجل تابع (8 ,4) © له مشتقان بالنسبة ل« و + 
مستمران» ان الحل (2 ,) س له مشتق مستمر بالنسبة ! ۸ . يعطى الدستور 
68.1 (1): 


: : 
AURIS O0 ,ع‎ v(t, A) 2#), 
TR E+ ا‎ E EE drt. 
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بصفة خاصة» من اجل 8 صغير بكفايةوة > | م؛ - | ؛ فإن المؤثر 
لش قابل للقلب. ينتج من ذلك ومن 65.1 أ - ب » من اجل 
ما - ٤‏ صغير بكفاية, ان التطبيق (2 ,ئ) ا تفاتشاكز: من جوار ا ل 
للنقطة ۸ على جوار 7 للنقطة ( ۷)4 ؛ نرىء مثلا ان النقطة 
(4 )۷ تقل جواراء 7 يمر بكل نقطة منه منحنى تكاملى ينطلق من 
الجوار ن . توافق كل ازاحة 4۸ للنقطة الابتدائية 2 في الجوار ل لازاحة: 


CD ar + o (A) -‏ انفد )20 وال اتلد أ + = AA 4-0 (A)‏ 4 3 
SEND KE‏ وو 
للحل.(۸ ,؛) س . تطابق الازاحة الاخيرةء بتقدير لا متناهيات في الصفر من 
رتب عاليةء جموع الازاحة +4 والكمية 47 ۸۸ 0# . يحقق المشتق 
(۸ ,) ۾ = ل المعادلة الخطية المتجانسة لني تستنتج من (2): 


)2 !2 2 ل كلف كه )4) 
مع الشرط الابتدائي : 
(to, A) = E‏ 2 (5) 


إذا كان (2)6,2 تابعا عدديا فإن المسألة (4) - (5) تقبل 
الحل التالي الذي يلاحظ مباشرة: 
ODT, U (T, 2)) dr‏ م 
(tl, A) = eto‏ 2 )3( 


ج نفرض ان مل = (3) © لايتعلق ب۸ بحيث لايرد الوسيط 2 في الطرف 
الثاني من المعادلة 58.1 (1). بعد هذاء يحقق التابع )2 كله ب (۸ ,)2 
المعادلة 68.1 (2) مع الشرط الابتدائی : 

(to, A) = 0.‏ 2 )4( 
' 78.1 . الجملة الديناميكية المحلية: يفسر كل حل () س = ن لعادلة 
() © = ل بطبيعة الحال» على انه منحنى في الفضاء۲ × #لكننا نستطيع 
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ايضا النظر اليه كمنحنى في الفضاء 7 باعتبار م وسيطا. نستنتج هذا 
المنحنى الاخير () س من المنحنى ۲× # © (7)0 ,4# باسقاط 
((؛لاء) على الفضاء ۲ . إذا اعتبرنا المتغير + ممثلا للزمن فإن 
الحل 0)ن . يمثل قانون حركة نقطة متحركة في الفضاء 7 بالسرعة 
(ل ,ا) ص . هذا السبب» سميت مموعة الحلول 48) لا = ر جملة ديناميكية 
او» باعتبار الوضع المحلي» جلة ديناميكية محلية. تصبح المسألة اكثر بساطة 
إذا لم يتعلق (« ,2) @ ب ا» بحيث . تكون المعادلة الابتدائية ذات الشكل : 
.الات  )6‏ )0= )1( 
نفرض فما يلي ان التابع (:) © له مشتق مستمر. يمكن. في الحالة 
المعتبرة النظر الى الجملة الديناميكية المحلية بمثابة حركة وسط مستمرء 
سرعة كل نقطة منه معطاة بالشعاع («) © الذي لا يتعلق بالزمن. تسمى 
المنحنيات في الفضاء ۲ الموافقة للجلول )١(‏ س = ن مسارات الجملة. يستنتج 
من 18.1 و 28.1 ان كل مسارين اما ان يكونا متطابقين تماماً*) واما ان 
يكونا غير متقاطعين. إذا كان 0 = (رين) 4 من اجل عنصر من فإن ۷١‏ = ل 
ثابتا حل بديبي للمعادلة (1)؛ نلاحظ ان المسار الموافق له ينحل عند 
نقطة واحدة. ليكن (,ن) ل حم عد 0؛ لدينا بسبب' الاستمرار 0 عو («) © 
في جوار للنقطة #١‏ ؛ ليست هناك نقطة ثابتة (غير متحركة) في هذا 
الجوار» لأن كل النقاط تتحرك بالفعلء مع الزمن» على مساراتها. نفسر 
حالة خاصة لجملة من هذا النوع كحركة نقاط جسم صلب يخضع 
لإنسحاب منتظم الا انه يتبين بأن الحالة العامة تستنتج من الحال الخاصة 
السابقة بواسطة تفاتشاكل في الفضاء ۲ يحول الجملة الديناميكية بجوار 
النقطة هن الى جماعة قطع مستقيمة متؤازنة ترسم بسرعة ثابتة. لرؤية 
ذلك» نفرض ان 0 - مل (وهو ما يمكن دوما الحصول عليه بواسطة 
(«) إذا كان »رس = يبر = مد۲ فإن 0+ )رد = 49)ں لان ۰ الطرفين في 
المساواة الاخيرة بوصفهها تابعين 4ء يحققان نفس العادلة ()» - ك مع الشرط الابتدائي المشترك 

م = (18)0. 
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انسحاب) وانه توجد تابعية خطية مستمرة ,۸ ج ۲ :(8) [بحيث 
0 (2) ۶ (عندما يكون 3 فضاء هيلبرتياً يكن وضع 20 ,«) = (و) /؛ 
اما في فضاء باناخى فإن وجود مثل هذه التابعية مضمون بفضل نظرية 
هان - باناخ (Hahn - Banach)‏ راجع مثلا جا شيلوف: التحليل 
الرياضي » دروس خاصة» ط .ج» موسكو » 1961 » ملحق 2§ ص. 426 . 
نعتبر الفضاء الجزئي (0 < 0) , :اع #) = ۸ ؛ انه مغلق ولا يحوى ,2 
ليكن بعد ذلك » ا فضاء جزئيا وحيد البعد مولدا عن الشعاع 20 نؤكد 
على ان الفضاء ۲ هو المجموع المباشر ل 1و11. بالفعل» 
من اجل كل لادلا و س دف لدينا ه-( 8 بحيث أن: ۴٤ط‏ و 
y=h+z‏ حيث ع ع 08 = ۾ وبا أن( 1 و نقطة مشتركة وحيدة0 فإن هذا 
التفكيك وحيد , نعتبر في الفضاء الجزئي ۸ الكرة(م > | 8:17 € #أحم 11 
وفي الفضاء الجزئي 7القطعة المستقيمة (8> | 4 | :,2/) = م7. نصل كل 
ثنائيةم !1 × ه7 € (۸ ,؛) بالنقطة (8 ,*) # التى تمثل حل المعادلة (1) من 
اجل القيمة الابتدائية م = (۸ ,0) س إذا كان ق و0 صغيرين بكفاية فإن 
الكمية (۸ ,ا) ر معرفة حسب 18.1 ب. لنشت ان التطبيق 
٠‏ )+ (4۲) هو التفاتشاكل لمطلوب. لدينا 
A (f, 70 5‏ كدان Y (f, ) = " (t,‏ حيث28 € )| .A (th) € Rs 1 (f,‏ 


نلاحظ ان التابع رر ,)ر مستمر بالنسبة للمجموعة (8 6) (لأننا اثبتناء 
في 18.1 - بء استمرار التابع ( ,) س بالنسبة ل في الفضاء المؤلف من 
التوابع h)‏ ,) س والمزود بمسافة الحد الاعلى بالنسبة ل٤)؛‏ ينتج من ذلك 
الاستمرار بالنسبة ل (8 ,ء) للمركبتين (۸ ,6) 8 ۸(١‏ ,ا) ۸. يقبل التابع 
(۸ ,)8 مشتقا بالنسبة ل 4 يساوي (ر) 4 حسب المعادلة (1)؛ وبالتالي 
فإن التابعين (۸ ,م) ” و ( ۸)4 يقبلان ايضا الاشتقاق بالنسبة ل 4 ؛ 
وهذان المشتقان مساويان لمركبتي (7) ص الموافقتين لما: إن هذين المشتقين 
مستمرين بطبيعة الحال؛ مع ض يأخذ هذان المشتقان من اجل 
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0 - ,0 ع بوصفهها مركبتي الشعاعءة = (0) © » القيمتين 0 ورا على 
التوالي . ثم إن التابع (۸ ال ا ا .68 .ب( 
مستمرا بالنسبة ل0 8). ينتج من المساواة # > (8 ,0) و ان 
و8 - 2# ب ك (يرمز 2 للمؤثر المطابق في 8 ). إن التابع 
(۸ ,6) 1 يقبل الاشتقاق بالنسبة ل (م,#) حسب 84.1 ؟ يكتب هذا 
الفيق كفت فة ٠‏ 


تأخذ هذه المصفوفةء من اجل 0 م و0- »> الشكل: 


| ٠ 
ûn (0, 0) 
êt En 


وهي قابلة للقلب حسب 41.1 - ع. ينتج الآن من 65.1 بء ان 
التطبيق (۸ )١,‏ و > (۸ ا) ي ثل تفاتشاكلا من جوار للصفر في الفضاء 
# × #على جواد للصفر في الفضاء۲ . يحوّل التفاتشاكل المقلوب :-م, 
مسارات الجملة الديناميكية المحلية المنشأة حسب المعادلة (1) الى قطع 
« شاقولية ٠‏ يمثل فيها + الاحداثية الرئيسية بحيث ترسم هذه القطع. من 
وجهة النظر الديناميكية» بسرعة ثابتة 0 1 وهو ما ذهبنا اليه. 


14 000 
9 4(4) 
ar 7/2 END 

£ 14 


الرسم 18.1 الرسم 2-8.1 


OA (t, A) OA (t, h) 
Ot TOC 


On (tk) ûm (t, k) 
04 م0‎ 














1 88. التكاملات الاولى. 2.١‏ نعتبر مجموعة حلول المعادلة 
() © =4 )1( 
في جواد ۷ لنقطة 67 ٥ل‏ بحيث 0 (ون) 2 . يسمى كل تابع عددي 
() ۶ معرف ومستمر وله مشتق مستمر (0) × في ۲ تكامل اولا 
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للمعادلة (1 ) [ على وجه التحديد : تكاملا اولا محليا] اذا كان (7) 2 
ابتا على كل مسار ذه المعادلة. باستخدام التفاتشاكل × المنشأ في 
1 ؟ يمكن الحصول على وصف متميز لكل التكاملات الاولى للمعادلة 
(1). بصفة خاصة فإن التفاتشاكل ؛-#7 يحوّل كل تكامل اول (¥) 2 
الى تابع (f, h): Ts X Hg >R,‏ 2 ثابت على القطع المستقيمة الشاقولية 
للمجموعة م7 ”.10 ويقبل» هو ايضاء مشتقا مستمر ( بالسنبة للمتغير 
(۸ 6) ). يعين مثل هذا التابع بطريقة وحيدة بواسطة قيمة من اجل 
 )0, ۸( = « )۸(‏ ,0 = ا حيث ۴١‏ + م8 :(۸) ب تابع قابل للإشتقاق 
باستمرار بالنسبة ل 8 € #. وبالعكس اذا كان ,۴ + م1 :(8) ص تابعا 
قابلا للاشتقاق باستمرار معطلى. فإن التابع 
به جم x‏ م3 :)0 = (ز ,)ع له مشتق مستمر بالنسبة للمتغير 
h)‏ 0 “¢ إن التفاتشاكل 7 يحول هذا التابع الى تابع (8) 2 قابل 
باستمرار بالنسبة ل ب ثابت على المسارات» اي انه تكامل اول للمعادلة 
(1). نلاحظ ان التفاتشاكل × يحوّل المجموعة م الى المجموعة ذاتها 
بشكل تطابقي » وعليه نرى بان كل تكامل اول للمعادلة (1) معين بقيمه 
على م7 التي تشكل تابعاً قابلا للاشتقاق پاستمرار ؟ اما قيمه عند النقاط 
الاخرى ل المنتمية للجوار 7 فتنتج من كون التكامل الاول ثابتا على كل 
مسار. 
ب . اذا كان؛»م8 = ۲ بحيث يمكننا وضع ,138 = H‏ فإن الحالة تزداد 
وضوحا. يتبين على وجه الخصوص انه يوجد» في جوار للنقطة ۲ € مل 
حيث0 ## ) © . ۸1م تکاملا اولا مستقلا  66.1(‏ ب) 
للمعادلة' (1)؟ من جهة اخرى» يمثل كل تكامل اول لهذه المعادلة في 
جوار للنقطة هلا . تابعا (قابلا للاشتقاق) لكل 1-” تكاملا اولا 
مستقلا ومثبتا. للبرهان على الفرع الاول من هذه القضية نختار في م11 
الاحداثيات الكيفية دط .... بم . إن التوابع (في 
X Ho‏ و7 )ره ع (8 ,| en) 8( > nı CC...‏ ابتة على 


152 


:القطع المستقيمة الشاقولية وبطبيعة الحال» مستقلة؛ وبالتالي فإن صورها. 
بواسطة التفاتشاكل × تمثل 1 - « تكاملا اولا مستقلا للمعادلة (1). 
من جهة اخرى يحوّل التفاتشاكل “× التكاملات الاولى الكيفية 
اد 0 6...ء 0ك , (المستقلة) الى توابع معينة (8 ,2,04 
...0 (8 ,)م2 ثابتة على القطع المستقيمة الشاقولية» ومستقلة هي 
ايشا شيف انه رة الضفوفة: 


0z, (0, 0) 02, (0, 0) 0z, (0, 0) 
êt hı °° hd 
@2n-4 (0, 0) م65‎ (0, 0) Ozn-4 (0, 0) 
dt dh a Ohn-4 
تساوي 1 بير. يتشكل العمود الاول من هذه المصفوفة من اصفار؟ ولذا:‎ 
و02‎ (0, 0) dz, (0, 0) 
EN °° hat 
EES SC E a e 0. 
02-1 (0, 0) 02-1 (0, 0) 
ûk °° kn 


وهكذا تنجز التوابع (,0) كه «...« (O, FR)‏ م2 تفاتشاكلا 
من جوار #1١‏ 0) ا في ساحة ۸۸ - 7 . وبالتالي يمكن كتابة كل 
تابع («) » قابل للإشتقاق في (0) ت على الشكل 
) ,0) يه ,... F (zy (O, A),‏ 
(۰5.1- ح) حيث (1۔م2, ... ,۴)۶ يقبل الاشتقاق لیکن الآن» 
ری ۽ اي تكامل اول للمعادلة (1)ء إن التفاتشاكل “× يحرّل 
() 2 الى تابع رم ,)ء لا يتعلق إلا ب۸ إذن. يضعه على الشكل 
(f, FD)‏ ممه نا ب( 2n (Û, F) =F (zy (t,‏ ب F (2, (O, BJ, ٠‏ 
(#) د ... ,0 ) 7 = وهو المطلوب اثباته. 
ج. نشير الى ان كل مموعة (حتى غير كاملة) مؤلفة من 1 م > ۾ 
تكاملا اولا مستقلا تفيدنا بمعلومات اساسية حول مسارات الجملة. على 
وجه الخصوص» اذا كان لدينا 1 - « >> م تكاملا اولا مستقلاء مثلا 
)ع2 ,... .(#) ج » وباعتبار اي اختيار لثوابت ۾ ,... وه 
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(من جوار القيم (Yo) ١‏ بره = cf = 2, (o), ..-, Ch‏ فإن 
المعادلات : 
و2 == vo, 2, (J)‏ وي = (Y)‏ 21 )2( 
تعين » حسب 661 ب منوعة ذات بعد (۸ - م) : 
CR) cr‏ وهه M (Cu‏ 

زيادة على ذلك إذا اشترك مسار للمعادلة (1) مع منوعة 
(«© .... ,6) 4 بنقاط, فإن هذا المسار محتو باكمله في تلك المنوعة» 
ذلك لان التوابع (2,)9 ,... ,)2 تحتفظ بقيمها على هذا المسارعندما 
حول مواقه المسارات اكثر دقة. اخيرا. إذا كان1 - ” > #فإن المعادلات 
(2) تعن المنوعات الوحيدة البعد» اي المسارات نفسها. 
د . يمكن في بعض الاحيان ايجاد 1 م تكاملا اولا مستقلا بجوار 
نقطة معطاه ول > يدون معرفة المسارات. تعين عندئذ المسارات بصفة 
مثال . لیکن و8 = ۲ و y = (Y1, Va Us)‏ 5 نعتير المعادلة 


)3( د‎ (Ya -- Ja: ح- ولط‎ Yt, ولا‎ - yo), 
أوء باعتبار الشكل السلمى» جلة المعادلات:‎ 
)4( dvs dya 


A 02 73 Ar V7 لك‎ YI m~ Ya. 
نبحث عن مسارات المعادلة (3) أو وهو الامر نفسه» الجملة (4) جع‎ 
المعادلات (4) نحصل على:‎ 


d (vı + ونا‎ + ya) ~0 
dt ا‎ 


ينتج من ذلك ان المساواة = ون + و« + رو ثابتا قائمة على كل مسار 
للجملة (4)» وهي تمثل إذن تكاملا اولا هذه الجملة. ثم يضرب المعادلات 
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(4) في 000« 0 على التوالي وبجمع النتائج نحصل على: 


ya dy:‏ +-81/2 ولا AV1‏ ولا 
,0= )و =1( ولا y1‏ و ول ٣‏ ا ها 1ه 


ومنه ياتي تكامل اول آخر .ون + ون ٣‏ ون = )وه 
إن للمصفوفة 
CE Lî 2z,‏ 
ou, vs |‏ 1 


ا 202 00 و02 dzg‏ و2 








oyy 2y, y3 
مرتبة تساوي 2 ايا كان باستشاء نقاط المستقم‎ 
لوو = وير = ابل .رمع )= م . نلاحظ ان هذه النقاط هي بطبيعة الحال»‎ 
نقاط غير متحركة من الجملة (4). ثم إن المسارات معينة محليا. بجوار كل‎ 
نقطة +«4؛ . بواسطة المعادلتين:‎ 
دو اوو + ينو ب ثابتا و ڈیو + ون + اس = ثابتا‎ 
ونحن نرى ان هذه المسارات هي الدوائر المتعامدة على المستقم‎ 
والمتمركزة على هذا المستقم.‎ 
المعادلات الخطية ذات المشتقات الجزئية. نفرض ان لدينا بجوار‎ . 9. 8. 1 
كل نقطة 41 من ساحة © في فضاء باناخي +( » تابعا (7) ® مستمرا‎ 
وقابلا للإشتقاق باستمرار» فيمة في نفس الفضاء ۲ » بعبارة اخرى» يمثل‎ 
مستمر وقابل‎ 2): 6 +z حقلا شعاعيا. نبحث عن تابع‎ 8 )«( 
للاشتقاق باستمرار» انطلاقا من المعادلة:‎ 
)5( ْ 2' )2( © (y) = 0. 
(نذكر ان (و) # مؤثر خطي من ۲ في 2ء وبالتالي فإن الطرف‎ 
© الايمن من (5) يمثل صورة, بواسطة المؤثر (ر) “مه . للشعاع (ي)‎ 
تعني المعادلة (5) طبقا ل 72.1 أ ان مشتق التابع (ن) ء وفق اتجاه‎ 
منعد م عند كل نقطة © ع ن. نعتبر في الساحة © . المعادلة‎ @ ()y( الشعاع‎ 
)6( 3 =O. 
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يصبح التابع المطلوب (0) 2 على كل مسار للمعادلة (6) تابعا 
للوسيط : » وبذلك تعني المعادلة (5) ان مشتق هذا التابع الاخير منعدم. 
هكذا يجب ان يكون التابع المطلوب (0) 2 ثابتا على كل مسار للمعادلة 
(6) أي عليه ان يكون تكاملا اولا هذه المعادلة. إن القضية العكسية 
بديبية: ان كل تكامل أول للمعادلة (6) حل للمعادلة (5). بالتالي 
ينحصر مسالة حل المعادلة (5) في ايجاد التكاملات الاولى للمعادلة (6). 
مثلاء وکا سبق ان رأينا ضمن 88.1 ب» فإنه يوجد بجوار كل نقطة 
غير ثابتة للمعادلة (6) في الفضاء .8 - 1¥ ۸ تكاملا اولا 
مستقلا ؟ نرمز ها ب () ,مء ,... ,() ے وکل تكامل اول يكتب 
بدلالتها وفق الدستور: 

و( صرة ,. .< و(8) ,2( (y) = Y‏ 2 

حيث )ہ2 ٠٠‏ )۷ تابع (مختار بشكل كيفي ) قابل للاشتقاق 
باستمرار . 

وهكذا إذا كانت لدينا المعادلة: 

02 


dz 02 
“ay, 2 yg (a سي + (ولا‎ (y1 — 0ع رون‎ 


في و ء. فان الجملة الديناميكية الموافقة لما معينة بالمعادلة 
Yi — yo}‏ ,ون سول بو وي لاك 


الواردة ضم-نن 88.1 - د» ونحن نعم ارج المستقم 
( ولاح ولاح ريا ERs:‏ / )ع ب تكامليها الاولين 


ون لوو vy‏ = زرا و Fy Fv‏ أن a=‏ 
وبالتالي فإن كل حل للمعادلة (7) يوصف. بجوار كل نقطة. 8417 2 


: بالدستور‎ 
a (y) = Y (vy PF yo HF vo, yv} + vy + ون‎ 


حيث )و2 Pp (Fı,‏ تابع قابل للإشتقاق باستمرار . 
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ترد المعادلة غير المتجانسة: 

2 () O (y, 2) = (y, ) (Y x R> RD) 
.)28 بسهولة الى معادلة متجانسة في الفضاء ,8 × 7 (انظر التمرين‎ 
.و . المعادلات التفاضلية (النظريات غير المحلية)‎ 5 

1 .19 . درسنا في الفقرة السابقة خواص معادلة تفاضلية بجوار نقطة؟ 
أما الآن فنهتم بخواص الحلول في ساحات كبيرة. ليكن ۲ فضاء 
باناخى ؟ ولتكن في ساحة 6 ¥2 × 1( قد تكون غير حدودة)» معادلة 

تفاضلية : 


d 
= 0 (, J). 


)1( 
نقول عن ساحة جزئية6 - 0 إنها ساحة نظاميةء إذا وجد عدد0< م 
بحيث تكون كل كرة نصف قطرهاء وم ركزها نقطة 0 € © محتواه باكملها 
في 6 . نفرض ان التابع (س ,)© (في (1) ) مستمر في 6 ومحدود في 
كل ساحة جزئية نظامية © - 0: 


ويتتمتع بشرط ليبشيتز بالنسبة ل#: 
yg |.‏ ع O (t, yı) — O (t, va) | < Bo | vı‏ | )3( 


بفضل 28.1 ب والفروض الواردة آنفاء فإنه يمر بكل نقطة 
© 0ن ,.؛) حل وحيد للمعادلة (1): 
y (t; fo, Yo), Y (fo) = Yo. ° [to, 8(‏ = )( لا (4) 
قد يكون هذا الحل المعرف في مجال 6 > | مم : | غير قابل للتمديد 
على مجال من حور الاعداد + » سبب ذلك قد يكون مثلا ان الحل بلغ من 
اجل قيمة منتهية = حافة الساحة 6 . لنثبت ان ذلك هو السبب 
الوحيد الذي يحعل غير قابل للتمديد. 


157 


نظرية: . يمكن تمديد كل حل (4) في اتجاهين تغير ؛ الى ان يخرج من 
كل ساحة جزئية نظامية0 د @. 
البرهان. نبحث. من اجل حل معطي (4)» عن اكبر نصف مال 
(8 ,214 يكون فيه هذا الحل معرفا؟ نستطيع تعريف 85 ,أ كاتحاد 
لكل انصاف المجالات التي يكون فيها الحل (4) موجوداً. 
( نلاحظ هنا ان الكمية (ملط ,ما ;)ر ٠١‏ إن كانت موجودة» 
معرفة بطريقة وحيدة لأن نظرية الوحدانية 26.1 تمنع تقاطع ‏ اذا لم يكن 
هنا تطابقا ‏ الحلول في الساحة © ). لنفرض ان8< مم؟ نعتبر اية متتالية 
مأ 8(2 ١],‏ حيث قبم ب¿ والمتتالية الموافقة ها ((م2) لا ,مم) 
نفرض ان القوس (() س ,4) يبقى. من اجل + 8(3 ,1] ء في 
ساحة جزئية نظامية0 د 26 بحيث تكون القم (0) س ,4) 8 200 محدودة 
( بالطويلة) بالثابت 40 الوارد في (2). عندئذ يصبح لديناء من اجل 
l(n) = Y(t) |>> SsuD‏ 





ارات ا (tn‏ يك < )ا dy | (e,‏ 
وهكذا فإن المتتالية (,/) و كوشية في الفضاء 7 ؟ نرمز لنهايتها 
ب ل دادان E‏ يع (/# O (tf,‏ مستمر فان 


lim ¢ (fn, 5‏ 2 5 الك 03 وبالتالي إذا استكملنا القوس 
نصف المفتوح (() ين ,4) ٠‏ حيث 3 (8 ,هئ] » بالنقطة (س ,8) 
فإننا نجد قوسا مغلقا ‏ (0) ن ,) حيث :5 [8 ,./] باس مستمر » 


أي حلا للمعادلة (1). يتبين من النظرية 18.1 ب ان الحل يمكن تمديده 
اما ان يكون ٥١‏ = قواما» > 8 وفي الحالة الاخيرة تخرج النقاط 


vy )0(‏ ,( »> من اجل 1 8(2 ]٤,‏ > عن كل ساحة جزثية 
SS‏ اليه في النظرية. يتم البرهان على هذه النظرية 
في الاتجاه («مه ‏ + :) بطريقة ممائلة للسابقة 
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بالنسىة للشرط الابتدائى الى الحالة الق يتغير فيها ا في حالات كبيرة. 
1 سنحتاج في ذلك الى التوطئة التالية: 

توطكة . إذا حقق تابع )( و » مستمر وقابل للإشتقاق في جال 
[7 ,10 » الشرط: ش 


1 


ب(عفاهم | ]ه+) lo (ISM‏ )01 
5 0 
فإنه يحقق ايضا الشرط التالية في المجال [7 ,0] 
lq (9) | < Me™.‏ )2( 
البرهان . نضع : 


.( مجع | )| | 


تأخذ عندئذ المتراجحة (1) الشكل: 1 
M )1 + kv (E),‏ < 2) أن 


)3( 
v' (8 5 : ۱ 
00 و‎ 

بمكاملة طرفي هذه المتراجحة وبمراعاة كوّن 0= (0)ن . نحصل على: 
lu (f -- kv (4) < kMt ١‏ 
و 


1 ل‎ kv (0 < eut, 


وباستخدام (3) نتوصل الى : 

Me™r,‏ >> )( "نا 
ومنه تأتي المتراجحة المطلوبة. 
1. كتنب من أجل 0س : )اا بدل 
Y (!; to, Yo)‏ 
توطئة . لیکن ((رن ,ا) س ,) > حيث7 > ا > 0 المنحنى الذي 
يمثل حلا للمعادلة 1 .19 (1) والموجودة باكمله في ساحة جزئية نظامية © 
من الساحة (۲ × ,مح ) © . يوجد عندئذ 0< 6 بحث يكون كل حل 
(f Ya)‏ 4 > 8 >إين ‏ وي| معرفا ايضا من اجل 7 > , > 0 
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البرهان . نختار بحيث يكون ال 24 جوار للساحة © محتويا في الساحة © . 
حينئذ بمثل ال 4 - جوار 55 للساحة ©. مع »Q‏ ساحة جزئية نظامية؛ بصفة خاصة 
فإن شرط لببشيتز: 0 | 
DISBHIly—z|,‏ ن) © دن IPG‏ 

بثابت مثبت 8 » متوفر في اجل كل (ن ,ا) و(ه6) HI‏ 
نضع 1ة مم د ق ونعتبر حلا كيفياك؛# :ا)۷ . حيث 
8> ان -ورا. لیکن (م ,0] اكبر نصف مجال تبقى فيه النقطة 
(9 )ل ا) ايضا في الساحة ۸ ؟ لنثبت ان < م . نفرض ان 
> 8. يحقق الحلان (رس ,)ا و و2 ,4)ن العلاقتين: 


f 
Y(t yo) = دون‎ O (T, y(T, Y,)) dr, 
0 


7 
Y(t, Ua) = Ja 1 ١ O (Tt, لا‎ (1, Ye)) dT. 
0 
: 0>> نستنتج من ذلك» من اجل‎ 
8 
Y(t, JY) باب‎ (f, Ve) | < | Yi — va | + 1 | © (t, y (r, Yo) — 
5 


f 
© (Tt, y (T, ya)) | 0 >> 8 + Bz أ‎ ly (tT, Y)— y(T, ya) | 
1 1 


لدينا» حسب التوطئة 29.1 . 

01) ly (f, y)— y(t, ya) |< تمق‎ e, 

وهكذا نلاحظ» من اجلم > , > مء أن المنحنی ((ون ,)س ,ا) 

يقع في الساحة الجزثية النظامية ۸٨‏ . حينئذ يتبين» استنادا الى 19.1 ان 
الحل (وس ,) y‏ يمكن تمديده خارج م = , » وهو ما يناقض الفرض. 
ينتهى بذلك البرهان على التوطئة. 
1 . نظرية حول الاستمرار الشامل. نعتبر قوسا 
((: ,)ر ئ{ > 7 ج> 2 >0 يمثل حلا للمعادلة 19.1 (1) ومحتويا 
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في ساحة جزئية نظامية © من الساحة 6 . يوجد» حسب 39.1. من اجل 
عدد 0< 6 ومن اجل كل العناصر ور › بحيث 6 > | رل س ور| © 
حل 0« ,ا) ا » حيث 7 >> + . عندئذ تكون النقاط (وس ,7) 8 
متعلقة باستمرار ب ءل . 


البرهات 3 يكفى اعتبار متتالية نقاط . ل ج. 3 ,4 5 ,لل 


| والبرهان على ان J(7, E‏ . يتعطى 
الحم در 39.1 (1). مضل اجبلل ير = ول 0 
2-7 ,|88 ما يلي: 


|y.(T, JY) — y (T, J) | < Öme*T جه‎ 0, 


وهو المطلوب. 
1 . نظرية حول الاشتقاق الشامل . اذا كان التابع (ن ,م) © ء 
. 5 افتراضات 19.1« له مشتق س“ 0 فإن النقطة 


لا ,7( y‏ > ضمره افتراضات 1 .49 وباعتبارها تابعا ۷1ا » تقبل 
الاشتقاق بالنسبة ١‏ مل . 

البرهان. ان الكمية #“ . بفضل 254.1 تحقق في كل ساحة 
جزئية نظامية © : ا متراجحة > || .2 زف 0ه هضيع | 


حيث يمثل ج8 الثابت الوارد في 0 ليبشيتز. إن الإنشاءات التى 
سنقوم بها الآن صالحة في الساحة 7 التي تمثل اتحاد كل الكرات ذانت 
نصف القطر 8 (الوارد في التوطئة 39.1) والمتمركزة في نقاط المنحنى 
h0‏ ع7 >2 >0 . لتكن (7 )0 نقطة على هذا 
المنحنى. رأينا في 58.1 ان الحل زو 7ر (الذي يطابقء في 
الواقع » الحل (ن ,#) 1 حسب نظرية الو حدانية) قابل للإشتقاق بالنسبة 
ل ن وهذا مها ابتعد / ار و ب 

e 0 (‏ > ,8 2 . لنقسم المجال 77 ,0] 
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بالنقاط 7 = ہوا > ...> 1 > 10 = 0 بجیث يكونءة > را - جرا 
نحصل عندئذ على ان: 

(مس ,را) و = رل تابع قابل للإشتقاق بالنسبة ل هل 

( ,با ء٤)‏ ” = ولا تابع قابل للإشتقاق بالنسبة ل ١ل‏ 

(-«ل دما :«ا) ل -- دلا تابع قابل للإشتقاق بالنسبة ل دمل 

باستخدام قاعدة اشتقاق تابع مركب عدة مرات نرى ان 
(4 ,) لا = «#تابع قابل للإشتقاق بالنسبة ل ون » وهو المطلوب. 
1 .69 . المعادلات القائمة في الفضاء باكمله. نفرض ان الساحة 
x ¥‏ ,جرح € الواردة في 19.1 تطابق كل الفضاء۲ × ,8 ليس هناك في 
هذه الحالة سوى احتالين حسب 19.1: اما أن يكون الحل 7 ,)۷ 
معرفا من اجل كل , مه > :> م واما ان يكون الحل رہں ,/) y‏ 
غير حدود من اجل قيمة منتمية . 20 --4. (على سبيل المثال فإن المعادلة 
”م = ج في ۴١‏ × ,8 تحقق الاحتال الثاني: إن الحل الموافق للقيمة 
الابتدائية 6< ل = وء 0= + يكتب على الشكل ہم = وولا يكن 
تمديده الى القيمة ۾ = + في الاتجاه الموجب). 

من الطبيعي ان نطرح السؤال التالي : ما هي الشروط التي ينبغي فرضها 
على التابع (# ,)© لكي يكون وجود الحل (72 ,)ل مضمونا من 
اجل كل ؛ مه > : > 0. لنثبت ان مثل هذا الشرط معطى المتراجحة: 

ازا بك > |( IP‏ )1( 

حيث ,4 و :85 ثوابت محدودة بانتظام في كل ساحة ل ا محدودة. 
نعتبر» كما ورد اعلا أكبر نصف مجال (8 ,10 يكون فيه الحل 

(4 ,#) 8 معرفا؟ علينا ان نبين بأنه = 8. ليكن.م > 8. ينتج من 
المعادلة : 


5 


yı + | © (r, dr, 0> > 8‏ ع وان 
0 
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ومن (1) ان: 
0 


12 
WISI رن‎ Û جمام)‎ BelyDar Slvr] + موه‎ + Bs أ‎ llr 
0 0 


حي Bs up BS DA:‏ . بتطبيق التوطئة 29.1 
نرى ان: 
yı | + A4) es‏ |) >> | () | 
وهكذا فإن الكمية )1 محدودة في المجال (8 ,0] > وبالتالي 
تبقى النقطة ‏ (8)0 ) في ساحة جزئية نظامية من الساحة ي ؟ لكن 
يتبين من 1 .19. ان الحل 20 ,ا) يمكن تمديده من اجل قم ٤‏ الاكبر 
من م = :> وهو ما يناقض الفرض. اخيراء لكي يكون الحل 
(: )س قابلا للتمديد الى مالا نهاية بالنسبة ل؛ يكفي ان تتحقق 
المتراجحة بصفة خاصة فإن هذهالمتراجحة محققة من اجل الاد الخطية : 
5) 8 +0 4)0 - لف )2( 
حيث )¥( L‏ جح A )2: FR,‏ 
B (0): R> ¥ 3‏ معاملان مستمران (من اجل کل ؛). 
وهكذا فإن كل حل للمعادلة الخطية (2) حيث )4 و ()8 معاملان 
مستمران» يكن تمديده على كل حور العناصر م ».>> ه. 
1 . نفسر هناء كما هو الحال في 88.1, الحلول (ہن ,2) باح نز 
للمعادلة (ن ,:) ©= بوصفها قانون حركة, في الفضاء ۷ . لنقطة 
متحركة موقعه| في اللحظة 0 هي النقطة م .اما (ي ,4) ص فهي 
سرعة الحركة. نفرض هنا ايضاء. كما ورد في ۰881 ان بي ,م ې لا 
يتعلق ب: بحيث ان المعادلة المعطاة تكتب على الشكل : 
)0= )1( 
لنثبت ان لدينا العلاقة: 


(2) Y (f, 17 (fı, Yo) = y (f + fı, Yo) 
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وذلك مهما كان العنصرين 446 و * المقبولين في الطرف الايسر . بالفعل 
إذا كان ل (م# .)) س معنى فإن الطرفين في (2 ) يتطابقان عند 0 = م 
وها معرفان من اجل العناصر 0 عد الصغيرة» على الاقل. ان الطرفين 
يحققان بصفة بديبية» المعادلة التفاضلية (1) من تلك القيم ل ؛ . نلاحظ 
عندئذ ان الطرفين متطابقان» حمّاء من اجل كل العناصر + التى تجعلها 
معرفين ( ذلك ان نظرية الوحدانية 1 .28 تمنع عدم تساومها). إذا لم تستفد 
قم + المذكورة ساحة تعريف الطرف الايمن (الايسر» على التوالي) فإننا 
نستطيع تعريف الطرف الايسر (الايمن. على التوالي) في النقاط المتبعية 
وذلك بوضعه مساويا للقي الموافقة له في الطرف الاين (الايسر على 
التوالي) ويبقى الطرف الايسر (الايمنء على التوالي) حلا للمعادلة (1) 
يأخذ عند 0 = + القيمة (مس ,)س 


كنا بينا في 88.1 ان لكل نقطة 1ع من بحيث 0 (مر) © جوارا 

(م) ۷ وتفاتشاكلا > يحول اجزاء مسارات المعادلة (1) الواقعة في 
(,) الى قطع مستقيمة متوازية ترسم (عند تغيّر 8 ) بسرعة ثابتة. 
سوف نعمم هذه النتيجة لتشمل حالة اجزاء كبيرة ( بالنسبة ل : ) من 
المسازات: 


نعتبر بجوار نقطة €۲ من حيث 0 (,ن) © »التفكيك 11 + 1 = ۲ 
المنشأ في 1 .88 , حيث ١ا‏ فضاء جزيئي وحيد البعد و11 فضاء جزئى مغلق 
من ا » ولتكن(م >> | ١8‏ ,1 © ) = 8 كرة في H‏ ميث يشكل جداء 
القطعة المستقية و #٣‏ ساحة قم التفاتشاكل × . هل يكن تمديد 
التفاتشاكل > (المنشأ في 88.1 من اجل (8 >> |١|‏ ليشمل قها كبيرة 

© ؟ إن مسارات المعادلة (1) يكن ان تدخل مرة اخرى» عند اخذها 
كاملة 2 في الكرة م . ولذا فإن الجواب عن السؤال المطروح سيكون 
بالنفي ما لم نصف افتراضات اخرى. لنفرض على حلول المعادلة (1) 
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الشرط التالي : 
شرط عدم رجوع المسارات على المجال ايا ,ا-] (حيث 
(0< ء٤‏ ,ا) : من اجل عدد 0< م » فإن مسار (۸ )و (حيث 
86 > و tal‏ بتسارع م يصبح (اي من اجل (0 عد بدون نقاط 
مشتركة مع الكرة ,27 . 
يتبين عندما يتحقق هذا الشرط ان تمديد التفاتشاكل ممكن: 
نظرية. إذا كانت المسارات ‏ 78 )ل معرفة من اجل ,م269 » 
يه ,-] > وإذا تحقق شرط عدم الرجوع على المجال ,لو ,,4--] 
فإنه يوجد تفاتشاكل للمجموعة .#8<ا[,خ ,,ا-] يحول كل نقطة 
0 ,) الى النقطة 2 ,ا) y‏ 
البرهان . لنبرهن على ان التطبيق م ,) ر ج (8 ,6) :5 تقابلي. لو كان 
(to, ko) = y (t,, hı)‏ ا من اجل t<‏ « ,عو و.,8 6ط 
لحصلنا بتطبيق (ح) على : = YU — to, a) = Y(—to, (tı, hı))‏ 
Fo) = Fo‏ ,0) روات Y (—to, Y (fo, ho))‏ 
وهو ما يناقض» من اجل ,۸ ,۸ و ,ها ,4 » شرط عدم الرجوع. 
وبالتالي فإن التطبيق ‏ × تقابلي. ينشر بعد ذلك الى انه لا توجد نقطة 
ثابتة من بين النقاط (8 ) ¥ 4€) وا 4سا » (م/ #6 »وهو ما 
ياي من نظرية الوحدانية) ؟ وبالتالي ( بفضل 88.1 ) فإن التطبيق * يمثل 
تفاتشاكلا من جوار كل نقطة (۸ ,#) على الجوار المرافق له للنقطة 
'( 4) «'. إذن» نرى ان التطبيق ,)و <¬( ) :» تقابلي وقابل 
للإشتقاق وكذا التطبيق العكسي ي ٠‏ أي انه تفاتشاكل» وهو 
المطلوب . 
بصفة خاصة, إذا تحقق 6 الرجوع بعدد 0< م > في كل المستقم 
العدديمه > 1 > 50-.فإننا نرى بأن مجموعة نقاط كل المسارات 
0 ) لاء مغ 8 » مه > ع > م تطبّق بصفة تفاتشاكلية على جموعة 
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نقاط المستقيات المتوازية» >> + < ch © Hk-oo‏ وذلك وفق الدستور : 
(tf, h) ¬+ (t, h)‏ 1 
نقول في هذه الحالة ان جموعة المسارات 01 1 (حيث 
مه > 1> - » (,7 #6 ) قابلة للتعديل . 
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تمارين 


1 . اثبت ان التابع ,8 + ,8) (ء) / المعطى ضمن الاحدائيات القطبية 
9 و ۲ ب: : 

[-)] عم من اجل 2< <0 .0<r<1‏ 

ىه - سم ۴ من اجل قم + و الاخری. 
مستمر على كل نصف مستقي ينطلق من مركز الاحداثيات» وغير مستمر 
عند مركز الاحداثيات. 
2 . اثبت ان كل تابع رج هس وج) ()/ مستمر على كل منحنى قابل 
للاشتقاق منطلق من مركز الاحداشات» تابع مستمر ايضا عند مركز 
الاحداثيات. 
3 . لیکن () ۸ تابعا قابلا للإشتقاق ودوريا دورته 25 . اثبت ان 
التابع ن8 + ,8) ()/ المعرف ضمن الاحدائيات القطبية » وم 
بالدستور : ١ )0( r‏ = م) 1 

تابع | يقبل الاشتقاق وفق كل نصف مستقم ينطلق من مركز 
الاحداثيات ومشتقة هو (م)2 
ب) يقبل الاشتقا وفق المستقم ,و -م في حالة واحدة هي الحالة التي 
يكون فيها )ذل = رم + 2)0 ش 
ح ) يقبل الاشتقاق عند مركز الاحداثيات اذا وفقط إذا كان 
(8 + م) منوه = (ې) ۸۾ » حيث ې وم ثابتان. 
4 . اثبت انه لكي يعرف تابع قابل للاشتقاق 

(و# + و۸ > ) () ۶ =« تابعا تحليليا f)‏ يلزم ويكفي ان يكون 
المؤثر (م / » من اجل كل نقطة 6عء . مؤثر الضرب في عدد عقدي 
(يتعلق ب ). ٠‏ 
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5 . اكتب معادلة تفاضلية من اجل الخط الاسرع صعودا لتاببع 
(Ra RD‏ لوه ١ y= f (zy‏ 
6 . عين مين بين خطوط مستلوى الت ابع 
۸١‏ + و8) (م ,) م( ,#) م خطوط المستوى المحدبة. وخطوط 

المستوى الي تقبل نقاط انعطاف وخطوط المستوى المشكلة من بويضتين 
7 . إذا اخذ تابع عددي قابل للإشتقاق ‏ + × - م) (م/ نفس القيمة 
عند نقطتين » وة فإن المشتق ينعدم على الاقلء في نقطة من اي منحنى 
:2 يصل النقطتين ه و«. أأت بمثال لتابع شعاعي من :۴ في .8 (على 
الاقل) لا تقوم من اجله النتيجة السابقة. 
8 . ليكن © اصغر جموعة محدبة مغلقة تحوي كل قم التابع () /' 
(حيث ٠‏ > )> م اح( ,م] :م » (0) = )م ءاثبت ان 060. 
و . نعتير سطح مجنم ناقصي دوراي كسطح مستوى التابيع 

(۵ ,عا م + (ه ,)م . اثبت ان الاشعة الضوئية المنطلقة من البؤرة » 
والتي يعكسها سطح المجسم الناقصي تلتقي في البؤرة الثانية « . 
0 . نفرض ان التابع 0 ح,#) 8 ,)8 له مشتق مستمر بالنسبة 
لغ. اوجد النقاط المستقرة للتابعية : 

r= Î Fe. رم‎ 

ارقا اي الفضاء ٠ ٠‏ ام ,الزلف من التوات. المتقيقية الستمرة 
0ه ع عه )وي : > ه. 
1 . حلل النقاط المستقرة للتابعية الواردة في التمرين 10 في الحالة التي 
يكون فيها 0-م وإ حدة. ع5 + م هه =( ,( ۴ 
2 . اوجد النقاط المستقرة المقيدة للتابعية: 

r= أ‎ sat, نه‎ (4) €C (0, 1), 

الخاضعة للشرط ھڇ (Dat‏ | = ماع 
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وادرس نوعيتها . 
3 . تنحصر الطريقة التكرارية لحل المعادلة 0= ج)/ ©( +× :/) 
فا يى : لتكن ه ع 2 قيمة ابتدائية» حيث مؤثر قابل للقلب . 
نكتب المعادلة: 
0ه — Ff (@) (za‏ ®(1 (1) 
بالنسبة ل ء: . تعطي هذه المعادلة جذرا دقيقا (أو مضبوطاً) للمعادلة 
0 > 2)؛ عندما يكون ري , تابعا من الدرجة الاولى ؛ اما في الحالة العامة 
فإن الحل ,م للمعادلة (1) يمثل نقطة جديدة» قد تكون من اجله القيمة 
١‏ اقرب الى 0 من قرب 1)١‏ الى 0. ينتج من (1) ان: - 
f (e).‏ 1( “را — z, = a‏ )2( 
n+ = f Jj2 n)’‏ 
أو امتتالية الاكثر ا I+ = Fa 1 (n f (zr‏ 
(a)]"" f (z,‏ */] ~— بره = يجيد )3 ( 
اثبت انه إذا تحقق الشرطان: 
1 
دس > لها (OF‏ ارمس I‏ لا 


1 (a (| > ح‎ 


فان المتتالية (3) متقاربة نحو حل للمعادلة ,0= 2)/ ينتمي الى الكرة 
ذات المركز » وذات نصف القطر م . 
4 . اثبت ان التابع (,8 + ) | | = ؛ غير قابل للإشتقاق عند 0 عه ,2 


5 . اثبت ان التابع !١‏ -» يقبل» في أي فضاء هيلبرتي» الاشتقاق 
عند 2 + م . 


6 . اثبت ان التابع ۸9 + 1) || دي ء في الفضاء ]1 المؤلف من 
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المتتاليات (. . . ١ة‏ , ... ...)= التي تحقق ,> | !ل -21( لا 
يقبل الاشتقاق عند اية نقطة. ١‏ 


27 لكي نتعرف في .ما عن مواقع فروع منحنى : 
0 حت amay”‏ 2 2 ا ,ة) ]1 (1) 


O<R, mSN 
: )1( عندما 2 ۸ 0» , نستخدم القاعدة التالية . يحب ان 3 ف‎ 
د ر حيث 4 وآ ثابتان مجهولان و 4 +ع لا 06-2 وثم ينبغي‎ 8 
تعيين ,, = في المعادلة المحصل عليها:‎ 


agm4mazhtrmE ¬0 


(2) 2 


0 : 
انطلاقا من الشرط القائل أن اصغر أس من بين .٣ه‏ + + نرمز لهذا الاس 
ب نلتقي به مرتين على الاقل (لهذا الغرض يكن استخدام مخطط 
للاسس (جع اس) كرا ورد في المثال ٠١‏ 1.2 )؛ ثم نقسم المعادلة (2) 
على مي ونضع فيها 0 ؛ عندئذ يوافق كل جذر حقيقي بسيط 
#6 4 للمعادلة المحصل عليها 


0ع لقره 2 


وعمس ادن 3 


فرعا حقيقيا للمنحنى (1) معادلته .مس4 --». اثبت هذه المقولة 


الأ 





خطط اسس المعادلة 0- مذي aay‏ 
الرسم م ا 
(«) معنى الرمز 0.<× هو ان × يؤول الى الصفر وقيمته تتناقص . 


(» المزيد من التفاصيل» انظر ج. أ. شيلوف: النقاط الشاذة. للمنحنيات الجبرية في المستوى» ي. م. ن. 
5 كراسة 5 (1950): ص 192-180 (بالروسية). 
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8 . (تتمة). إذا كان .4 جذرا مضاعفا للمعادلة (3) فإن المنحنى (1) 
ليس له بالضرورة فرع معادلته ع ”مم4 =«. الآ أنه إذا وضعنا في (1) 
(وهق + 1) ”ج4 = و« ووجدنا بطريقة ماثلة القيمتينف ,8 ,5» وكان 86 
جذرا بسيطا للمعادلة الموافقة له فإن المنحنى (1) يملك فرعا من الشكل : 
Boz E).‏ +14( "موا عدر 
9. اثبت أن التواب ع ۾ + ×+ - 6) (م) / = « التي تقبل مشتقا مستمرا 
((20) ب + ) () 7 تشكل جبرا() ۷ مغلقا بالنسبة للنظيم: 
IN}‏ 11ل اه) 1 |) مه > رام را 


0. (تتمة) تتمثل المجموعة () 7 المؤلفة من التوابع(6) 9 © (2) /التي تحقق 
عند نقطة معطاة 66 © الشرطين0 = (ه) 027 = (م) #مثاليامغلقاافي الجبر (6) ١‏ 
اثبت ان جبر النسبة () 8/7 متشاكل مع الفضاء *× المؤلف من التابعيات 
الخطية المستمرة على × ٠‏ المزود بعملية الضرب المنعدم وبوحدة ندخلها 
1 . (تتمة). الاشتقاق الشكلى عند نقطة © 6ه  -‏ هو» تعريفاء تابعية 
خطية 2 في الجبر 86 » مستمرة بالنسبة لنظم الجبر تحقق الشرط : 
م مط D [el = 1 (Dg‏ 
اأثبت » في الحالة التي يكون فيها × فضاء هيلبرتياء ان الشرط (©) د © © / 
يستلزم 0-/م 
2 . (تتمة). اثبت في فضاء هيلبرقي تام : = × ان اي اشتقاق شكلي عند 
»= في الجبر (9)06 هو الاشتقاق عند النقطة © وفق شعاع ٠#‏ : 
ا ا عزن 

أأت بمثال لتابع م ,×) + × ب ) ) زبحيث يكون التابم(۲ ج 6) ۸ ) / 
من أجل كل »ع #ء قابلا للإشتقاق ولا يكون التابع ( ١‏ كذلك. 
4 . 11 أأت بمثاللتابع ,8 + ,8) (و ,م) / لا يقب لالاشتقاق عند 0 = ± لكنه 
يقبل مشتقا منعدما وفق كل اتجاه ينطلق من النقطة 0. اثبت ان وجود 
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المشتق المنعدم لتابع ,م +> «۴)) ؟ وفق كل منحنی( قابل للإشتقاق )ینطلق 
من النقطة 0 يستلزم قابلية () / للإشتقاق عند هذه النقطة. 

5. أت بمثال لتابع ۸ + ##) م ر( حيث ۸ فضاء هيلبرتي بعده غير منته) 
' غير قابل للإشتقاق عند 0 = + لكنه يقبل مشتقا منعدما وفق كل منحنى 
قابل للإشتقاق ينطلق من النقطة ؟ . 

6 . اثبت ان مشتق مؤثر القلب جاكيم = (م) نإ في فضاء هيلبرقي :18 
يكتب على الشكل» ,» ± إل ۶ حيث 72 مؤثر متعامد (أي أن 
0 م7 ,ممم مها كان م و ٩‏ في #). 

7 . هل التابعان =z‏ عدي و 5 = ولا من .8). في ,8 مستقلان (أو غير 
مستقلين في جوار للنقطة © ,0)؟ . ش 

28 . لیکن ۲ فضاء باناخي والتوابع X Ry >Y 1 (y): Y +R,‏ 37 :1( ,*) فار 


¥ (y, Y x ¢ جد‎ R 
(y, 2): 1 1 لدينا المعادلة:‎ 
2ن‎ 0 49[ O (y, 2) = ¥ (y, 2). 


اثبت أن كل حل «)ء للمعادلة (1) يستنتج من حل 2 ,«) «للمعادلة 
المتجانسة, ' 
T0, =0‏ عد +و ,نه 22 0 

في ۸ »اس بفرض الشرط 2-0 ,)اط (والعكس بالعكس) 

9 , ليكن × فضاء متريا غير متراضص وحمت .. . . 2٠,‏ متتالية نقاط في M‏ 
للا تقبل اية متتالينة جزئية كوشية. الست وجود متتالية اعداد 
'موجبة ...م بحيث تكون الكرة: 

S (ns pn) = {zr EM: م‎ (z, (مه‎ < pn) 

30 . (تتمة) لوي ل انشاء تابع عددي مستمر (ع) أ » ف فضاء متري غير 
متراص ۸× ء بحيث يكون م)/ ويه د مه 
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1 . (تتمة). المطلوب انشاء تابع مستمر لكنه غير مستمر بانتظام ) في 
فضاء متري غير متراص × . 
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نبذة تاريذية 

كان مؤسسو التحليل اللا متناهي قد فهموا ان اشتقاق التوابع يؤدي 
الى عبارات خطية بالنسبة لتزايد الاحداثيات» ولم تغب على اذهانهم هذه 
الامكانية في اختصار مسائل معقدة. بالفعل. فإن اكتشاف نيوتټن 
(08غ2/68) و ليبنيتز (212ط1.68) يتمثل في فكرة الخطوطية وحل المسألة 
على المستوى الخطي ثم الرجوع الى كميات منتهية بواسطة المكاملة. قام أولر 
( »انا )» خلال السنوات 1730 بتطوير تقنية التفاضليات الكلية. رغم 
ذلك فإن الاعال المتعلقة بالخطوطية التى انجزت خلال القرنين 17 و 218 
تبدو متناقضة لولا النظرية المتسلسلة للنهايات التى اسسها كوشى في بداية 
القرن 19 ؛ من المحتمل ان يكون الاعتقاد السائد عند رياضى ذلك العصر 
هو ان التوابع المعثبرة هي نفسها خطية خطوة خطوة وان تفاضلياتها ليست 
سوى تزايداتها الموافقة لتزايدات « صغيرة جدا » للمتغيرات المستقلة. من 
الطبيعي الا نتمكن من تطوير وجهة النظر هذه بصفة مقبولةء وهو الامر 
الذي يجعل من الصعب جدا بناء اسس التحليل» ويثير في نفس الوقت 
النقد القاتل من طرف الفلاسفة. فقد قال باركلاي (لإءاءع:86 )» مثلاء 
بعد ان انتقد «المغالطات المدهشة» الآتية من «وجاديات» (المشتقات) 
النيوتينية ١‏ من كان بامكانه استيعاب «الجادية» الثانية أو الثالثة... فإنه لا 
يحتاج في اعتقادي الى لغة خاصة في أي موضوع من عم اللاهوت». 
اما هيجل (866881), الفيلسوف الذي له اتجاه آخر» فيربط طرق 
اللامتناهيات في الصغر بقوانين الفكر الجدلية التي اكتشفهاء ويعالج 
الاشتقاق كنفي ( لكمية منتهية) والمكاملة كنفي للنفي» يبدو التحليل» 
حسب وجهة النظر هذه» كتطبيق للجدلية على الرياضيات» ومن ثم يصبح 
من الواضح لاذا كانت كل «البراهين» الواردة في التحليل خلال ذلك 
العهد . غير مقبولة من وجهة نظر المنطق الشكلى: لا يمكن أن يكون الأمر 
غير ذلك إذا انطلقنا من قضايا غير شكلية. رغم ذلك فإن صحة ما ذهب 
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اليه هيجل في استدلالاته لم يساهم بأي قسط في تقدم التحليل اللامتناهي› 
هناك مرحلة يصبح فيها التقعيد ( أو التقنين) الملموس للانشاءات الاساسية 
امرا ضروريا للتطور المثمر هذه الانشاءات. كان كبار رياضي القرن 18 
امثال اولر ودالمبار (:2”4160665) ولاغرانج قد فكروا في امكانية إقامة 
تلك القواعد» فقد وصل امر انشاء قاعدة متينة من الناحية المنطقية. 
للتحليل الى أن اصبح موضوع مسابقات اكاديمية. رغم ذلك فام ينجز 
كوشى وفايرشتراس ( 77616555888) التقعيد المطلوب الا خلال القرن 19 
بعد ان تجمعت كمية كافية من المعلومات اصبح تحليل اللامتناهيات في 
الصغرء اثر تخلصه من التناقضات الشكلية العالقة به حل اهتام الكثير من 
الباحثين الذين ازدادوا عدداء كما ان تطوره ازداد سرعة وفعالية بشكل 
مذهل . يتمثل فضل كوثي الاول في كونه اعتبر تفاضلية تابع بمثابة الجزء 
الرئيسي لتزايده بدل اعتبارها التزايد نفسه. إن التعريف المضبوط لهذا 
المفهوم» عند كوشي» يعتمد على مفهوم النهاية الذي يرتكز عليه كل 
الحساب اللامتناهي . اضاف فايرشتراس الى هذا المفهوم تفنية الاستدلالات 
ب 4 و 5ء الامر الذي سمح بتصحيح بعض النتائج المتسرعة التي كان 
كوثى قد توصل اليها. نشأت. خلال كل القرن 19 لدى العديد من 
لؤلفين من كوشى الى غورسا (غ:0000558). افكار مختلفة في الحساب 
التفاضلي للتوابع المتعددة المتغيرات» بما فيها نظرية التوابع الضمنية والتوابع 

تقلة وغير المستقلة والمعينات اليعقوبية ( التي ادخلت من طرف جاكوبي 
(38»051) سنة 1833 للحصول على القاعدة العامة. لتبديل المتغيرات في 
تكامل مضاعف» راجع الفصل 3). 


اقترح» من سنة 1911 الى 1913 العديد من التعريفات التفاضلية تابعية. 

( فريشي Fréchet‏ , غاتو «(Gateaux)‏ راجع ب. ليفي «(P. Lévi)‏ 

ملموسه في التحليل التابعيء. غويتي فيلار» باريس (1951)؛: 

عندما دخلت فكرة الفضاء النظيمي الى الرياضيات (1920 1922) فان 

التعريف الذي ساد هو تعريف فريشي (32.1). فقد فتح هذا التعريف 
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المجال لتمديد الحساب التفاضلي على التوابع المعرفة في الفضاءات ذات 
الابعاد اللامنتهية. قدم هيلدبراندت (800:م111106) و غرافس 
(Grares)‏ ]1927 [ تعميم نظرية التابع الضمني لتشمل الفضاءات السالفة 
الذكر. ۰ 

يعود تاريخ استخدام الحساب التفاضلي في البحث عن القيم القصوى الى 
عهد نيوتن وليبنيتز ( بل يعود الى قبل هذا التاريخ: فيرما (غ56518) سنة 
9 ). قدم لاغرانج سنة 1797 طريقة المضاريب في مسائل القيم القصوى 
المقيدة. اما فما يخص تابعية على فضاء نظيمى او قيدا ذا بعد منته فإن 
لوستارنيك (1:1566:811) هو الذي عرض هد الطريقة سنة 1934 
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الفصل 2 
المشتقات ذات الرتب العالية 


هناك طريقتان لإنشاء نظرية المشتقات ذات الرتب العالية لتابع ٠‏ 
«لاحلات 6) (ه ۲ = »: اما أن نعرّف بالتدريج رن دہ | ب رم ۳ » واما 
ان نعتمد على الاجزاء الخطية الرئيسية من الدرجة الثانية والثالثة» الخ 
لتزايد التابع. سنرى ضمن 4.28 أن هاتين الطريقتين متكافئتان عندما 
٠‏ نتخذ افتراضات مناسبة حول الاستمرار. 

ندرس في البداية التوابع العددية ل « متغيرا حقيقيا (1.28)؛ نحصل 
المفاهيم والقضايا العامة. فها يخص النظرية العامة حيث تأخذ المتغيرات 
المستقلة وغير المستقلة قيمها في فضاءات متعددة الابعاد. هناك حدث 
جديد : تنتمي قم المشتقات من الرتب العالية الى فضاءات تبتعد عن بعضها البعض 
اكثر فأكثرء وفي نفس الوقت تكون التفاضليات ذات الرتب العالية مرتبطة 
بالاشكال المتعددة الخطية المتناظرة بالنسبة لتفاضليات المتغبرات المستقلة 
بدل ارتباطها بالاشكال الكثيرة الحدود. تؤدي هذه الاعتبارات الى نظرية 
فروبينيوس (77066105) (28 .5) التي تمثل نتيجة هامة: إن شرط حل 
المعادلة ( التفاضلية) ذات الرتبة الاولى (« .) ۴ = م شرط مفروض على 
التابع 
(: ا ” المرتبط ارتباطا وثيقا بخاصية تناظر التفاضلية الثانية بوصفها شكلا 
ثنائي الخطية. ما أن نظرية فروبينيوس تقدم» باستخدام المصطلح القدم, 
شروط تناسق جلة معادلات. من الرتبة الاولى. ذات مشتقات جزئية, 
فهي تمثل. كا هو الحال لنظرية التابع الضمني اداة من اقوى ادوات ٠‏ 
التحليل . 
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8.. المشتقات ذات الرتب العالية لتابع عددي ذي 8 متغيراً . 
2 . إذا كانت المشتقات الجزئية 0 لتابع عددي 

هد رات © :0م .< f(r,‏ قال للإشتفاق عند كل نقطة من 
المساحة 6 » هي ايضا توابع قابلة للإشتقاق 80 + ,7 - 6) يمكننا اعتبار 


المشتقات الجزئية الثانية التي نرمز ها ب: 
( 0 ے , فيل ے إضيلة 

















021 و0 1 EN Oz‏ ص 
8f (2)‏ = ( 2 4( 0 20 8 م 2١‏ 4( 2 1 د 
Qxr,0rj' ° °°° Orn \ OFn Arf‏ [رعة \ رسن °°° ° Qadr?‏ 


بمواصلة الاشتقاق (عندما يكون ذلك مكنا) نحصل على المشتقات 
الجزئية من الرتبة الثالثة عقيتي - ( (2) 91 ) س“ ومن الرتبة الرابعة 


Oz \ رع‎ oz dzp Oz و0‎ 





03f )2( (> 4f (2)‏ ( 0 الخ 


ب. طبقا للتعريف الوارد اعلاه, يمكن لتابع ذي ۸ متغيرا ان يقبل »« 

مشتقا من الرتبة الاولى و”” مشتقا من الرتبة الثانية و #ير من الرتبة الثالغة› 
الخ. الواقع ان عدد المشتقات المختلفة (أي التي لما قم عند نقطة معطاة 
غير متساوية) من أية رتبة مثبتة عدد أصغر مما ذكرناء يتبين بخصوص 
توابع ذات مرونة معينة انه بالامكان اجراء تبديل في ترتيب متغيرات 
الاشتقاق دون تغيير النتيجة» مثلا = 6 لدينا بهذا الخصوص 
النظرية التالية : 


0 0 02 2ق 0 00000 
نظرية: إذا وجد التابعان دي لير و لل في جوار لنقطة(,»,. . ,ره)=ه 








وكانا مستمرين عند هذه النقطة. فإن: )0( 8° _ f (a)‏ 


ومة رعة  de zy‏ 
البرهان: بدون المس بعمومية المسألة» يمكننا وضع 1 = 21 = ز. سوف 
لا نكتب فيا يلي سوى تعلق التابع (») ۶ بالمتغيرين .د و .2 أي اننا 
سنكتب (وند f),‏ . نعتبر العبارة: 
f (a, + hy, a, + ha) — f (a, + hy, aa) —‏ د م )1( 
+h) + f (a, a).‏ وه f (a,‏ — 
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: انها تمثل تزايد التابع‎ 
O (r) = f (zı, وه‎ + ha) — f (Fı, (و©‎ 


عندما يتغير ,نه من .© الى ۸ + يه لدينا حسب نظرية لاغرانج : 


w = 1 (a, + hı) — © (a) ع‎ ©“ (a, + 0,04) عدي‎ 
5 ١ Of (a4 + ,وط8‎ ag Fhe) _ Of (a4 + 61 9 
Oz: 1 


Oz, 
وهذا من اجل عدد 1401 > ,0 > 0نطبق من جديد نظرية لاغرانج‎ 
بالنسبة ل :هذه المرة فنجد:‎ 
02 دك‎ O41, 0 
(2) ور‎ CLF Oh, a9 Oaks) (e4 سد‎ 2 2) hah, 
كتزايد‎ w وذلك من اجل عدد ,0. 0>0,>1, م إنه يمكن اعتبار نفس الكمية‎ 
: للتابع‎ 
)يا ا‎ f (a,+h, 9 مي‎ = f (a, ١ ×) 
عندما يتغير ر× من ره الى رط+ره. نعتمد مرة اخرى على نظرية لاغرانج‎ 
of (g+rh (طجبو,‎ 


و هد 


وذلك من اجل عددين 52 و .")1 > ,> > 0و1 > ,+ > 0 بكتابة 
المساواة بين )2( و(3) والقسمة على 0 أخصل على : 


0f (ونلوة لوه و0 -ديه)‎ _ Pf (ar لدوم ريطن‎ Tala) 
حح : 02 و0‎ 024 dra 


نجعل الآن ,۸ و ,۸ يؤولان الى الصفر فيأتي من استمرار التابعين 


f(a) f(a) PE 621) 62/2)‏ 
و0210 > وعورعة عند ۾ = 2 أن: Ozgûr,‏ و02 :0 


وهو المطلوب. 
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ترد عن ا ( تحت فرض وجود 1 
e‏ بتطبيق النظرية السابقة عدة مرات. هكذا لدينا مثلا: 
Ki ûf 3f‏ __ (2)/_ 

Tr) = 2 ) (= 


#4 ون Oz / Oz‏ وندة وندن و0 3 0 و62 2022 
(Of \_ f 3f‏ ا 
ونيد =( 2( e (e) - e‏ = 
دإذا كان التابع (,ئد ,. .. ورن) #كثير حدود ل برت . . . ,,#تدرجته اصغر من 
f‏ 7 . 
ck‏ فمن الواضح ان کان مشتقاته التي رتبتها اكبر من ع او تساويه توابع 
منعدمة. بصفة خاصة» باعتبار التابع الخطي بء ل (ء) /فإن المشتقات 
الثانية لهذا التابع منعدمة كلها. 
21.2 . التفاضليات ذات الرتب العالية . 
أ . يتبين من 22.1 (3) ان التفاضلية الاولى التابع ,۸ + C۴,‏ 6 : 
(2 ريه ,1( y = f‏ يساوي : 5 
| بط 0 8 y=‏ ك 
i=}‏ 

ويمثل تابعا للمتغيرين : (,ة ...< {Fy‏ = صو dr = {dz . . ., deg}‏ ار 
خطيا بالنسة لعك2 . باعتبار )1( كتابع ل 2 وحده نستطيع بطريقة 
ممائلة حساب تفاضليته الكلية الثانية (يك) 4 ٠:‏ 


n 


y= d(4) - 3 ary = 5 سيب‎ ) 8 E aa) رمه‎ - 
j j1 i 








=3 S FE anan, 
انها تابع ا :> و :4 من الدرجة الثانية بالنسبة ل ,#ق. عندما‎ 
: نواصل بنفس الطريقة» نحصل على التفاضلية الكلية الثالثة‎ 
dy = ل‎ (dy) == û ) 5 0 dzı dzر)‎ = 





: Orj QF; 
i, =1 
5 لس‎ 
3 0 3 
5 2 OZg O7 j جه‎ dz: dz, dz 
i,j, k=! 
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وهي تمثل شكلا تكعيبيا للمتغير مك » وهكذا على التوالي نعرّف 
التفاضلية الكلية ذات الرتية ء للتابع () f‏ = لز بالتدريج : 
رو“ ) ك4 = 
وهي تمثل شكلا من الدرجة ؟ بالنسبة لإحداثيات الشعاع عك نعتبر الى 
جانب التفاضليات الكلية وك بر" » 4*9 الوارد ر اعلاه» . 
التفاضليات الجزئية من الرتب العالية . وهكذا نسمي العبارة: 
:تك da‏ 012 
z4 Oza‏ 
التفاضلية الجزئية الثانية اللتابع (د) f‏ -# الموافقة للتفاضلتين :دك و :نك 
اح × و SE‏ التعريف العام للتفاضليات الجزئية 
بطريقة له ٠.‏ 


E‏ و .مي ) كثير حدود 3 » ...2 درجته اصغر 
ا > ينتج » طبقا ل 11.2 ل آنا كل اا ا 
من م او تساويه للتابع (2)/ منتعدمة. بصفة خاصة نجد باعتبار التابع, 

الخطي مء 3١‏ -(2) /ان التفاضلية الكلية الثانية منعدمة. عادة ما تستعمل: ' 
العلاقات 0 . إن ما قلناه هنا قائم عندما تكون zı‏ متغيرات 
مستقلة إذا كانت , توابع لمتغيرات اخرى فإن هذه الدساتير لا : تقوم عموما 


2 . دستور تايلور (173310). تستخدم التفاضليات ذات الرتب 
العالية لتحديد سلوك تابع جوار نقطة معطاة. على وجه الخصوصء. إذا 
كانت تلك التفاضليات موجودة فإن لدينا جموعة الدساتير الموالية التي 
تزداد دقة اكثر فاكثر: ٠‏ 


Ay= f (a + dz) —f (a) = 5 HS dz + o (dz) = dy (a) + o (dz), 


Ay= dy (a) + + dy (a) +o )| dz |), 


00 PELEN RO RAT E LEED E ESS E AT 


حيث 0 = "ايك |/( "1ه |) 0 1:0! تنتج كل هذه الدساتير من الدستور 
العام لتايلور وهو: ...+ (م) پ2 ج + (م) ريك + (م) بح مه y)a ٣‏ (4) 
١‏ 
2'y (a + 0d)‏ سس +( dy‏ + . . 
سنقدم دستور تايلور ضمن 2 .14 . اما في 2 .34 فسنثبت القضية التالية : 
إذا حقق التابع (م) ب المساواة التالية في ساحةه#/ > 6 من اجل عدد م : 


(2) y(z+dz)= y+ Çı (2) dz, + 5 qı :تدك (:د)‎ dz, -F . 
1-1 11-1 


n 


tr FF Pi... im (2) zi, ... dz +o (| 221" 
Ue ‘rima! 

حيث (2) رب »(2) ر:© معاملات مستمرة(” بيك |) ملا متناهي في الصغر 
منتظم » عندئذ يكون التابع(ه) f‏ = #قابلا للإشتقاق في الساحة © » ويمثل 
التفكيك (2) تفكيك تايلور للتابع 500 

تبين هذه القضية تكافؤ التعريف المباشر للمشتقات ذات الرتب العالية 
مع التعريف المعتمد على الفصل بين الحدود الاولى والثانية. الخ لرتب 
الصغر في تزايدات التابع . 
2 . سلوك تابع عددي بجوار نقطة معطاة بتقدير لا متناهيات ٤‏ 
الصغر من راتب اكبر من اثنين . 

من اجل2 = يت يمثل دستور تايلور تعريف تابع قابل للاشتقاق ويعين 
الجزء الخطي الرئيسي لتزايد التابع . 

من اجل1 = و يعين دستور تايلور ذي الشكل : 

() (e+ de) —y(a)— dy E a daz dz, +o (| dz |?) 

الجزء التربيعي الرئيسي ما يتبقى بعد فصل الجزء الخطي الرئيسي من 
تزايد التابع . يعطي هذا الجزء التربيعي الرئيسي بواسطة الشكل التربيعي : 

0 (dr) = ج‎ y)a) 


(2) T7) 3-3 zr ary dzi dz, 
1, سق‎ 


182 


ب کن أن ابيكون الکن (2) مرا بن ال کل دض و کا ر 
الحال مثلا فى: 2 
ش Q(dz) = (dz) ١‏ 


إذا كان الشكل التربيعي ره d2,‏ زرو 3 = (يق) ۾ موجباء نرمز بد 
0< © لقيمته الصغرى على سطح كرة الوحدة 1 = | مه اء عندئذ يكون 


<١ u >°‏ - (يمر)؟ الأن 4-[ رجهم 
د 


0) - Û <رعة بسة ربو‎ 0| dF 
شك رعا موجما‎ dy (a) وبالتالي , كمجرد أن تكون التفاضلية الثانية‎ 


بالنسة ل جل فإننا نحصل على: من اجل 0< #معطى ومن اجل كل 


مند عد 0صغير بكفاية فإن: 


ومنه 








lL 
1 0 
2 J qey Azide, + )ه‎ dj >(C—e)| dr? >C, | تإعة‎ <0 
عون‎ 


أذن: 


Ay - dy <0, Ay << 0‏ 
يعني ذلك أن بيان التابع زيم ,. . . ,,م) / = س مجوار النقطة ديقع 
و 


dy = 5 2 برق‎ 
11 


ر(راجع 62.1 ب» وانظر الرسم 2 .1-1). 

ج . بطريقة مائثلة. إذا كان الشكل (ه) يتم سالبا من اجل كل 0 عو يل 
( مثلا “عه الأ = رضن ) فان لدينا/ك >> ر۵ من اجل 0 عو بيك 
صغير بكفاية »|وعليه يقع بيان التابع (مه ,. . . ,ره) / س س تحت المستوى 
الماس ( بجوار النقطةه = #) [ انظر الرسم 1.2 - 2]. 





د . يكن ان يكون الشكل التربيعي (4) وه موجبا من اجل بعض القم ل 

جه وسالبا من اجل قم اخرى( مثل الشكل[عك ل - امه ل = () بك ) 
يعني ذلك أن لدينا 41 < برح من اجل بعض القم ل عل ولدينا بيه > و۸ 
من اجل قم اخرى. من الناحية الهندسية. فإن بيان التابع(م) / = «#بجوار 
النقطة» = × سيكون في شكل سرج يقع جزء منه فوق المستوى الماس 
والجزء الآخر تحت هذا المستوى. 





الرسم 3-1.2 


ر. هناك حالات منحلة يكون فيها الشكل (ه) ره » مع أنه غير سالب 
(أو غير موجب) منعدما على مستقم (أو على جموعة مستقهات)؛ عندئذ 
لا نستطيع دراسة سلوك بيان التابع(ج) س على هذا المستقم (أو على هذه 
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المستقهات ) اعتادا على التفاضلية الشانية, فنلجأ في هذه الحالة الى 
التفاضليات الموالية. 
نفرض مثلا أن (ړے ,رے) و = () س = س و0 < وان هناك مستقها وحيدا 
في المستوى(و» ,,ت) نرمز له ب 1 ٠‏ (بجوار نقطة معطاة ( وه ,ره) = © ) 
تتحقق عليه المساواة0 - ن02. 
عندئذ يكون السطح(م) ر ي» بجوار النقطة © . في شكل ميزاب مصب 
يمتد على المستقيم ا . إذا اخذنا بعين الاعتبار اللامتناهيات في الصغر من 
الرتب العالية يمكن ان يكون للميزاب انحناء في اتجاه المستقيم 1 . وهكذا 
عندما يكون 0ع على المستقيم ١‏ فإن بيان التابع (2) س يمرء وفق المستقم 
]ء من جهة الى الجهة الاخرى من المستوى الماس ( لان الشكل الفردي 
»2 يغير اشارته على طول 7 ). الاب با عم لامكل حجري 
للميزاب (الرسم 1.2 - 4). 


ر 


/ 
الرسم 4-12 


س . هناك قاعدة جبرية ( قاعدة سيلفستر 931768666 ) تسمح بالتعرف 
مباشرة.» حسب معاملات الشكل التربيعي 


ر -(5) 0 > عن الحالة التي 
تتحقق من بن الحالات السابقة بقة الذكر: 5 هذه القاعدة حساب 1 





(3) حر وده‎ 0 0 Ee 
da1 Qo2 
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تقول قاعدة سيلفستر: إذا كانت كل المعينات ,8 >...» م8 موجبة 
فان الامر كذلك فها يخص الشكل ))5( ¢ 3 وإذا کان0 > ,0۰6 حح يق 
0 >> وة .. فإن الشكل (0)5 سالب » وإذا كانت كل الاعداد ,6 غير 
منعدمة واشاراتها موزعة بكيفية تخالف الترتيب السالف الذكرء فإن اشارة 
الشكل (8) 0 غير ثابتة. اما إذا كان احد المعينات م8 منعدما فإن 
مقياس سيلفستر لا يجيب على السؤال المطروح» ينبغي في هذه الحالة القيام 
بدراسة اكثر تفصيلاء يحد القارىء برهان قاعدة سيلفستر ضمن ل. 
607 

نستطيع ان نبين ايضا بان اشارة الشكل(5) © غير ثابتة عندما يكون 
واحد على الاقل من المعيناة وة . .8 ». .8 . ... سالبا (انظر التمرين 
1( 
ص . مثال : ليكن .8ه - 8م وعرع3 = زوه ,ره) / = ن . لدينا في هذه الحالة : 


= ىق‎ 327 En rg ~32}, 





01 Ora 
Of 8°] af 021 
ركم ترم لاق‎ af eer 
(4) dy = — 6z, )4 (2 | 2۰3 dz dzg—~ و6‎ (dz), 
— 6r 3 
0 = — 67, و62 - 1 3 = وق‎ = 9 (4a — 1). 


يبين الرسم 5-1.2 الساحات في المستوى بء التي تكون فيها 
الكميتان ,۵ و وة غير منعدمتين» إذن يمكن اعتادا على قاعدة سيلفستر 
ستنتاج بعض القضايا الخاصة بسلوك التابع و« ب / . 

نعتبر النقاط التى لا تنطبق عليها قاعدة سيلفستر . نلاحظ في البداية ان 
لدينا على المحور 5 :0 بع درة. إذا استبدلنا الآن دوري الإحداثيتين فيا 
بينه) واعتبرنا ود بمثابة الاحداثية الاولى فإن لدينا في هذه الحالة 
ا -- ,زوعليه توافق كل نقطة (,,2)0 حيث 0 .. ره » نقطة سرجية 
من الميان. اما عند النقطة ( 0.0 ) فإن تبديل حوري الاحداثيات فيا 
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بينه) لا يأتي بنتيجة» لكن لدينا هناءءه ,6۵۶ = هه وهو شكلاشارتهمتغيرة» 
ولذا فإن البيان له شكل سرج في هذه النقطة ايضا بخصوص نقاط القطع 
الزائدي؛ = ,م,هء حيث م = ره » فإن التفاضلية الثانية تصبح متناسبة مع 
المربع الكامل لشكل خطي : 


dy = —- Ûr, (dz)? 1-2۰3 dr, dra — و7‎ (dzو)®‎ 


2 
~6 ( Vr rq — (ده‎ pour ود‎ << 0 
0 ) وى‎ 








2 لشي 
.0< ونه pour‏ (:4 ر و 
a‏ 


يتطلب تحليل سلوك التابع على المستقهات التي ينعدم عليها هذا الشكل 
الخطى ا الحدود ذات الرتبة الثالثة. هذه المستقبات هى: ٠‏ 

یرمز هنا و dz‏ الى تزايدات الاحداثيات على طول المستقيم 
(5). يمكن ان نضع, ,برد جه - × = وممحيث ( بء ا,رة) نقطة من 
القطع الزائديء و ( و ,, ) هي النقطة الجارية للمستقم» بحيث تأخذ 
معادلتا (5) الشكل التالي : 

رھ س 2z, )X,‏ = وه - و 

لمعرفة سلوك التابع (ويه ,#) و على طول هذه ١‏ لمستقيات نشتق مرة اخرى 

المساواة (4 ): 
(dz4)*)‏ + *عd))‏ 12 = (وdz)‏ 2 ڈ(,dz)‏ 12 = رشق 








إذا كان رع يمه = وع فأن : (87 + 1) (رءك) 142 = به 


نلاحظ ان الشكل ره غير منحل من اجل 172 = ,ه ويمثل بيان التابع 
(ء) و بجوار هذه النقاط ١‏ ميزابا منحنياً» من النمط الوارد في الرسم 
2 4. وإذا كان1/2- عو( إذن1/2- = وء ايضا) فإن لدينا على طول 


المستقيم d0 ¢ Fy =0 : dy = 0 dzو = dz,‏ 62 إذن فإن 
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كثير الحدود ذي الدرجة الثالئة (*) ا ثابت على هذا المستقم. وبيان التابع 
(ت) # بجوار النقطة«1/2-,1/2-) يمثل ايضا « ميزابا» لكنه بدون إنحناء في 
الاتحاه الطولاني . 


0<0 





û <0 





الرسم 5-1.2 
15.2. تسمح النتائج ج المحصل عليها لحد الآن بتقدم بعض المقاييس 
ا 0 ). 
أ. لتكن © € » نقطة مستقرة لتابع عددي ,8 > م۴ :(2) f‏ = ل 

نفرض أن (2) / يقبل الاشتقاق مرتين في الساحة 6 » عندئذ لدينا 

0-رم) '/ ويكون المستوى الماس للسطح(2) /- نز عند النقطة((4) 7 ,6)افقياً. 

لندرس عند النقطة © التفاضلية الثانية رل جل ية و وُللتابع 2) /. 
كان الشكل التربيعي (4) f‏ موجبا فإن بيان التابع (2) f‏ يوجد» حسب 
2 _- ب فوق المستوى الماس بجوار النقطة © . بعبارة اخرى. لدينا 
(ه) f‏ < (عك + »)من اجل القيم الصغيرة بكفاية 1 2ك |ءأي أنالنقطةه 
نقطة قيمة صغرى محلية (الرسم 2 - 6) للتابع () f؛‏ إذا كان الشكل 
التربيعي (ه) /#ك سالبا فإننا نلاحظ بطريقة مائلة ان النقطة © نقطة قيمة 
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عظمى محلية للتابع (2) / (الرسم 1.2 7). إذا كان الشكل 4) 4 غير 
معرف أي انه يأخذ قيا سالبة وأخرى موجبة في كل جوار للنقطة » » 
عندئذ لا تكون النقطة المستقرة © نقطة قصوى (الرسم 1.2 - 8) 


7 07-0 وو 
الرسم 6-1.2 الرسم 7-1.2 


اما إذا انحل الشكل )47 (إذا انعدم مثلا ايا كان) يمكننا دوما 
المحاولة بالتفاضليات ذات الرتب الاكبر من اثنين. الآ اننا نفتقد في هذه 
الحالة الى مقاييس بسيطة مثل مقياس سيلفستر في حالة التفاضلية الثانية» ٠‏ 
وعليه فنحن مرغمون على اعتبار هذه التفاضليات مباشرة مثلا فعلنا في 
المثال السابق . 
ب . مثال . تعين النقاط المستقرة للتابع 4ه- :»> 0) /بواسطة المعادلتين : 


a sef 0. و3 = انافك‎ 33-0 


هناك إذن نقطتان مستقرتان هما : 0 = ےہر - = سے كنا عالجنا 
هاتين النقطتين في 18.1 ج ووجدنا ان ثانيتهها نقطة قيمة عظمى 
واولاهما ليست نقطة قيمة قصوى. وقد توصلنا لذلك بواسطة حسابات 
بسيطة شيئا ما. اما باستعبال التفاضلية الثانية وقاعدة سيلفستر فنصل الى 
٠‏ هذه النتيجة مباشرة: تنتمي النقطة ؛ = *8-”إءالى الساحة التي يكون فيها 
0> بن و 0< وڭ أي حيث الشكل )١(‏ 2۶ سالب» وعليه تمثل هذه . 
النقطة نقطة قيمة عظمى. ثم إن النقطة ميه = تقع في الساحة التي يكون 
فيها 0 > وة وبالتالي فهي ليست قصوى 
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{SZ 


df =0, df de deur signes 


الرسم 8-1.2 

هكذا يتبين ان استعمال التفاضلية الثانية يمكن ان يختصر دراسة سلوك 
تابع بجوار نقطة مستقرة معطاة, اختصارا كبيراً. 
2 . يمكن تطبيق نفس الطرق على التوابع الضمنية. 
ُ. ليكن (×) = بإنابعا معطى بالمعادلة : 

(1) O (Z1, ۰, Zn, J) = 0 

نفرض أن شروط نظرية التابع الضمني 35.1 محققة عند نقطة 
(ة بيه ,.. . بيه) = لم ,)وان التابع(ن ,م ,. . . ,) © يقبل الاشتقاق ” 
مرة بالنسبة لجميع المتغيرات بجوار النقطة(0 ,ه) سنثبت في 2 .63 ( في حالة 
اعم) ان التابع الضمني(2) س -- #يقبل هو ايضا مشتقات مستمرة» بما فيها 
المشتقات ذات الرتبة 7 . بجوار النقطة © بتطبيق هذه النظرية يكن ايحاد 
كل تفاضليات التابع (2) س عند النقطة» = ١‏ بما فيها التفاضلية ذات الرتبة 
وذلك دون حل المعادلة (1) بالنسبة ل ي . لنتبع الاستدلال الموالي. 
إذا وضعنا في المعادلة (1) حلها (2) س مكان ي نحصل على تابع ل ” 
متغيراً :7 ,. .. ,و#منعدم في جوار للنقطة 8. إذن فإن كل تفاضليات هذا 
التابع منعدمة هي ايضا لنحسبها واحدة تلو الاخرى ؟ غلينا ان نتذكر عند 
حساب أولاها ان اعتبار « متغيرا مستقلا أو تابعا لمتغير آخر ليس ذا 


اهمية: 


ا 1 (z, 6 (z,‏ 8480 
ون الشف + مول اگ ب ...ب یه ال اه 


وبصفة خاصة: 


(a, 5‏ 20 
رن e‏ 2 مه 2 ...ا ابه 2( 
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منه أي : 





0 1 0 00 (a, 6( 
(3) dy (a) = — ججججه‎ 2 az OF 
dy د‎ 


وهو ما كان بامكاننا كتابته ضمن 55.1 عند كنا نبحث عن المشتقات 
الجزئية لتابع ضمني . 

ب. بصفة خاصة, لايجاد النقاط المستقرة للتابع (2) س » علينا ان نعتبر 
الجملة التالية المؤلفة من 1 + ٠‏ معادلة ل1 +0 مجهولا ره = ,م ».. 
Zn = dn‏ ال ع ون 


O (Zs, ..., Zn, J) =0 
(4) 00 (z4, e,9 Tn, #9 0 


باشتقاق المعادلة (2) مرة اخرى وبمراعاة كون المتغيرات 
aE FR‏ ووه مستقلة, بحيث ان 0 ع dz;‏ .)21.2 - ب)» وان ی تابع 


جد : 


(5) a ( (شكيع‎ dz, +... +d (PEZ) azn + 


رن كلق ب رن )2( و 


dy 
ا ے‎ 0 (7, Y) ys 14 PED dry رو‎ 
+ 030 (7, y) dzn dz, .ارق 9 م‎ 


Ozn O4 dy ود‎ 


+ چ 2 ا + . . . + وع به لل 0 i‏ 


0:0 (z7, y) 
ray 7 AY + e 


0%D (zr, y) 
1 yor ل‎ dxn + 


OD (r, v) 
Û n OY 


00 (z, @0 (zr, 
4 رھ یل‎ ١ ھن( :2 ر عن ا‎ 0 


نضع هنا »د , طن وبمراعاة (3) نحصل على : 
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5 1 0 0:0 (a, b) 
08 جمدت = (ه)‎ “Br; az Oi dry + 


ûy 21 





(a, 5 0D (a, 5‏ 020 
= اھر 2 + و ر و 23+ 


1 û 8® 6, 5( 
(6) TT ODCa. 7 2 Oz, dr; dz dzر‎ - 
dy 1, اعد‎ 


E 9 0® (a, b) 6 90 (a, b) 








ry dz dz +‏ ل (ث6 OD (a,b)‏ ` 
إل ,ة TA‏ 
(a,b) „‏ ® 
Ay 00 (a, b) 0D (a, b‏ 
[بعه 6 2 TaD ar TED ar î 2 a‏ 1 
dy ) 7=‏ ا 
إذا کا (ط ,») نقطة مستقرة فان 0= dy (a)‏ وتأخذ ا (5) 
(a‏ ©0230 
الشكل البسيط التالي: نے (م) ردن أ 20 + رك dz‏ ل 7 
ومنه (6 ê0 (a,‏ ىك 1 1 
كت dy (2) = ~a) 2 “az, ry 1 Az‏ )7( 
: لال ص 
وهو بالضبط الشكل التربیعى الذي حب دراسته للتعرف على مط النقطة 


المستقرة 
بمواصلة اشتقاق المساواة (5) نصل الى الدساتير التق تعطى التفاضليات 
ذات الرتب العالية» لكننا لن نطيل في هذا الموضوع. 
ج . مثال . اوجد النقاط المستقرة للتابع ,۸ + ,8) () = #المعر ف بالمعادلة : 
3y = 0‏ س شن + کے =( ,)© (8) 
للقيام بذلك» علينا ان نحل طبقا ل 5». الجملة المؤلفة من المعادلة (8) 
والمعادلة ‏ 


(9) ا‎ = 33y =0 


بازالة ۷ نصل الى المعادلة من الدرجة السادسة: 0 س 3ر3 6ج + هم 


ومنه تأقي النقاط المستقرة: 1 4" ع رو 2 7[ ع و32 ,0 عد ع = 7 
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إلنقطة 0,0) لاتحقق فرض نظرية التابع الضمني ولذا نغض عليه الطرف 
نهتم إذن بالنقطة الثانية (7”5 ,۶ ) ونبحث عن التفاضلية الثانية للتابع 
(«) ا مباشرة بدل الاستناد على (6). لدينا : 
0 عد 3z dy - 3y dz‏ س ررق ر3 عل يوق ثرون 
نقسم المساواة السابقة على 3 ونشتقها مرة اخرى: 
dy — dz dy — ± dy — dy dz = 0‏ شن + شن0 2z dz + 2y‏ 
با ان 0- يم عند كل نقطة مستقرة فإن: 


2z 023 + ® dy — بت‎ dy = 0 


وھ 





dz, dy (/2)= - 2d2 <0‏ = رودق 


1 أي بق 
وبالتالي يقبل التابع U )z(‏ قيمة عظمى محلية عند النقطة .2 z=‏ . 
بتصنيف النقاط المستقرة في المسائل الخاصة بالقيم القصوى المقيدة لتابع 
Fn)‏ ,< .. موته) f (z) = f‏ = بر مع شر ط واج .د 
R;)‏ >+ ب :0) م = Tn)‏ ى. . . (Z,‏ م = (م) ني ساحة ,1 ح 6. لتكن 
(«» .... ,4) = » = بت نقطة مستقرة لهذه المسألة؛ نفرض انه نقطة عادية 
لسطحين ٠»‏ - (2)م (0)/-) ط = ()/م ؛ إن هذه الشروط متوفرة» 
مثلا» عندما 0ع 2 ,0 سے 9۵ » وهو مانفرضه حقق . تبين 
العلاقات 37.1 (2) التى يمكن كتابتها على الشكل : 
grad / (a) = A grad q (a)‏ 

ان سطحي المستوى م = ۾ ط د م ها مستو ماس مشترك عند النقطة 
» = به بحل المعادلتين ط = fء‏ = ب بالنسبة ل م2 نصل الى معادلتى هذين 
السطحين : 


8 


In = م‎ (z'), an = Pp (2), a = (I <<, Zn-1) 
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زيادة على ذلك لدينا: م = ('ه) مد = (') ع من اجل 
(-مه ,... بره) = ۾ . نفرض ايضا ان مى ®4 » ( إن لم يكن الامر 
كذلك نعكس ااه حور Zn:‏ :: 
نفرض بعد ذلك ان التابعين ()/ ,(2)ج» وبالتالي 
)م , (م) ب (2.16) » يقبلان الاشتقاق مرتين. عندئذ تتحقق 
العلاقات؛ +75 ,('ه) 'م) + )4( ساك 
SE inj +-0 (IR,‏ 0 0 )01 


e h') +‏ ود لا ٠‏ عاو 
(IR |.‏ ورور ليف چ + 








7 0ر8‎ 10z 
: نظرية: نعتبر » ضمن الافتراضات السابقة)” الشكل التربيعي‎ 
-1 
, حك ('@) م62‎ 00 
(2) Q (h', داك‎ 0 ( Oz; 0# )و‎ 5 
0-1 


ما كان هذا الكل مغر رجا دن م تة ية عفني نة 
للتابع (2) / مع الشرط ء = (2) ؛ وإذا كان معرفا سالبا فإن © نقطة 
قيمة صغرى مقيدة 00 (2) / ؛ اما اذا كان الشكل غير معرف فإن © 
او نفرض ان لشكل (2) معرف موجب. عندئذ بمراعاة کون 
('4) | = ('») ع» (') 0 = (م) “من اجل|ı 0#k' = (hı, ..., ha‏ 
صغير بكفاية, نجد ان'2) < () ع (راجع 41.2 - ب). ثم ينتج من 
الشرط 0ح ©4 (القائم من اجل كل # قريب بكفاية من » ) ان: 
((>) م ١ )'(( >> f (e,‏ ,') 1 (حيث (ه ع ') ) 
نلاحظ ان النقطة (0) ط ,'ه) تنتمي الى السطح ء = (2) ب وان 
النقطة ((') بم ,'#) تنتمي الى السطح م = (ه) م» بحيث ان الطرف 
الاين من المتراجحة يساوي 5 . نرى إذن ان المتراجحةط >> (2) / محققة اينا 
كان في تقاطع السطحء = (ء) ب مع جوار صغير بكفاية للنقطة © ( ماعدا 
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في النقطة © ذاتها ) .ينتج من ذلك ان النقطة © نقطة قيمة عظمى مقيدة 
للتابع (2) f‏ مع الشرط ء= )z(‏ ب . يتم البرهان على النقطتين الاخريين. 
من النظرية بطريقة مماثلة. انتهى برهان النظرية. 
في الحالة التى يكون فيها القيد م = () ب خطيا (حتى من اجل: 
Ra‏ جد رهن ب ) هناك مقياس يعن النمط الذي تنتمي اليه القيمة القتصوى ‏ 
.المقيدة حسب الاصغريات القطرية لمعين مشكل من الكميات دي 
والمعاملات الواردة في معادلات القيد (ل.89.7). 


§ .2. التعريف العام للمشتقات ذات الرتب العالية 





2 - أ. کا سبق ان راينا بخصوص تاب[ + × ے 6) /فإن المؤثر 
الخطي۲ + × : (4) '/معرف بالمساواة: 
اعم f (a + Rh) — f (a) = f' (ah + o (Rk),‏ 
لنفرض ان (2*2)/ موجود عند كل .نقطة مع م . عندئذ يكون 
() / تابعا يصل كل نقطة 6 6 بمؤثر1 , بر. نرمز ب ,3 للفضاء 
59 ,)1 المؤلف من كل المؤثرات الخطية ا من د فى و 
للفضاء ۷ نفسه). هكذا فإن ۲)١‏ يصبح تابعا ل 2 ويأخذ قيمه في 
م ويصبح (2)م تابعا ل 2 ويأخذ قيمه في ,لا . 
نعرف الآن المؤثر ©)/ بالمساواة (إن كانت محققة)؛ 
(hk), hEX‏ م + 8 (a) = f" (a)‏ “رس f' (a +h)‏ 
عندئذ يكون 4) / مؤثرا خطيا مستمرا من × في ۲ . نرمز بها 
للفضاء ١١‏ .2)3/ المؤلف من كل المؤثرات الخطية المستمرة من ۾ في 
لا. إن كان 2)”/ موجودا من اجل كل © © بد فهو تابع نه ويأخذ 
قيمه في ولا إذا واصلنا بنفس الطريقة فإننا نأتي الى التعريف العام التالي : 
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تعريف: لیکن (م7 ,2)7 = م۲ › (حيث ...,1,2-م)؛ نقول عن. 
مؤثر خطي ,م۲ > × :(8) ۳ إنه المشتق من الرتبة 7 للتابع 
0ح لاى 6) (2) / عند نقطة © = # إذا تحققت العلاقة التالية: 
(REX)‏ 00 مم م (a) =f‏ لمر ور دى) fP7‏ (1) 
إن كل حدود العلاقة (1) تنتمي الى ,م۲ . وهكذا فإن.م7 6 0) مر 
يكن قصد الاختصارء ان نتخذ الرمز التالي: 
مسد f” (a) = 0-17 (z)]'‏ )2( 
وبذلك يرد تعريف المشتق من الرتبة م » الى آخر المطاف» الى تعريف 
المشتق الاول. 
ب - نقولعن تابع (7 ج × ے ©) () ۶ = ي له مشتقات متوالية عند النقطة 
مع ۾ = + حتى الرتبة 7 . بما فيها هذه الرتبة ذاتهاء انه يقبل الاشتقاق 
حتى الرتبة أ عند النقطة » ؛ عندما تتحقق هذه الخاصية عند كل نقطة 
من الساحة * € © نقول عن التابع (2) / إنه يقبل الاشتقاق حت الرتبة أ 
(أو أ مرة) في الساحة © . نقول عن تابع (*) ۴ قابل عند النقطة » = * 
(عند كل نقطة 6 6 ) للإشتقاق من اجل كل رتبة ‏ ... ,2 ,4ع م 
إنه يقبل الاشتقاق لا نهائيا عند النقطة © (في الساحة © ). 
ج. إذا كان تابع (2)/ قابلا للإشتقاق #مرةعند نقطة» وكان مشتقة 
من الرتبة * يقبل الاشتقاق :” مرة عند نفس النقطة فإن التابع () / 
يقبل الاشتقاق +۳١‏ ۸ مرة عند النقطةه = به ولدينا: 
j*+™ (a) = [f (z)1™ leme‏ (3) 
ذلك انه إذا كان /- فإن القضية ترد الى تعريف تابع يقبل 
الاشتقاق 1 + يم مرة؛ في الحالة العامة فإن النتيجة تثبت بدون صعوبة 
بطريقة التدريج ان عكس القضية السابقة يقوم مباشرة: إذا كان تابع 
)1 قابلا للإشتقاق «” -ل 6 مرة عند النقطة ه = 2 فإن 2) 0/ يقبل 
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الاشتقاق ” مرة والدستور (3) قائم. 

2 . اذا كان ,۸۴ = لز فإن كل مؤثر خطي۲ + بر يطابق بطبيعة الحال 
عنصراً من الفضاء 3١‏ بحيث ان. < = Yg = Y= Yg‏ م (g41. 1Y‏ 
بالتالي» إذا كان (2)/ تابعا لمتغير حقيقي × قيمه في الفضاء ١‏ فإن كل 
المشتقات ... (2(:1)2) 7 تأخذ هى الاخرى قيمها في الفضاء 7 ( رأينا 
ذلك في ي 46.12 .). ۰ 

2. نعالج الحالة سان حت × . لدينبا هنا 
L (Rn, Rn) = Fins‏ = و لارماله (را1 L (Rn,‏ = را الخ. يمكن تعيين المؤثر 

مم / بواسطة » مركبة: 
ZAG As‏ 


or °°° ar, 


يعمل هذا المؤثر على شعاع الازاحة (معل , .. . ,ره) = بك = م حسب 
الدستور 22.1 (5): 


1 (2) -مة‎ $, LO ary. 
1-1 


إن وجود 2) "مر يستلزم وجود المشتقات المذكورة (لكن العكس غير 
'صحيح ؛ راجع التمرين 3. الفصل 1). 

إن وجره واستمرار (2) 7 .يكافتان وجوه وانتسراز الشتقات 
المذكورة (74.1 سج). 

بتطبيق نفس الاستدلالات على المشتق (*#)7 نحصل على ان: 
وجود () ٣‏ يعني قابلية كل التوابع ب ,2 للاشتقاق» وهو 
يستلزم ع بصفة خاصة» وجود كل المشتقات الثانية كل (لكن 


زنه0رنمق 


العكس غير صحيح !) ؛ م إن وجود واستمراز (2) '/ في ساحة 6 
5 2 
يكافئان وجودواستمرار كل المشتقات الجزئية الثانية يبيج في الساحة 
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6 نواصل بنفس الطريقة فنرى ان وجود المؤثر (2) ”/ يعني قابلية 
كل المشتقات الجزئية ل 1)7 للإشتقاق حت الرتبة 4 - م وبصفة خاصة 
فهو يستلزم وجود كل المشتقات الجزئية من الرتبة 5 ( لكن العكس غير 
صحیح)› ثم إن وجود واستمرار المؤثر (2) ”/ في ساحة 6 يكافئان 
وجود د كل المشتقات الجزئية من الرتبة م للتابع ۳)/ في 
الساحة © . 

42.2 . الاشكال المتعددة الخطية. 


« ليكن, = ۲ > × :.4مؤثرا خطيا و ٤×‏ ,۸ شعاعاء يمكن تكوين 
الشعاع ,"2 € م ۾ . نشكل بواسطة مؤثر خطي (, ا L(X,‏ عد Agi XY‏ 
وشعاع Xah,‏ المؤثر رط24(م¥ ,)21 ثم نشكل بواسطة الشعاع ,31× ٠‏ 
العبارة ۲ € ,۸ (و#و4) . إنه شكل ثنائى الخطية للشعاعين ,۸ د و۸ 
يأخذ قيمه في م[ . نواصل بنفس الطريقة؛ باستخدام مؤثر خطي 
(X, Yp-e)‏ م ج : م4 والاشعة و# ٠٠ ٠١‏ ,م۴ من الفضاء × » فنجد 


العبارة: 
Yo‏ € ليق .۰ لدم Aphphp- <. . hı = (. . . ((Apkp)‏ 


التي تمثل شكلا م الخطية للاشعة ,۸ ,...,م#يأخذ قيمه في ,لا . 
ب. إذا كان-_م787 +¬ × : م4 مؤثرا خطيا حدودا فإن تطبيق التعريف 


ا مؤثر (ي 12 17 ب) يعطينا التقدير : 

| دم/مأمك4‎ ... f | SI Apkp ۰. hdl | 81| <S. 
. <I لامك‎ Ip 1. << lı | 
ومنه‎ 


(1) روريم‎ E aca PPP °°° ISI 4» || 


من جهة اخرى»ء ليكن 0 عدداً مثبتا في المجال المفتوح 1 ,0 عندما 
يكون مؤثر,_م١‏ + × :م#4معطى فإنه يوجد شعاع 1 = | ۸| ,م۸ بحيث 
أادك || 9 < امم | ثم يوجد شعاع رم۸ ٠1ع-|._مم|‏ بحيث 

| م4 |83 < || وم4 || 8 ح || ,-وطمطم4 || ؛ نواصل هذا الإنشاء فنجد 
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متتالية م8,. . ٠‏ «د#امؤلفة من الاشعة التنظيمية (او المتجانسة) تتحقق من 


: اجلها المتراججة‎ 
| Aphphpa ٠. . . hı | > 821 Ap |l 


5 و 
إامك || ”0> | Ihpl<4 | App hı‏ 00 لكايه 


وبما ان 6 193 ,0) كيفي فإن: 

|| »4 ااا ... hal1, Ihnpl<t | Aphp‏ )2( 
بمقارنة (1) و (2) نجد ان: 

|| م4‎ || = sup | Apkp :.. hı| 


l<1, ...,IhplS4 


ج . إذا وضعنا #-م8-. . .= نحصل على شكل من الدرجة م 


Aph ...h 


نقول عن شکل ,۸ ... «4«۸ إنهم شکل متناظر اذا لم تتغير قيمته لدی 
اجراء اي تبديل بين الاشعة ,۸ ,... ,م۸ يمكن ايجاد قم شكل متعدد 
الخطية متناظر و8 ... مم4 انطلاقا من قى الشكل الموافق له ذي الدرجة 
م وهوم ... 4,۸ هاهي طريقة لذلك التى قد لا تكون. احسن طريقة 
ممكنة. لتكن الاشعة ,#.... ,م8 اشعة معطاة نعتبر قيمة الشكل ذي 
الدرجة م : «.. .7م “عند الشعاع hp‏ + ...لدنم = :XIh‏ 


(hı + ... Ap) =‏ ا Ap (kı + ... tk kp)‏ = (1) ا 


= ملجقمة... بوه ذم‎ <<. Bp <<<... hy 
(R) سسا ا‎ 
Fp foils hk, fois 


حيثم ,م + . . . + ,6 يومز (8) لمجموعة مرتبة مؤلفة من الاعداد 
‘kp > 0,...,k > 0‏ اما المعاملات م,ة....,م»© الي تشكلت بترتيب 
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وباختصار الحدود المتشابهة فهي اعداد صحيحة موجبة نعوض في الشكل 
(1) المتغير :8 ب 2۸ ؛ يظهر ذلك في كل حد من الشكل (1) عاملا 
0 يأخذ قيمته العظمى ”2 من الحد :7# ٠٠٠‏ لمك . 

نرمز لهذا الشكل ب(1). نلاحظ ان الفرق (11) - (20)1 =(111) لا 
يضم حدا يحوي م مرة المتغير * ؛ كا نلاحظ أن الحدود الاخرى 
مسبوقة دوما بمعاملات صحيحة موجبة. نعوض مرة اخرى ۸ ب :20 
في الشكل (111) فنحصل على الشكل (17) الذي تختلف معاملاته عن 
معاملات (111) بعوامل اس لاثنين, اما اكبر هذه العوامل فهو “27 . 
ازن فان الفرق (17) - (111) "27 == (۷) لا يضم حدودا نتحوى 1 - م 
مرة المتغير #1 . بعد اجراء نفس العملية 1- م مرة نصل الى الشكل 
۷ الذي يقل كل ده معاملا مبحيحا موجنا "وهو لا جر 
المتغير 8 ,اكثر من مرة واحدة بطريقة ممائلة يمكننا ازالة الحدود التي 
تحوي اكثر من مرة واحدة المتغيرات «۴..٠٠ء*‏ من الشكل (۷) 
نصل اخيرا الى شكل (11") معاملاته صحيحة موجبة يحوى كل حد 
منه» مرة على الاكثر كلا من المتغيرات 4# ٠٠٠٠‏ * . يعني ذلك ان 
الشكل ١1‏ يتألف من حد واحد. 

(VID) = epAphp ... hy, 

حيث © عدد صحيح موجب. من جهة اخرى يبين الانشاء السابق ان 
الشكل (۷1) عبارة خطية لقم الشكل * ... "4۴ ذي الدرجة 7 
حيث 0“ اشعة مختارة اختيارا مناسبا وط+ ...+ م - "۸ > 
Ah +... + hp‏ = مير ىا hn,‏ ...+ 2 = ۳ , الخ) ينتهي 
بذلك برهان ما أكدناه. 

د - نتيجة. إذا كان ...مالمك 8-شكلا متناظرا فإن الشرط 
0= ۴ ...۴م ( مها کان ٤×‏ ۸) يستلزم0 = م4 . ب E‏ 
SE E e‏ سن 
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في #؛ لدينا حسب ب: 0 = اأ م4 ||. 
ر. نتيجة من اجل كل م0٠‏ يوجد ثابت 0< م٤‏ بحيث: 


| لامك‎ - sup | منامك‎ ... Bl SCp sup [4k ... hl 


MISS, ..«,IhpIS4 


وهذا من اجل کل م شکل ,۸ ... امھ 
بالفعل يكن » حسب ج» وضع كل 7 شكل ...٠,‏ و٠۸‏ في صيغة عبارة 
"خطية للأشكال “۸ ... “م 4من الدرجة م بحيث تصبح الاشعة ۸١‏ 
منتمية الى كرة مثبتة» ومنه يأتي التقدير : 
|إh... [Ap‏ ماقم > |1 ... Aphp‏ | 

نلاحظ إنه بالإمكان تقيم الثابت ,> إن اتبعنا بتفهم خطوات برهان 
ج. إن عدد حدود العبارة الخطية المنشأة ليس اكبر من هم ثم ان نظي 
الاشعة 6 لايتجاوز م2 والمعاملات لاتتجاوز دمر » ومنه يأتي: 


Cp >> 222.22 .p3 


س. نستطيع تدعم النتيجة د كا يلي : 
لیکن :8 ... مم4 ۶ شكلا متناظرا. نفرض ان: 
Aph ... hk =o (|h |«‏ 
من اجل 0 +۸ > أي اننا نستطيع من اجل 0< ع اد 6<0 بحيث 
تتحقق المتراجحة 
ا ظاع >> هم ... طرق | (3) 
وذلك عندما و ے | ۾ |. عندئذ يكون 0 = م4 . 
بالفعل » إذا كان.0 ع م4 فإنه يوجد» حسب د» شعاع × © ,8 يحقق 
0 ع م Ap...‏ لديئنا إذن على نصف المستقم 


1 
وعم ”لطاع 1"1 = Apo 555 ho‏ ”1 ع رز ee»‏ مكل 
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وهو ما يناقض (3)؛ لذا فإن 0 = م4. 
2 . التفاضليات من الرتب العالية . 
٠‏ نفرض ان تابعا(۷ + + - @) ) f‏ = بإيقبل الاشتقاق م مرة عند © = بد 
يمكن بواسطة المؤثر ۲ + × :(م) / وشعاع × © ۸ تكوين الشكل الخطي : 
df (a) = f' (Qh‏ 
يمثل هذا الشكل التفاضلية الاولى للتابع (د) f‏ عنده -ع ‏ الموافقة 
للإزاحة ۸١‏ (32.1). يمكننا بعد ذلك بواسطة المؤثر ,۷ ج × :(م) "| 
وشعاعين ,۸ و .8 تكوين الشكل الثنائي الخطية ۸٠.‏ (0) م . إن الشكل 
التربيعي الموافق له هو 
df (a)‏ عد f" (a) hh‏ 
يسمىالتفاضلية الثانية للتابع () / عنده  -:‏ الموافقة للإزاحة ٠‏ . 
ننشيء بهذه الطريقة التفاضليات كلها ومن بينها التفاضلية من الرتبة [ : 
df (a) = f (ah... h ۰‏ 
التى نحصل عليها من الشكل م الخطية ٣:‏ ... م8 (6)<ار من اجل 
تراك يت ا 
ب - لنبحث عن عبارات هذه التفاضليات من اجل تابع 
و > y = f): Rn‏ بوضع (الإنتك ,. ٠‏ . ,عف) = رم المحصل في 
هذه الحالة على : 


df (a) = f' (a) hı = 2 4 da 
1-21 


: عندئذ‎ . ha= (dz, ..., dz) ليكن الآن‎ 





8 n n 
. 0 0 
1" (e) hı (3 ننه‎ hı 2 2 رن دوم‎ 
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وهو ما يؤدي. من اجل (منه ,. ... .ه) = ۸ = ۸= ۸ »الى نفس 
العبارة للتفاضلية الثانية للتابع (2) f‏ عند النقطة ۾ الواردة ضمن 21.2 : 


f= 3Y SY HD بعة‎ de, 


i=1 j=1 

يقة ممائلة» وباعتبار التفاضلية ذات الرتبة مر للتابع (») f‏ عند 

© = # نعود فنجد من جديد العبارة الواردة في 21.2 . 
62.2 . المشتقات الجزئية ذات الرتب العالية والتفاضليات اجزئية 
نفرض ان الفضاء × يكتب على شكل مجموع مباشر ل © فضاء جزئي 
مغلق,× + . .+ لبطبيعة الحال» فإن كل شعاع 2 3 × يكتب على الشكل 
وه + ...+ 1 = #حيث 2,4 . .,1 ح X1‏ € بz,‏ نفرض ان التتابع 
GcCX—+Y‏ : (2) #يقبل الاشتقاق م مرة في الساحة © نعام ان المؤثر 
(©) 1 يعمل من الفضاء × في الفضاء 1 إن اقتصاره على الفضاء الجزئي 
ل د الك لت ()/ بالنسبة للفضاء 0 2 
,63 ثم إن التابع 5 معرف في الساحة 6 ويقبل » مثل التابع 
() '/ الاشتقاق؛ نرمز لمشتقة الجزئي بالنسبة للفضاء الجزئى رلا 
ب يعمل هذا المؤثر الاخير » بصفة طبيعية » على الاشعة hy€X,.‏ . 
بمواصلة هذه العملية نصل الى تعاريف المشتقات الجزئية ذات الشكل 
یر نعرفء من اجل هذه المؤثرات» العمارات 


Pf (z) 1 
2 e Fi, his 2 hip 


حيث × € hip €Xiy ° ۴ «hi,‏ المسماة التفاضليات 
الجزئية للتابع (2) 1 بالنسبة للفضاءات الجزئية ,كد EIT‏ ومن اجل 
الازاحات hin, e hig:‏ 5 
تعمم هذه التعاريف تعاريف المشتقات الجزئية من الرتب العالية (11.2) 
والتفاضليات (21.2 ) لتابع ذي عدد منته من المتغيرات الحقيقة (,8 = #) . 
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8 3.2 . خاصيات المشتقات ذات الرتب العالية 

13.2 . ليكن 4 مؤ ثرا خطياً يطبق الفضاء × في الفضاء ”۲ (42.2) 
ت ا المتعدد الخطية 

ش co Fp CX‏ وو AZ...‏ (1) 
والشكل ,+ . . . 4( حيث # 3) من الدرجة م . 


نظرية . إذا كان الشكل (1) متناظرا فإن التابع د . . . 4 = (2) / يقبل 
الاشتقاق لا نمائما ولدينا: 
5 بو 26 ...مهم = )2( f'‏ 


قم و يو ي فو 
ها ف ي يو ي يو و ي يو ي ي يج فو يو و ف و 


TEYR,‏ ... کا (1- م )م = )z(‏ فر 


ال 0 0-5 : 0 
(4q > Pp).‏ رم 7/0 
البرهان . بما ان الشكل رد ... ,4 متعدد الخطية فإن: 


/ )# +R —f( = A (r +R)... م ...ميك - (83 ل س)‎ = 
= 4 ...rT +4 شا . , . وم‎ Az... zh + o )( 


م إن الشکإ ينه ... و42 متناظر وعليه: 
o (R)‏ + هع ... pAz‏ ع (ه) f(z +h)— f‏ 


pP~1 fols 


/' (t= PAZ ... 


ست 
P~1 fols‏ , 

يمكننا کک و ا تارج الم ان الدساتر (2) تبقى 

Az 
ان النتيجة‎ pis > 1 ي حالة‎ 

اللاي عع SR‏ 

إن القضايا ب» ج» د الموالية قد اثيتت من اجل 4 - م في 123.1« 
ب» ج»ء على التوالي . اما البراهين عليها من اجل... ,2 ,1= «رفتشت 
يبسهولة بواسطة التدريج . 


إذن: 
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ب . إذا كان لدينا تابعان ۲+ × CX +73 f(2): ۷V‏ 7 :(2)اع 
يقبلان الاشتقاق ۴ مرة عند,۷ 6ه = z‏ فإن الامر كذلك فا يخص 
التابع (2) م + ه) ۶ = (ه) 5 ولدينا: (م) يع + (م) ٣۳‏ = (ه) "ی 


بعبارة اخرى» لدينا من اجل كل لآ © « : 
...h‏ م م + sP (ah... ha f" (ah... h‏ 
سڪ سد ٠‏ الس ميس 
مرة” مرة2 مرة 7 
ج إذا كان تابع ۲ + 7 :(2) #قابلا للإشتقاق أ مرة عند € ۾ -2 وكان 
يقبل هو الآخر الاشتقاق 7 مرة عندء» - 2 ولدينا 
() 4 = (م) ”2 اي ان م ... (a)... k= Ay” (a)_‏ اع 


p fois P fois 


وذلك من اجل كل ×ع م 
د . ليكن ۲ المجموع المباشر للفضاءات الجزئية رم7 ,. .. ,ر٢۲‏ بحيث 
انه کل تابع ۲ ج ۷ :(ه) س يقبل المركمات: 
Yao (7): V > Ya, ۰. -, Yao (2): ¥ > Ya)‏ 
إذا كان ¥ فضاء تاما والفضاءات الجزثية رم۲ ,. . . ,رى ۲ مغلقة فإن قابلية 
التابع () ر للإشتقاق م مرة عند ©  -‏ يستلزم ان الامر كذلك فيا 
يخص كل مركبة (2) ر۷٠‏ (حيث (« ,... ,1 = ز) اضافة الى ذلك 
لدينا : 
(2) لقألا (z2) = {yD )2(, ٠...‏ مر 
حيث يرمز ( ) الى المجموعة المرتبة المؤلفة من مركبات التابع 
Fp‏ ج 7 )z(:‏ 2(۳ .12 - أ( في التفكيك الطبيعي للفضاء ,۲ الى وع 
مباشر (41.1 - ص). 
Yn=Ypa Ht... HF Yn‏ 
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وبالعكس. بما ان كل المركبات 7 دملا ,.. . ,(2) 4 تقبل الاشتقاق 
۶ مرة عند 4 -: 2 فإن الامر كذلك فها يخص التابع (2) ل 
23.2 . تناظر المشتق الثاني . 
لیکن (۲ + لاح ©) (2) / = س تابعا قابلا للإشتقاق مرتين. نكوّن الشكل 
الثنائي الخطية 8# (4) ”7 بالنسبة للشعاعين 8 و # من الفضاء × لنثبت ان 
هذا الشكل الثنائي الخطية متناظراء اي ان العلاقة: . 
f (a) hk = f" (a) kh‏ )1( 
وذلك من اجل كل شعاعين ۸ د 8 هذا الغرض نكتب العبارة: 
w = f(a +h + k) — f (a + Rh) — f (a + k) + f (a)‏ 
يمكن تناو ها كتزايد للتابع : 
O (2) = f (r + k) — f (2)‏ 


عندما يتغير به من م الى # + ». من نظرية المتوسط 24.1 - د يأتي: 
0 0 75 7 

)2(|© (a + )— ® (0) WARE ur IEEE (4)1 || 

من اجل 8 >0 معطی» نبحث عن و >0 بحيث يكون: 

lf (a +h) —f' (a) ظ لطاع >> |5 ل‎ 

وذلك )8> |۸| . 


نضع في الدساتير الموالية 6/2 > | 6 او ,8/2 >> |۴| ونرمز ب :و6 ۴ء٠‏ 
لكميات (اشعة» مؤثرات) نظباتها اصغر من (| | + | مإ|) ع٠‏ 
لدينا :(م)  ”‏ 8 + ) “ا () ی › اذن: 
f' (a + k + Oh) — f' (a + 0h) =‏ = (مة + (a‏ ’© 


“= [f (a + k + 0%) — f' (2)) — IF (a + 0h) — f (a) = 
= [f (a) (k + Oh) + [يع‎ — [fF (a) Oh + eql = f" (a) k + 2e, 
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بطريقة مائلةع لدينا: 
O’ (a) = f' (a + Rk) — f' (a) = f" (a) k +e,‏ 
إذن: O’ (a + 0F) — ®’ (a) = 3e,‏ 


ومنه يأتي: 
Sup |O’ (a +0)— ©“ (a)| [2| <3 |e | ||‏ 


0<0<1 
وهذا يعني ان الطرف الثاني في (2) لامتناهي الصفر من رتبة عالية بالنسبة . 
الى .8( 18 (lh IF‏ 
من جهة اخرى: 
O' (a) kh = f" (a) kh + eh,‏ 
ومنه تأتي العلاقة: 


lf (a +h + 8 — f (a + hk) — f (a + Kk) + f (a) — f" (a) kh | < 
< 4leel lk | 


نجري تبديلا بين ۾ و ۾ فنحصل على : 
ll (a) hk — f" (a) kh | < 8e (lh | + | k |).‏ 
وهكذاء من اجل كل ير خيث 6/2 > |۸| ومن اجل كل ٭ حيث 


,8/2 > | ۴ | لدينا: 
gup | 7” (a) hk—f" (a) kh | > 8e6?‏ 


من اجل کل × © ,وك © ,«لدينا : 





م 86 Bk „6 kh‏ ود اي 
8ك | و f) TROT 2 TET (03 TET‏ 
اي : 
IF (a) hoko — f" (a) kolo | < 32e | Ro | | Ko |‏ 
بما ان 3 >0 كيفى فان : 


1" ( hoko سل‎ f" ( ) koko = 0, 
وهو المطلوب.‎ 
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ب - تناظر المشتقات المختلطة . نعتبر تابعا يقبل الاشتقاق مرتين 
f )2()6 cC ¬7‏ = رمعطی في ساحة 6 من الملجمموع الملماشر 
و ×+,×=×لفضاءين ,× و و عرفا (62.2) المشتقين الجزئيين : 


0f )z( 021) 
02 8 0214 02 1 و0‎ 


المتطابقين مع اقتصادي المؤثر (2) ”7 (62.2) الموافقين هما. عندما يكون 
هذان المؤثران معطييّن يمكننا كتابة العبارتين: 
f. hah,‏ 21 حيثه 8616 و ووم 


و02 0214 024 2 02 


وها شعاعان من الفضاء ¥ . 


بما ان لديناء احسب أ 
ولا f" (x) hah, = fF (x)‏ 


وذلك مها كان رط د و۸ في × فان لدينا بصفة خاصة المساواة: 


ولو ل = رالود ga gw‏ )3( 


Oz, Ora - Û4 و02‎ 








وذلك من اجل ,× © ,۸ و ,× € و۸ المعتبرين . 


ج بخصوص تابع Ia > Y‏ :)و2 f (ry,‏ ذي متغيرين عدديين ,ده و ولد 


ns 9 (ت)/62‎ f i sel iar — ¥ — 
عند كل نقطة‎ a رل)ياخذ المؤثران‎ = ×, = R0 


)ود {T1‏ = د قيمههما في نفس الفضاء oY‏ وتشت المساواة (3) ان هذين 


f(2 _ 0f (2) القيمتين متساويتان:‎ 


0z,‏ وندة 2 ون و62 








(4) 

إن العلاقة (4) قائمة حتا اذا وجد (2)ثم اي (32.2) إذا كان 

Of (z of 5 -.‏ 5 ا“ 01 0 5 3-5 
التابعان كك و سهد قابلين للإشتقاق يتضمن هذا الشرط بصفة 


خاصة وجود المشتقين #1 و 6/2 ؛ وبالتالي فإن النظرية المحصل 
orf 3 : ْ‏ 0 
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عليها هنا ذات طابع يشالف طابع النظرية 11.2 - أ حيث اثبتت العلاقة 
(4) باستخدام خاصيات ل و نفك فقط دون النظر الى المشتقات 
الثانية الاخرى. ( وقد فرضنا مقابل ذلك. وجود هذه المشتقات في جوار 
للنقطة » واستمرارها عند النقطة » ؛ اما في النظرية العامة أ فقد تفادينا 
الافتراضات من هذا النوع). 
د . تناظر المشتقات ذات الرتب العالية. 

ليكن (إ + جاح ©) (ء) / - 1 تابعا يقبل الاشتقاق أ مرة (2 < م) 
عند م--# . لنثبت ان الشكل : 

f (ahp ...hy , بو‎ .<., hp€X 

متناظر . نفرض ان هذه الخاصية قائمة من اجل كل تابع قابل للاشتقاق 

1-م مرة. يمكن عندئذ كتابة: 

(5) f” (a) hp ... hı = دقام‎ (a) hn4... hy 
. حيث م#(2) '/-()يم تابع يقبل الاشتقاق (1-م) مرة عند هسي‎ 
وبالتالي يمكنناء بفضل فرض التدريج» تبديل المتغيرات مط .... .88 في‎ 
العبارة (5) ثم إنه بالإمكان كتابة:‎ 
f (a) ky ... hı = w' (a) hk, 

ت «۸(») = (ه) م تابع قابل للإشتقاق عند »= ؛ 
نستطيع هنا 0 اي تبديل لكل من المتغيرات مم,... ,۸ . با ان 
2< نرى ان كل تبديل للاشعة ,۸ ,... ,م۸ تبديل جائز. وهو 


المطلوب. 
2 .33 . المشتقات ذات الرتب العالية راء معمم . نعتبر كا ورد ف 
1 - به تابعينيج ج ي :() ± 8 ۲ جي :() س قابلين للاشتقاق في 


س احهة 6 من فضاء 7 ونعتبر جداءهم) العمم 
)z )40,١ ۷ 7: 0-7‏ = (1) ج . نفرض هذه المرة ان هذين التابعين 
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يقبلان الاشتقاق « مرة ولنثبت ان الامر كذلك فها يخص التابع () ج 
كنا وجدنا, بخصوص المشتق الاول للجداء (2) (z (O), yJ‏ صمن 
1 _ ب الدستور: (() نز ,0) س) + (0) 7 ,() )z'‏ = (2) '6 


حيث ان المؤثرين الواردين في الطرف الاين معرفان كا يلي : 
dt, y (0) 4 (z )©, y’ (2) dt)‏ )( “ندا = (A dt‏ "5 
نرى إذن ان هذين المؤثرين يمثلان جداءين معممين قابلين للاشتقاق 
بالنسبة ل ؛ في الحالة2 < م. بتطبيق الرمز 43.1 - ب بطريقة شكلية نجد : 


(1) "(O = (r )(, y (0) + (r (D, y' (0, + 
+ (z' (D, y' (9), + (x (D, y" (0) 


يرمز الدليلان 1 و 2 الى ان الحدود التى ورد فيها هذان الدليلان ليس 
هما نفس المعنى » ويتبين ذلك بسهولة باستخدام التفاضليات : 


)2( E“ )( hah, = (zr (O hah, ¥ (0) + (z' ( ha, درط 0) “يا‎ + 
+ (z' (Dh, y' (D ha) 1 (z (D, y" (£ hah) 


إن الحدود الاربعة الواردة في الطرف الثاني من (1) جداءات معممة. 
وهو ما يسمح بمواصلة الاشتاق من اجل ,2<P‏ بعد م اشتقاقا الى 
الدستور : 


(3) 
€’ (4) = (2 (8), y (BD 4 (PP (BD, y' (Did... 
... (P7 (D, y' (Dp F(z ® (O, "رز‎ Da ل‎ ... 
... (r (0, yg" )©(( ...لل روم‎ F(z (0, gy (0) 
2 


إن الحدود التى لها نفس الشكل والمزودة بدليلات مختلفة تحمل معاني 
مختلفة تحمل معاني مختلفة نوردها فيا يلى باستخدام التفاضليات : 
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GP (hp ... hm (x (t) hp ... ha, Y (£) + 
1 (PP (Dhp ...ha, y' (Dh) Ht... 
... (2P7 (Dhpa ha, VY’ (WD hp + 
1 (a (hy ... ha, Y" (hah) حك‎ ... 
... 1 (FP )8 وبر‎ <. Ra, "لا‎ (Dhp p-0 عل‎ 
...-(r(D, yYP (Dhp <k)... 


)4( 
فانتا نحصل على دستور ابسط من (4) عند مراعاة تناظر المشتقات 
الجزئية المختلطة : + ()h ...h= (xP (Dh ...h, y(t)‏ سي 
و p fois‏ 
5 
{+p (a? ()h...h, y' (DM4‏ ) ( 
p~1 8‏ 
ا + (th hy, 1 (2 hh)‏ 2٣ي‏ عا 
p~2 8‏ 
(Dh... BR),‏ كرا ...(z(D,‏ 
بسب 
fois‏ ص 3 
وهذا يكتب برموز شكلية: 
(6) . 


y (8)) +p (PP (2), y’ (1)) 4‏ ,)2( °( = )( اج 
(e)0, 0)‏ ...+( ر ,)ص 22+ 


(دستور ليبنيتز 2١ط٥1)؟‏ الا انه ينبغي الا ننسى بأن هذا الدستور 
لا يقوم الا بقيام (4) و (5). 
2 .43 . المشتقات ذات الرتب العالية لتابع مركب . 
نظرية. يكن (۲ + ×ے 6) (2) س = س تابعا يقبل الاشتقاق م 
مرة عند © - جو (2 + ۲ے 17) (0) 2 = 2 64 تابعا يقبل الاشتقاق 
م مرة عند النقطة 7# © (ه) f‏ = طض = ي ؟ عندئذ يكون التابع المر كب 
(2 + كل 0) z]y )([ = € )z(‏ 
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قابلا للاشتقاق « مرة عند النقطةه = ± 
البرهان . كنا تناولنا الحالة 4 م في 33.1 ؟ نفرض ان النظرية محققة من 
اجل الرتبة0 < 1 - م ولنبرهن عليها من اجل الرتبة م . نلاحظ طبقا 
ل33.1 ان المشتق الاول للتابع (2) 6 . يكتب على الشكل : 


(2) “ا [(ه) ]y‏ “ه = )z)‏ 6 

إن العامل الاول هو تركيب التابع () ي القابل للاشتقاق 7 مرة 
والتابع (4) ' القابل للإشتقاق 1- م مرة؟ يأتي من فرض التدريج 
ان هذا العامل يمثل تابعا قابلا للإشتقاق 1 --م مرة بالنسبة ل *. اما 
العامل الثاني فهو. فرضاء يقبل الاشتقاق 4 « مرة بالنسبة ل . ثم 
ينتج من 33.2 ان كل الجداء يقبل الاشتقاق 4 م مرة بالنسبة ل . 
يأي من كل ذلك ان (5)2 تابع يقبل الاشتقاق م مرة بالنسبة ل 
وهو المطلوب. ش 
2 . المشتقات ذات الرتب العالية لمؤّثر مقلوب . ليكن» كما جاء في 
1 - بء (7 ,)2 #6 مؤثراً قابلا للقلب وخطيا من فضاء ‏ في 
فضاء ۷ » ا > ۷ ٠:‏ مؤثرة المقلوب. لنثبت ان التابع دى يقبل مشتقا 
( بالنسبة ل ») من كل رتبة ۲ . ٠‏ ش 


اثبتنا ذلك بخصوص الرتبة 1 = م في 53.1 ج» وحصلنا فيها على 


الدستور 
الولو = d (a71)‏ (1) 
يمكن كتابة المشتق (z71)‏ في شكل جداء معمم : 
(1ي ,)س = )2-1( 


(وهذا بمفهوم (1). طبعا) . إذا فرضنا ان التابع 2-1 يقبل 
الاشتقاق 5 مرة فإن التابع '(:-م) يقبل ايضا الاشتقاق 7 مرة» اي ان 
- سيكون قابلا للإشتقاق1 + م مرة. ما أن القضية محققة من اجل 
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1 = مفإن الاستدلال السابق قائم من اجل كل ۲= 1. 2...» وهو 
المطلوب. 
63.2 . المشتقات ذات الرتب العالية لتابع ضمني 
أ. نظرية . نفرض ان شروط نظرية التابع الضمني 35.1 محققة : لدينا 
5 (# ,#) © دع 
)2> }م <| JEY: |z—a| <r, ly — b‏ إلا ع ه) عد (V‏ 
والعلاقة 0 = (ط ,4) @ والمؤثر ا مستمر بالنسية ل »ول 
ES‏ 
وقابل للقلب عند ي = هون د ل عندئذ . عندما يكون التابع )¥ OD (zr,‏ 
قابلا للإشتقاق م مرة بجواء ۷ فإن الامر كذلك فبايخص التابع الضمنى 
y (z)‏ الذي يمثل حل المعادلة 0 = )z((‏ نز ,ع) © » ١ع‏ (ے) س , وهذا 
التابع موجود بفضل النظرية 35.1 . 
البرهان . كنا درسنا الحالة4 = م في 1 .45 , واثبتنا هناك الدستور : 
لدف يم 2 ]ر 
لنثبت. بعد افتراض صحة النظرية من اجل الرتبة0 < 1 - م ان 
النظرية محققة من اجل الرتبة م . 
إن العامل الاول هو تركيب التابع ((2) س ,ه) +± القابل للإشتقاق 
1 م مرة حسب فرض التدريج و 13.2 د وتابع القلب (53.2) 
((2) نو )z,‏ ج a‏ والتابع القابل للإشتقاق 1 - م مرة )0 
يتبين من 2 .43 ان العاملين يقبلان الاشتقاق 1 م مرة؛ ثم إن جداءها 
يأقي من ذلك ان 2) 'س يقبل الاشتقاق 1 م مرة, وبالتالي فإن 
() س يقبل الاشتقاق م مرة, وهو المطلوب. 
ب . بصفة خاصة فإن التابع المقلوب (ي) / = س المعرف بالمعادلة 
() © = » و(م)ب = » حيث يكون المؤثر (06/ب قابلا للقلب 
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(65.1)» يقبل الاشتقاق « مرة بمجرد ان يكون التابع (ن) ۾ كذلك. 
2 . أ. قمنا ضمن 48.1 برد النظرية الخاصة بقابلية اشتقاق النقطة 
الثابتة (أو الصامدة) لتطبيق مقلص (23 ,») 0(1 + ۸ × ن)بالنسبة 
لوسيط د الى النظرية 55.1 الخاصة بقابلية تابع ضمني للاشتقاق. نصل 
باستعمال النظرية 63.2 - أ مكان 55.1 الى التمديد الموالي للنظرية 1 .48 
لتشمل حالة المشتقات ذات الرتب العالية: 
نظرية. ليكن (۸ ,») ۸ تطبيقا مقلصا من ساحة مغلقة× ح اف نفسها 
يمثل تابعا يقبل الاشتاق م مرة بالنسبة ل ۸؛ عندئذ تكون النقطة الصامدة 
() س -- » للتطبيق 4 تابعا الاشتقاق م مرة بالنسبة ل «. 
ب . تسمح هذه النتيجة. بدورهاء بتعميم مناسب للنظرية 1 .58 : اذا كان 
الطرف الثاني في المعادلة التفاضلية 
AD — O (, y(t, 30, %)‏ )1( 

)2( Y (t0, A) والشرط الابتدائي : )2( بع‎ 

تابعين يقبلان الاشتقاق م مرة بالنسبة للوسيط + . فإن الحل 

( ,#) س = س للمعادلة (1) مع الشرط (2) تابع قابل للاشتقاق م مرة 
بالنسبة ل۸ . 
ج . تتمتع مشتقات الحل (۸ ,) س بغاصيات ماثلة فما يتعلق بقابليتها 
الاشتقاق بالنسبة ل ۸. وهكذاء عندما يكون التابع (( رن ,) ى »> في 
الساحة المعتبرة» قابلا للإشتقاق م مرة بالنسبة للمتغير (۸ ,ن) › فإن 
التابع #4 هو ايضا قابل للإشتقاق م مرة بالنسبة ل.«. (وذلك 
حسب ب والمعادلة (1) نفسها). يمكن ان نقول نفس الشبىء فيا يخص 
المشتقات الاخرى للحل (2)4,2 الذي نستنتج معاد لاته باشتقاق 
المشتقات المعادلة (1) بالنسبة ل ؛ وذلك تحت فرض قابلية اشتقاق 
مناسب للتابع (۸ ,س ,)© . 
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2 .4 . المشتقات بالنسبة للحقول الشعاعية 
2. نفرض ان لدينا تابعا ‏ + 6 :(2) ع معطى في ساحة © من فضاء 
نظيمي بر بعبارة اخرى حقلا شعاعيا ()ج . من اجل كل تابع قابل 
للإشتقاق ۲ + 6 :(2) © عند كل نقطة م ع + يمكننا حساب المشتق وفق 
الشعاع )ع الموافق له (72.1): 
e @(z) = ' (E (2.‏ )1( 

نحصل بذلك على تابع ل « قيمة في ء سيكون هذا التابع قابلا 
للإشتقاق بمجرد افتراض ان التابع () ص يقبل الاشتقاق مرتين والحقل 
(2) ع قابل للإشتقاق . 

ليكن 2) : حقلا شعاعيا آخرا قابلا للإشتقاق في الساحة .6 . نشتق 
التابع (1) وفق الحقل (م) « : 


» @ وح (م)‎ ٠ (D5) = (P5) n ( > 
"in (z) + O’ (2. 


إن الحد الاول في طرف اليمين متناظر بالنسبة ل و 23.2(8 - أ) 
اما الثاني فهو عموما غير متناظر؛ إذا استبدلنا دورئ ع و ۾ فها بينها 
واجرينا عملية طرح بين (2) والعلاقة المحصل عليها نجد : 

(3) 1 * (Ê * ® (2)) — ة)‎ ١٠ه‎ (2) = ©“ (2)E - mË] )0 = 

ln — n) * ® (2),‏ ۰ 
بجيث نلاحظ ان الاشتقاق وفق الشعاعيين ع و ۾ ليست تبديلية 
عموما. (بديهي ان خاصية التبديل قائمة عندما يكون 5 و ٩‏ غير 

متعلقين ب اي عندما(.0 = (2) :د (م) '8). 

بمثل القوس المعكوف في (3) شعاعا (حقلا شعاعيا إذا اخذنا بعين 
الاعتبار التعلق ب2)؟ نرمز لهذا الشعاع ب © [د عا 9 و 12 
اختصاراء [0 ,8] . يسمى هذا الشعاع معكوف الشعاعين 5 و 08. إن 
كان هذان الشعاعان ثابتين » نحصل على 0 = [ ,ع]. لدينا بطبيعة الحال. 


)2( 5 


(4) lë, nl = —n, .لع‎ 
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2 . نعتبر فما يلى التفسير الهندسى لمعكوف الشعاعين وكذا بعض 
المسائل الهندسية. ليكن ) ع و (2) « حقلين شعاعيين قابلين للإشتقاق 
في كرة(م > | م »| :× ع ) = #نتناول المعادلة التفاضلية : 


dy 7 29) 2 


)1( 
إذا كان المشتق ري ٬ع‏ للحقل مستمرا فإن المعادلة (1) تقبل حلا 
وحيداً  18.1(‏ ب) من اجل كل ٤۷‏ :؟ يعين هذا الحل من اجل 
1 8>|:| صغير بكفاية التفاتشاكل ,7 من جواد للنقطة © على 
الجواد الموافق له للنقطة »)سمس (78.1 .)١-‏ ليكتن 
(50 >> > > 0 ,(4) 2) = 1 منحنيا قابلا للإشتقاق ينطلق» من اجل 
0 = >». من النقطة ۾ في اتجاه الشعاع (م) «. يحول التفاتشاكل ,7 هذا 
المنحنى الى منحنى قابل للإشتقاق (,؟ > ۲ >> 0 ,((۲) 2 ,ا) 7) = 
ينطلق » من اجل (0 = > من النقطة .(» ,) ر . يحول المؤثر الخطي 
2 الشعاع (4) * = (0) ۶ الى شعاع ماس للمنحنى ,1 عند 
 93.1(+ =0‏ د) نرمز له ب (ه) ٩‏ ؟ نقول عن (ه) ," إنه نتيجة 
نقل الشعاع )+ الى النقطة( 46 بواسطة الحقل .(م) ع 
هناك الآن شعاعات عند النقطة (م ,)لط ؛ الشعاع الابتدائي 
((© 6) 8) 1 والشعاع ,(ه) , الناتج عن نقل (ه) +« بواسطة 
الحقل .(ء) ع . يمثل الفرق (م) ,» -((ى ,/) 8) 7 الانخراف بين 
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mm = )y(, y (0, z2) =z 


: اى الكمرة:‎ 
lim [n (y (f, a))— ne )0([, الج‎ 


مشتق لي (1.16) للحقل «ا(©) وفق الحقل (5)2 عند النقطة 


جح 3 
لنحسب مشتق لى.. لديا 


" (y ,غ)‎ 2)) = n (y (a) + ty’ (a) o (£)) = n (a) + tn’ (a) 5 (a) + o (4) 


n (a) = A ® (a) = [E + 15' (a) + o (D] 1 (e) = 
= 1 (a) + 25/ (a) n (a) + o (4) 


3 


منه يأتي 
n (a) E (a)— Ë' ) 0)‏ = [(م) ne‏ — ((ه ,( ( [n‏ سنا 


وبالتالي فإن مشتق لي للحقل (م) ,ه وفق الحقل ()ع عند النقطة 
© = ت يطابق معكوف ا٤‏ ,| المعرف في 34.2 . 
2 . نقدم هنا إنشاء مباشرا للمنحنى الذي يقبل الشعاع (ه) [» ,ة] 
كشعاع موجه. للقيام بذلك نجري الانشاء الهندمي التالي (الرسم 2 .4 - 2 ) 
تشيت عدد 4 (ضغير بكفاية) ننطلق من النقطة م وفق مسار الحقل 
د 3 6 المعرف با معادلة : 
(2) 5 = 
للوصول الى النقطة.(ه ,) ه = êb‏ ننطلق من هذه الاخيرة وفق مسار 
الحقل (و) ۾ المعرف بالمعادلة 
(0)0) ہے تللق 

الى ان نصل للنقطة: (ط ») لا حاء ؟ بعد ذلك ننطلق وفق مسار الحقل 
(2) 8 الى النقطة (© ,5-)* = 4 اخيرا ننطلق مسار الحقل () * الى النقطة 
.0 ,5- ) يو = م عندما يتغير الوسيط ء فإن النقطة () م = م ترسم في 
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الساحة ۷ منحنا L‏ ينطلق .من النقطة u.‏ من اجل .0 = و لنحسب موقع 
النقطة () ٠‏ بأخذ بعين الاعتبار لامتناهيات في الصفر من الرتبة الاولى 
والثانية بالنسة ل.5, نطبق الدستور :)2( U16.17‏ 


)1( 2(9) بد‎ )0( = tr )0( + "مك‎ (0) + o (°) 


$) 





لدينا فما يخص اول الاربعة اقواس هذه: 
)2( مدر (0J‏ ها ع a, x (0) =Ë (a), 7 (0) = r‏ = )0( 
(z)-2' (9 lo =Ë' (a) 5 (a),‏ = ` 
بعد ذلك يأخذ الدستور (1) الشكل : 
tË (a) + 5-E’ (a) Ë (a) + 0(1).‏ ده )( نه 
باستخدام هذا الدستور الاخير وامثاله نجد : 


(3) 


b—a= sk (a) ل‎ _Ë' (a) (a) + o (8, 
c—b =8 (b) +, n (b) 1 () +o (5, 
d— e —s (e) +. E (e) 5 (e) + o (5), 
سم‎ d= — sı (d) +! )4( n )4( + o (5. 
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لنكتب كل معاملات * بدلالة 4) '8,(ه) ع ۵۰) ٩‏ (7)4١نلاحظ‏ 
بهذا الخصوص ان: 
)4( 
(b) = n’ (a) Fo (1),‏ "و ,)1( (a) 4-o‏ ع )( n‏ 
(e) +0 (1),‏ 'غ = (e)‏ 'ع 000 
n )4( = n (a) +o (1), n’ (d) = n! (a) + o (1):‏ 
إذن يمكننا في الحدود ذات الدرجة الثانية في (3) تعويض ١,ط‏ و 4 
ب .» فما يخص الحدود ذات الدرجة الاولى يجب ان نحتفظ فيها ليس 
بالحدود الثابتة في (4) نحسب بل ايضا بالحدود المتناسبة مع :6؛ لنقارن 
اذن العبارات: 


[ ود رمو‎ (a) +“ (a)-sË (a) + o (s) ; 
)( ر‎ 
| = ع‎ (a) + 5' (a) (sË (a) + sm )©( + o (6) ; 
| n (@) وح‎ (a) +“ (a) )55 (a) + sm (b) - 5ه‎ (c)) + o (s) = 
= 1 (a) 1 ' (a) sm (a) + o (8). 


بنقل (5) و (4) في (3) والقيام بالجمع نحصل على : 
(e) -‏ 1 ه) أدج + 0( [E (QE (0 (E‏ تسوه 

(6)  _fr(aE(a— E )وم‎ +E 06م‎ (e)— n! (a) (a) + 
+3 n (a) (a) ] +o ]هك قم‎ (E (0~ 8 40011 

E] (a) + o (8.‏ بعك )5( 10 ` 
إذا اخترنا على المنحنى ,ل » الوسيط هم بدل # فإن الشعاع الموجه لهذا 
المنحنى عند النقطة » سيكون الشعاع (م)[ج ,م) بفضل (6). 
2 . لنعبر عن معكوف حقلين شعاعيين 5 و ١‏ في ع7 بواسطة 
مركباتيهيا.ليكن:6©0.... .نه اساسا مثبت ل م8 وليكن 
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B2)‏ لل - E)‏ د 9 8 ده . إن المشتق ي( هو 
الان الخطي 8 ي فى تقش اا رالاناس 

| كيك | (52.1 - أ) بطريقة مائلة فإن المشتق (ع) ٠‏ هو المؤثر 
الخطى ,8 ج ,© المعطى في نفس الاساس بواسطة اللصفوفة || حي | 
بالتالي فإن الاحداثية ذات الرتبة .: للشعاع [» ,#] تكتب على الشكل : 








.)ب ل سر t= n (EN = J (FF‏ )01 
تحدر الملاحظة الى ان ا (1) قائم في كل جلة احداثيات منحنية : 
Y(t <s n, i=l, cc,‏ ع ريز 
حيث تقبل التوابع (1:)2 مشتقات مستمرة من الرتبة الاولى والثانية. 
لاثبات ذلك نرمز (كا في 65.1 د) ب .كلل دروو 
,رم إن المصفوفتين |إرمو|| 66||رءم || تقبلان القلب 
ثم ان الواحدة متها مقلوبة الاخرى» إذن .ية = روريم 2 . اذا كان 
:8 ,ع مركبات الشعاعين 5 و *» ضمن الاساس الابتدائي 
مم ٠...١‏ رو و وا ,۸ المركبات ضمن الاساس المحلى (ه) مع ,... ,(©) وم 
sS SS‏ ل ا ا 
ù TE‏ جد يعرة BD‏ =0 أن: qate, T= 2 p0.‏ 5 





م من اجل كل نايع اتوم فإن شتو مشتق هذا التابع بالنسية ل IR‏ يكتب 
م 0 1 
على ا يو Pat‏ 0 00 3 ليك ن اخيرا 


1 


«ركرة 5 n=‏ (8 -. يأقي بفضل کل الدساتير المحصل عليها : , 
By ) 0‏ ل بز (ae‏ رما ناد ]نم 3= 

. نكتب في البداية الحدود الاولى 00 الاحدائيات الجديدة:‎ 
2 Pum = J Pu 2 ميرو‎ 2) - EF ar (2 {sis )٠ P= 


1 شي مشر برط ملام رو روم 2 + E‏ رودو مناير روريم 2 


th, r,l,a iR,r,l,8 
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ما ان ,مر = ,.#ريم ل2 فإننا لا نحصل سوى على الحد الموافق 
٠ز‏ = وعند اجراء عملية الجمع على 5 ؟ وبفضل rı,‏ = يرصمو DJ‏ 


فإنه لن يبقى سوى الحد الموافق .1 م .اخيرا 0 





gp ° (2)‏ لسارو 2 + كك بل 2 32 اد 
نلاحظ ان .اک ہے 24 0 . بالتاليء ونظرا لتناظر المشتقات الثانية 
ا دن الجموع الانقى باقر اة 83 “ . بفريض 


hol, PM, Ae j MË, 

وبطرح ا مساواة المحصل عليها من (2) نصل الى العلاقة : 
(r)‏ 5 - رد )م 3= 

وهو المطلوب. 

2. نفرض ان لدينا في ساحة ,,8 = ×ے ي حقلا شعاعيا 
”5 .... ,8 مستقلة خطيا عند كل نقطة .6ع . نريد ان نختار بجوار 
نقطة ,6 6 » جملة جديدة ( محلية) من الاحداثيات بحيث تكون لمركبات 
الحقول "غ ,. . . ,اع بسط شكل ممكن. نضع :0 = » نختار ونثبت فضاء 
جزئيا 1 جموعه المباشر مع الفضاء الجزئي ,۸ المولد عن الاشعة 


(0) ”5 ,. . . ,(0) “5 يمثل كل الفضاء × . ليكن (م ,,م) أ حل المعادلة 
,)ع سے کے 


من اجل .4 = . نعتبر كرة (م > ]| ۸| EH,‏ 8) - ,آآفي الفضاء الجزئي 
۸ ومتوازيالوجوه(8 > | ۽ | ,(0) €Rm:i z= PE‏ ه) = fimo‏ 
الفضاء الجزثي..رم . من اجل |١١‏ 56 بكفاية یئل 
(م )٤,‏ ته تابعا قابلا للإشتقاق بالنسبة لمتغيريه. نصل الآن كل جموعة 
متكا م1 | ,8< (he stm nto << PD) ltl‏ 
وفق القاعدة التالية 
a" (m-1, m-2)‏ ع grt‏ 5 5( ,و( e‏ = 22 : (8 ,)ا ع ايع 


2" = TF” (tm, m-4) 
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بعبارة اخرى» كي نعين النقطة ,7 ننطلق من النقطة * ونتبع مسار 
الحقل :م حتى النقطة 72 الموافقة للقيمة / للوسيط؟ ثم نتبع مسار 
الحقل ع حتى النقطة *2, الموافقة للقيمة ,ا للوسيط. وهكذا على 
التوالي حتى النقطة -(دمه ,)"م - ج 
إن التطبيق(,/ Pm ٠‏ ,م ,.. .  )4,‏ المحصل عليه قابل للإشتقاق 
حسب ما رأينا اعلاه؛ نرمز له ب .() ۸ . يحول التطبيق (2) × كل شعاع 
من 17 الى الشعاع نفسه » كايحتفظ ايضابالاشعة(0) ”ع ,. . ,(0) 1ع ولذا فهو يمثل 
تطبيقا مطابقا؛ ينتج من ذلك  665.1(‏ ج) ان التطبيق (2) ۾ يقبل 
القلب بجوار النقطة 0 وان الكميات م٠‏ ,. . . برجو بسا . . ,۾ يمكن 
استخدامها كاحداثيات جديدة بجواره. لنر ما هى مركبات الاشعة 
”ع ,... ,'ع ضمن جملة الاحداثيات هدهي ` ۰ 

لتكن ,5 مموعة النقاط ذات الشك[(م ,,ا) في ساحة تعريف 
التفاتشاكل 77 . من الواضح ان بعد هذه المجموعة هو 4+:-” وان نقاطه 
تكتب ضمن جلة الاحداثيات الجديدة على الشكل: (#7...., 
بب #,0.....0., 4 . إذا غيرنا فما الاحداثية ,4 فقط فإننا نحصل. حسب” 
الانشاء» على مسار من مسارات الحقل '5. كشعاع موجه لهذا المنحنى » له 
إذن ضمن جملة الاحداثيات الجديدة, الشكل  65.1(‏ د): 





الرسم 2 .3-4 
على ,ى . (0 ,... ,0 41,7 = اع 
إن المجموعة ء5 المؤلفة من النقاط ذات الشكل ,ی ع , ,ت ,وه) 2ت لها 
بعد يساوي:2 + .م © تكتب نقاط هذه المجموعة في الجملة الجديدة 
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على الشكل(م۸ ,... ,ربجم ,0 ,... ,0 بوا ,,#)واذا غيرنا فيها الاحداثية 
و فقط فإننا نخصل على مسار من مسارات الحقل .ع 5 بالتالي » فإن 

الشعاع ,:ج » بصفته شعاعا موجها لهذا المسار هو ش 

على 0 }0 .2 ,1,0 ,0) = 5 


نواصل بنفس الطريقة فنرى ان المجموعة »ي المؤلفة من النقاط ذات 
الشكل ,(و۔ 2۸ ء.,/) 7 » o‏ ؛- »ةع لها بعد يساوي ;م + "س ير 
نلاحظعلى هذه المجموعة ان الشعاع *ج يكتب ضمن الاحداثيات الجديدة 
على الشكل: 
على A OPO peas ES,‏ (1( 


نلاحظ ان مركبات "غ لم نجدها هنا الآ على .,ى. في الحالة7 = 
وحدهاء حيث بعد ,ى يساوي « والمجموعة 5# تطابق في الحقيقة 
الجوار المعتبر للنقطة .0 » فإن مركبات الشعاع ‏ معلوما في كل هذا 
الحواد: 
جو .}0 ...1,0 ,0 ,...,0{ — E"‏ 
ينتج من الدستور (1) ان لدينا على ,8 : 


(E =0 ,وال .. لعن‎ =0 (=m, ..., 


نستنتج من ذلك العبارة التالية E: J}‏ 


= (Ft i-i) + 5 (E tt!) = 


ييه 7 1-21 





_ 8 5 Ei, 


2 4 . هل توجد سطوح مغلفةلٍ .م حقلا شعاعيا؟ 


5 لیکن E" () m‏ .. ,)2( اع حققلا شعاعبسا معطاة في 
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ساحة,8 = لاح ©وهذهالحقولخطياعند نقطة © € # نرمز ب (#) 7'للمنوعة 
الخطية المولدة عن هذه الحقول عند النقطة ×. نقول عن سطح م بعده :7 
واقع في الساحة ©  93.1(‏ ر) إنه غلاف (أو مغلفة) لجاعة الحقول 
(ه) ”ع ,. .. ,(2) "غ إذا كانت المنوعة الخطية (2) الماسة للسطح م (93.1 
- ر) عند كل نقطة ‏ مطابقة للمنوعة.(2) 7 نطرح السؤال التالي : 
هل يكن تمرير سطح مغلف بنقطة معطاة 6 6 2؟ إن كان الجواب بنعم 
فهل هذا السطح وحيد ؟ 

ليكن ,4 - م بحيث ان الأمر يتعلق بحقل شعاعي واحد.(م) ‏ = () اغ 
يرد مفهوم السطح المغلف في هذه الحالة الى مفهوم مسار الحقل: (م) ع إذا 
قبل الحقل () عمشتقا مستمرا فإن الجواب عن السؤال المطروح اعلاه (بما 
في ذلك الواحدانية) سيكون بنعم وذلك بفضل النظريات الاساسية لنظرية 
المعادلات التفاضلية (78.1) من اجل ,1 < #فإن قابلية الاشتقاق المستمر 
للحقول رى "ع ,. . . ,(ج) :غير كافية. لديناالنظرية التالية: 
نظرية. نفرض ان الحقول(2) "ع ,. . . ,(2) 8 مشتقات ثانية متسمرة في 
الساحة .6 عندئذ لكي يوجد سطح مغلف ير بنقطة معاطة كيفية 
,6 © »يلزم ويكفي ان يكون (2) 7 € [(2) 8 ,(2) '5] مها کان ۴ #عند 
توفر هذا الشرط فان السطح المغلف المار بالنقطة 6 € »وحيد . 


نقدم البرهان على هذه النظرية في ج » د . 


ب .توطئة .ليكن (م8 -0 € دد,(ه) سي ۸ع  )‏ م سطحا في ساحة 
() 5 » ,اح € حقلا شعاعيا ماسا للسطح 7 عند كل نقطة.2 € ه عندئذ 
بمجرد ان يكون (س) ص وري عقابلين للاشتقاق باستمرار فإن كل مسار 
للحقز (2) ع المار بنقطة م ع لزن ,... ,9) © = م يقع باكمله على.م . 

البرهان . من اجل كل نقطة ءعلى السطح,5, فان المنوعةلماسة (2) ” تقبل 


TT 7‏ 8 8 
اساسا مؤلفا من الأشعة بوي ,.. ...02 (93.1 - ر). يقع 
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اقمع زواع تراك رداك اونذا يكن iS‏ 
r‏ < )ت( ر 2 = 0 سو ))( )رو 0 20ر9 5 = (ه)ة 


j= 
إن التوابع )2( ر قابلة للاشتقاق 0 كما هو الحال بالنسية للتوابع‎ 
للفضاء‎ e, . .., ©, ,ع مركبات الحقل 2) ع وفق الاساس الابتدائي‎ )2( 
ع )م و... 4 حا وفق‎ (j وبالنسية للتوابع () رع مكربات الاشعة‎ × 
ك2‎ 
لد العا جلك الت‎ 
حدم‎ 2 ıe, 5~ 3 =3 gij, B= 2 91 Sur 5 = 3) BP ti Set 
1 اح ,ا‎ 
وهذا بعد ان نختار في الجاعة الاخيرة من العلاقات +7 علاقة مستقلة خطيا‎ 
وحل الجملة المحصل عليها طبقا لقاعدة كرامر( :06826 ). الامر كذلك‎ 
فيا يخص التوابع () رم‎ 
= py (U, ..., Um), Uj (0) = u}. : لنتناول جلة المعادلات‎ 
ب س يوافق هذا الحل منحن‎ u). تقبل حسب ما رأينا حلا وحيدا‎ 
زح ,رماس للشعاع,) ع عند كل نقطة من نقاطه. نلاحظ ان مثل هذا‎ 
المنحنى في .8 يمثل مسارا للحقل: () #يتبين من نظرية الوحدانية 78.1 ان‎ 
المسار بالنقطة 0 وحيد » وعليه فهو يطابق تق .مح ,م ويذلك یم‎ 
. البرهان‎ 
ا هال لازلز ارف ل واس ف ار‎ 
اع‎ (2), ..., Ê” (2) 
يمر بالنقطة 0 6ه رأينا ضم 2 .34 ان الشعاع‎ 
{ê (a), 8 (a)J 
شعاع موجه لمنحنى ,1 نحصل عليه بانشاء سلسلة اقواس‎ 
مسارات للحقلين .(8:)2 6ه (ه) اع . بما ان هذين الحقلين مماسين فرضا‎ 
للسطح ر وان بداية القوس الاول هي النقطة ,5 € ۾ فإن كل هذه السلسلة‎ 
تقع على السطح ,درء وهذا حسب التوطئة ب ؟ ينتج من ذلك ان الشعاع‎ 
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duy ) 
dt 


)©(١‏ 87 ,(») *5] مماس ايضا للسطح ,م ولذا فهو ينتمي الى .(0) 7 » وهو 
المطلوب. 
د . البرهان على النظرية أ ( كفاية الشرط ) . نتعاطى الحقول 
.)"8 ,. . . ,(») :8 ونعتبر بجوار نقطة © 6 © جملة الاحداثيات الخاصة 
a‏ التي ادخلناها في .2.45 . تحقق المركبات 
() 3غ ,:.. ,)نع للحقول (2) غ في هذه الجملة. مثل ما هو في اية 
ججملة احداثيات. العلاقات : 
C? (x) E",‏ ل ]غ ,أع] (1) 
حيث (2) 0 معاملات مستمرة ومعرفة بطريقة وحيدة. يمكن ان 
نكتب على المجموعة m+, . . ., PR}‏ ,0 ,... ,0 بوث Sa = {t,‏ باستخدام 


الدستور 2 .3(54): 


5 عل 0 ننه att‏ : 
CPR.‏ حا و Ë', = gy‏ )2( 
نستعمل هذه المعادلات من اجل مر ,3م . ينيتج من 
2(42) ابضا» من اجل نفس القم ,مر ,... ,4-3 ان لدينا 
العلاقات. 
oF‏ 03 
E‏ سد عمسا ين 


يمكن اعتبار المعادلتين (2)-(3) كجم(2 - 2) :7 .عادلة تفاضلية ( بالمتغير 
المستقل و ) بالنسبة للمجاهيل (البالغ عددها2 — n (n‏ 


(م ,... ,3= #) سرع ,... ,غ حيث المعاملات 9 و CF‏ 


مستمرة. من اجل ,0 - وا » اي على ,,ى » فإن كل التوابع المجهولة 
منعدمة» وبالتالي» بفضل نظرية الوحدانية» فهي منعدمة من اجل كل القع 
المقبولة ,يا .أي كل ..5. هكذا فإن مركبات الشعاع اهم على .و5 
نكتب » ضمن افتراض النظرية » على الشكل : 

(4) E" = {Ef Bj 0, <. 0): 
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وبالتالي نكتب العبارة رهج ,۴1] على وى في شكل اكثر بساطة من 
الشكل الناتج عن 2 يع م 
ب رعق ,1 (5) 
ثم » على المجموعة (,/ ,. . . ربسا ,0 ,. . . ,0 .و1 روا وا = و؟ ‏ تعتبر 
بطريقة ممائلة الجملة التالية المؤلفة من  3(‏ ب يم معادلة تفاضلية عادية 
بالمتغير المستقل ,, والمجاهيل (البالغ عددها ( 
Eh... EF (km4, ..., n)‏ : 


m 


عع 8 
CFR,‏ )2 تت س N‏ = م5 ,51 


Î 


OR _ #6 _ ل‎ 


dl ûf سن‎ 01 


0 

| ]57, ب = بزاع‎ 3 & 2 Ctr 
5 0 

( 








حيث ان معاملات هذه الجملة مستمرة دوما. من اجل ,0 = يإ أي 
بفضل نظرية الجا فهذه التوابع منعدمة على كل و5 . وهكذا تكتب 
مركبات الشعاعين :اج و غ على ,رى كالتالى : 
,}0 وء ٠>‏ ,0 33 3 0 -- 3 
.}0 و ا و0 5 د {j‏ > 
وبالتالي تكتب العبارتان ]غ باع] 9ھ EJ‏ ,]عى وگ في شكل اكثر 
اة 


ی EF =, {8*, Ê‏ .)7( 
نواصل بنفس الطريقة فنرى. على المجموعة:5:(” ,... ,1 -- #)ان كل 
مرکباتالاشعة E,‏ ,. .. ,ا ابتداء من الرتبة (14-#) » منعدمة وان . 
العبارات زاع ,ع > 1) تكتب على النحو: 


(8) E, درا‎ Ê (=1, k=) 
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من اجل ,س = م فإن المجموعة م5 تطابق جواد للنقطة ۾ . إذن 
نلاحظ بحوار للنقطة a‏ ان مركبات الاشعة ”8 ,... . ,0 ابتداء من الرتبة 
(1 + )ء منعدمة. الا ان التمثيل(0 ,.: ,0 ,لغ ,.. ,*) = *خ يعنى ان 
الشعاع * ماس لكل سطح {hy mı m+ <. ha)‏ = م حيث 
تتغير الوسيطات ما ,. . . ,راء اما الكميات م ,. . . ,۴+1 فهى ثابتة ؛ إنه 
ماس» على وجه الخصوص» عند النقطة ۰ 


do = (BH, . . رك ب‎ ras. < R$) 6 
المنتمية الى 8 للمنحنى‎ 
ل { = 1 حيث‎ ++ (ao), . . ., th + 51 (ao), Bru. .., RB}. 


5 >> | > |الذي يقع على السطح ۶. نرى ان هذه السطوح ذات ابعاد 
تساوي 8 وتر بكل نقطة بجوار النقطة 8. وبالتالي فإن وجود السطوح 
المغلفة قد اثبت. 

يبقى اثبات وحدانية السطح المغلف المار بالنقطة المعطاة 8. لنفرض ان 
هناك سطحا مغلفا آخراً تر معطى بتابع (2)0 - ۾ قابل للإشتقاق 
باستمرار غير مطابق للسطح ۶ في اي جوار للنقطة 60 . نختار على السطح 
۶ منحنيا ((2) :د = «) << ايمر بالنقطة © ولا يقع باكمله على 8. تكتب 
معادلة هذا المنحنى ضمن الاحداثيات الجديدة, على الشكل : 

(TD, Ama (TD, ..-, hp (©)‏ ور ,. .. ff (T),‏ = © ) نه z=‏ 
وشعاعه الموجه هو: ` 
x’ (T) = {tj (0D, <. th (Ds, Phu (D, <. Bn (TD).‏ 
اللا ان الفرض يقول بان المنحنى 1 ماس عند كل نقطة × للمنوعة الخطية 
(2) 7 المولدة عن الاشعة .(2) ”8 ,. . . ,(2) "8 رأينا ان المركبات الاخيرات 
البالغ عددها - #لهذه لاشعة ضمن الاحداثيات الجديدة» منعدمة؛ فالامر 
إذن كذلك بالنسبة للشعاع .(2) 'بده . وهكذا ش 
h4 )( = 0,‏ = ...= )يبو 2 أي 


ان التوابع (©) ,8 ,... )١(,‏ يبد ثابتة على المنحنى ؛ إذن يقع المنحنى ا على 
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السطح < وهو ما يناقض الفرض . انتهى برهان النظرية. 
2 .74 . هل توجد جل احداثیات لا شعاعا موجها معطی ؟ 
لدحن () Ê"‏ ,... ,)2( اع ظ 
حقولا شعاعية معطاة في ساحة G cX = Rn‏ » مستقلة 
: خطيا عند كل نقطة EG.‏ نطرح السؤال التالي : هل توجد في الساحة 
.»» أو على الاقل في جوار نقطة معطاة ,6 € #جملة احداثيات ( منحنية) 
بحيث يكون هناك تطابق بين الاشعة(م) ”ع ,. . ,(2) :5والاشعة الموجهة 

م احدائية. 
له ,. . . حط ,س ,. . . ,,4) جلةاحداثياتمن النوع المطلوب» حيث ان 
الشعاع () اغ شعاع موجه للسطر الذي لا يتغير فيه سوى الاحداثية ١ا‏ 
اما باقي الاحداثيات فثابتة. إن الشعاع (») غ يكتب ضمن هذه الجملة 

الشكل : 

على ب(0 .ا ك4 ,... ,0( = )2) E‏ 

بحساب [تع ,'ع] في هذه الجملة وتطبيق الدستور 44.2 نرى ان 
.0 2 71 ,:غ8] وهكذا فإن الشرط 0 عد إاع أ لازم لكي تكون جلة 
احداثيات من النوع المطلوب موجودة. لتشت ان هذا الشرط كاف ايضا. 
نبين ان جلة الاحداثيات ,2 ,. . ,ر+ور8 ,ما 6,٠...‏ المنشأة انطلاقا من الحقول 
(ه) "5 ,.. ,(ه) “ع حسب القاعدة 54.2 تتمتع بالخاصية المطلوبة. بالفعل» 
عندما تتوفر شروط النظرية 2 .64 . فإن مركبات الاشعة () غ » ضمن 
الاحداثيات الجديدة. تكتب على الشكل . 

Ê (z) = {A (Z), ..., A )2(, 0, ..., 0.‏ 
لدينا المساواة (2 .54-(2 )) التالية على المجموعة 
ha}.‏ و وو وهه ,0 1ق ووهه (fı,‏ ج S1‏ 


0 + 
كب 1 ذا ,أ5] =0 


fir 
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ينتج منها أن مركبات الشعاع اع ثابتة على الخطوط الشعاعية للحقل 
ممع » الآ ان الحقل اج . من اجل 0= ,بم اي على ,ی له 
المركبات (0,....1.....0)؛ كنا راينا ان له نفس المركبات على .ريرك . 
عندما نطبق بطريقة ماثلة المساواة 0 [“ع ,'غ] نرى ان الحقل ام له 
نفس المركبات على وى ؛ بمواصلة هذه العملية تثبت ان لهذا الحقل 
نفس المركبات على ,و » وبالتالي في جواد للنقطة ه. وهكذا نرى ان. 
الحقل :ع موجه للإحداثية ذات الرتبة 1 من جملة الاحداثيات الجديدة, 
وهو المطلوب.. 
إذا كان1 = س أي إذا كان هناك حقل شعاعی (ء) ع اع واحد فإن 
فرض النظرية محقق بصفة تلقائية؛ وهكذاء إذا تعلق الامر بحقل شعاعي 
واحد () 25 فانه توجد دوما جلة احداثيات يكون من اجلها الحقل (2) ع 
حقلا موجها الاحداثية من الاحداثيات. 
نشير مرة اخرى الى ان وجود جملة احداثيات من النوع المطلوب غير 
مضمون الا في جوار لنقطة معطاة 6ع م حيث تقوم الاستدلالات 
5 . 
5 .5 . نظرية فروبینیوس ( ونالمع7]00 ) 
2 .15 . طرح المسألة. نقوم بدراسة معادلة تفاضلية من الشكل : 


.)2( بن ,ه) © = (م) y'‏ )01( 


ينبغي ان يكون التابع المجهولري) ن معرفا فيجوارء على الاقلء لنقط 
8 من فضاء نظيمي بر ويأخذ قيمة في فضاء نظيمي لا. حتى يكون هذه 
المسألة معنى يجب ان نفترض بأن التابع (1 ,) © معرف على جداء ساحتين 
كيفيتين ۷ ؛» ».3 ن من القضاءين إ و على التوالي» وانه يأخذ قيمة في 
نفس الفضاء الذي ينتمي اليه ,2) 'س اي في (¥ ,)1 . 

نستكمل المعادلة (1) بالشرط الابتدائي 
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)2( 
EV.‏ مع (a)‏ ره 
إذا كان,8 = ×» فإن (1) تمثل معادلة تفاضلية عادية. في هذه الحالة 
وكا رأينا في 26.1-16.1. فإنه يوجد جوار للنقطة 8. يكون الحل 
المطلوب (2) ر معرفاً عليه ووحيداء شريطة ان تتوفر بعض- الشروط على 
التابع(0 ,#) (استمرار» شرط ليبشيتز بالنسبة ي ٠‏ قابلية اشتقاق). في 
الحالة العامة حيث:/ < × فإن شروط قابلية الاشتقاق. رغم تعقيدهاء 
غير كافية لحل المعادلة (1): يجب أن يحقق التابع )س ,2) © 
بعض المعادلات الخاصة. 
نعالج الحالة التي يكون فيهاد!4 = ۲ ,و8 = × إن المعادلة (1) تكافيء 
في هذه الحالة جملة معادلتين تفاضلتين جزئيتين: 
ze # O, (Z1, Fa, Y),‏ )و 
)3( 
OD» (T1, 72, ).‏ = وت ت e)‏ 2( 9 
نفرض ان التابعين ,© و وص يقبلان الاشتقاق في الساحة ۷ × ل 
عندئذ. عندما يكون الحل موجودا فهو يقبل تلقائيا مرثين » 


0 ا 0 
وبالتالي يحقق شرط تناظر المشتق الثاني (23.2- ج): .يوم = يسيم 
لدينا بفضل المعادلتين (3): 
,))و7 ,%4( (Fı, Ta, YJ‏ و سي = ((وz D1 (F1, Z2, Y (T1,‏ حي 


وهذا يؤدي» حسب (3) ايضاء الى العلاقة. . 
Za, J) >‏ ,21( وه 0 ® +„ )¥ و OD, (z4,‏ 
07g‏ 


ألا (zı, a,‏ ره 0 ب 0 2 


02 1 


التي تتحقق بمجرد وجود حل للجملة (3). بخصوص حل معطى 
(و2 ,:#) » نرى ان هذه العلاقة محققة تطابقيا بالنسة لکل القم بن 
و2 © Za)‏ ) ين »2 3 إذا استطعنا » من اجل اية اعداد ثلائةط Ca,‏ حيبت 
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زوه ,ره) 7ع ؤ ,ت ع ايجاد حل يحقق الشرط ٠‏ = 20 ,2) # فإن العلاقتين 
(3) محققتان تطابقيا بالنسبة لكل القم :© = وت ...يه = و y= b«‏ 
يوحى لنا هنا المثال بالشروط الواجب توفرها لحل المعادلة (1) في 
الحالة العامة . إذا وجد حل (2) ي للمعادلة (1) وكان التابع (ر ,#) ت قابلا 
للإشتقاق في الساحة۷ × #فإن التابع (2) س يقبل الاشتقاق مرتين» وبالتالي 
فإن شرط تناظر المشتق الثاني 2.32 محقق : لدينا من اجل كل × )۾ 
(x) hk = y" (x) kh.‏ "ين 

حسب المعادلة (1)» فإن نشر المشتق الكلي باستعمال مرة اخرى 

(1) يعطينا العلاقة. 

(4) (2 + 2 o) = (+, O) 
المحققة من اجل كل # و بمجرد وجود حل للمعادلة (1)؛ ثم إن‎ 
ر عندما تقبل المعادلة‎ : ٠ العلاقة (4) محققة من اجل كل ه. + و‎ 
. حلا (2) و يحقق أي شرط ابتدائي م = (م) ين‎ )1( 

2 . نفرض في البداية ان المعادلة (1) مع الشرط الابتدائي (2) 
تقبل حلا في جراء !7 > | 6 - | :#) =۷ للنقطة 8 ولنقدم بعض 
حاصياتها لیکن × ع ۸ شعاعا كيفياً, م > | «| ؛ نعتبر الحل (2) بن على 
القطعة المستقيمة1 + ۾ = )١‏ 1 > : > 0 هنا يمكننا تناول (2) س كتابع 
للوسيط العددي.!0,1اع:. نرمزا0):ء]ن = (0)م عندئذ 

)| “نا = 9) )ا ر ب 9) “» كا تأخذ المعادلة (1) الشكل : 


ش (a + th. o (0) hk.‏ © = )( انو 0 
إنغا معادلة تفاضلية عادية بالنسبة للتابع () م ذي المتغير 
11 ,610 4 لدينا من اجل 0 + ۽ : ٠ (0) = y (a) =: b‏ 
بحيث أن المعادلة (5) تستكمل بالشرط الابتدائي : 
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.6 = )0( پ 9 


إذا كان التابع( ,) #قابلا للإشتقاق في الساحة۷ × ر فإن التابع 
م (2) م ,۸ء + ») © الوارد فيالمعادلة( 5 )يقبل ايضا الاشتقاق ( بالنسبة 

()» إذن تحقق المعادلة (5) شروط وجود ووحدانية حل المعادلة 
التفاضلية المعطاة بشرط ابتدائي معطى. يأتي من ذلك أن: كل حل 
للمعادلة (5) بالشرط (6) لايمكن الا أن يكون وحيداً. بالتالي فإن قم 
حل المعادلة (1) بالشرط (2) معرفة بصفة وحيدة على كل قطعة مستقيمة 
ةه بوعليه فهي معرفة بصفة وحيدة في جوار النقطة 8. لدينا اكثر 
من ذلك : تسمع النتيجة التي توصلنا اليها بايجاد هذا الحل بمجرد العم بانه 
موجود: يكفى بالفعل ان نكامل المعادلة (5) والاخذ بعين الاعتبار 
افر عن مدل ا ا و وک ثم وضع 

y ها‎ (t)| = م‎ (0. 

2 . نفرض الآن اننا لا نعم شيئاً حول حل المعادلة (1) ولنقم 
بانشاء حلها نحن نعرف الطريقة التي ينبغي اتباعها: يجب مكاملة المعادلة 
(3) مع الشرط (6) على كل قطعة۸! +- »ه -- 2 >> : >> 0. تحوي هذه 
المعادلة الوسيط 8. تسمح نظرية حل معادلة عادية مزودة بوسيط (61.1) 
ان نقول بانه يوجد عددان0< م ,0< 8وتابع (۸ ,) + قابل للاشتقاق 
بالنسبة / يمثل. من اجل كل ,7 ,8,8 >> >> 0 ,م >> | ٠|‏ حلا 
للمسألة  )5(‏ (6). 

نقتصر الآن على قطعة مستقيمة واحدة.4/ + ۾ = + حيث © / 
معطى » ونضع «لم/ لد o ms a‏ ¢ نعين الكمية .(۸ ,ما) Q‏ = 20) س. علينا ان 
نبين بان القيمة (20) س لا تتعلق 08/ باعتبار كل منها على حدة بل 
تتعلق ,× . لیکن × شعاعا موازيام .ې -- ,م . وان التابعين 
(۸ ,) بء (۸ ,)اي حلان للمعادلتين (5) و: 
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(7) 2 ان‎ (r, B = © (a ¥ tk, q (r, E)) F 


على التوالي» من اجل نفس الشرط الابتدائي (6). نجري في (7) تبديل 
المتغير ع ونرمز ب.()0 = زم ,ع )م عنلدئلذ 


To 


٠) 8, k) 7,‏ = ) “ل بحيث ان التابع 5) له يحقق المعادلة: 
(a +h, (0)‏ @ حك م )0(0 (art Ek,‏ هد و أن 


التي تطابق (5). لدينا بفضل نظرية الوحدانية(7 ,/) م = () ومنه: 
(ونه) بز = (8  ),‏ :- (م1) م = (6 ,و>) ب وهو المطلوب. 

أخيرا . فإن التابع (ء) ب المعرف بصفة وحيدة على كل القطعة المستقيمة 

th‏ لإ ماح بن 

من اجل8 > ؛ > روم > | ۾ وعليه فهذا التابع معرف في جوار 
للنقطة 5( وبخاصةفي الكرة”8 > | » - + |). برهنا على ان التابع (م) س يقبل 
عند النقطة 8 مشتقا وفق كل نصف مستقم ينطلق من 8 وان قيمة هذا 
المشتق على كل شعاع × ع ير يطابق ۸ (ن ,م) ل . 

4.5.2 . نثبت الآن انه إذا حقق(«ن ,») ص الشرط (4) وقبل مشتقات 
ثانية فإن التابع رى ر » في جوار للنقطة 28 يقبل ايضا الاشتقاق وفق 
۰ الاتحاهات المخالفة للشعاع المنطلق من النقطة 8 الى النقهلة ×. 

لیکن (۸ء + ۴ا + ۾ -- ہے :8 € 2) = «مستويات بعده 2» مولذا عن 
شعاعيين ۾ .م غير متوازيين. ننشيء, في البداية» على هذا المستوى تابعا 
(ه ,4) © يحقق المعادلة (1) والشرط الابتدائي (2) ثم نثبت انه يطابق 
( على («) التابع(:)« المعرف اعلاه. 

لهذا الغرض» نلاحظ انه بمجرد ان يكون التابع المطلوب (2) ن للمعادلة 
(1) مع الشرط (2) موجوداً فإن التابع ررى .ين + »)ر = 9 ,۾ يحقق 
جلة معادلتين ذات مشتقات جزئية. 
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0 (0) = O (z, y)h = © (a+ th 1-sk, 0) h, 
“زح‎ (a) 2“ (و)‎ = O (x, y)k = © (a th ا‎ sk, e) k 
: مع الشرط الابتدائي‎ 
نو‎ (0, 0( = y (a) = 6. 
نرمز باختصار هذه الجملة ب‎ 


22 0, (, sS, Q%), O, = © (at th + sk, Y)h, | 


)8( 
أ .1 (0 ١ (at th tsk,‏ دي ,)9 s,‏ )® 52 
( يظهر الشعاعان « و ۾ كوسيطين.) 


لتخلع فرض وجود الحل ري) س ولنعتبر الجملة (8) بالشرط: 


من السهل اثبات ان التابعين (» ,8 O, (f,‏ دربو 5 ,) ويحققان علاقة 
تأقي من شرط التناظر (4 ). بالفعل لدينا بداهة: 


© ے و ® _ ,®0 
kh, ft 002 9‏ 0 هم 


ثم نحسب ا . تمثل هذه العبارة الجزء الخطي الرئيسي لتزايد التابع 
O, (t, 5, Q),‏ عندما يتزايد م بتزايد رص > اي الجزء الخطي الرئيسي 
( بالنسبة ,® ) للفرق: 


O; (t, و5‎ q + Oa) — Pr, (t, 8, زم‎ = 
= [O (a + th + sk, p + O,) — O (a + th + sk, p(k. 


ما ان التابع (ن ,») يقابل للإشتقاق فإن هذا الجزء الخطي الرئيسي يطابق 
مړ © » إذن يطابق Dkk‏ 3 . لديناء بطريقة ماثئلة 
١ 0#‏ 


و20 


O, ويم‎ 


وهكذا تأخذ المساواة (4 ) الشكل : 





لاني = بق ®9 )10( 


gD; 
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وهى العلاقة التى كان ينبغى توقعها حسب المثال 2 .15 . 
ننتقل الآن الى حل الجملة (8). يتبين من المعادلة الثانية من (8) ان 
التابع (* ,0) ١‏ = (ه) ‏ يحقق المعادلة التفاضلية العادية: 0 
RS‏ (11) 
رمه ,8 ,0( ,® — 5 
.والشرطالابتدائيم = (0 ,0) ب > (0) ب( وهي المعادلة الِي اعتبرناها في 25.2 
حتى وان كان هذا بدون اهمية, الآن). تبين النظرية 1 ,16 انه يوجد 
,0< يم و م > رمو,0< وقو ۵> ,6 بحيث يكون الحل () مه موجودا من 
اجل كل القي,م > | 5 | ء يم >> | | على القطعةرة >> و >> 0. نعتبر الآن, 
على المستقم اة ,10 » وه حو في المستوى (و ,,) المعادلة التفاضلية 


العادية : 
(t, so, ¶ (4, 50((‏ ره — 2920 (12) 
مع الشرط الابتدائي : 
s0) = (s0‏ ,0و 00 


نطبق مرة اخرى النظرية 16.1 فيأتي وجود ,0< وم ورم > وم 
و 0< ,8 و ,8 > وة بحيث تكون المسألة  )12(‏ (13) قابلة للحل» من 
.اجل وم > || م >إk|‏ ا6 ,€10 ,ء. على القطعة المستقيمة 

اة ,610 + . يتبين من 73.2 ب ان الحل 9 )م يقبل 
الاشتقاق مرتين بالنسبة للوسيط 8» وحسب 73.2 ج فإن 

۰ 8 ٠ 5 ٠ |2 ھ‎ 8 [0Q (t, 

( 2 يقبل ايضا الاشتقاق بالنسية 5 ؛ ثم إن 9 يقبل 
بدوره» الاشتقاق بالنسبة ل ٤‏ (66.1) والمشتقات المذكورة كلها مستمرة. 
لتثبت ان « ,4) © يحقق المعادلة: 


ا 


)14( I O, (f, s, 0 
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“307 9 رق ,)وه 4 = رو بم بها 





لدينا حسب الانشاء : 
0=( ,8 ,0 وه للك = ))9 ,0 ,8 ,0) وه اقلق ب رو ,مب (15) 
A AD, 8, o, 0). iF‏ هك 


باستخدام تناظر المشتق المختلط (23.2 - ج) ونشر المشتق الكلي في الحد 


الثاني نحصل على : 
_ و © و30 _ و0 _ ( ,)و35 ا ¥ 
D(8, (8,5۲) a0 20,‏ و ا _ ا ع 9 


ينتج من ذلك حسب (10) ان: 


14 9 a0, «© o0, oD, 








125 0 ده‎ EE E 
: _ بج %4 _ ® _ وه‎ 
)16( 3 0 ds 09 O, = 
o0, oD, 
aT (E -— - (وه‎ = 09 ¥ 


نرى إذن ان التابع (و ,ء) ج يحقق المعادلة التفاضلية العادية (16) 
بالشرط الابتدائي (15)؛ إذن بمراعاة نظرية الوحدانية فإن0 = (ء ,:) نبا 
وبذلك اثبتت المساواة (14). ٠‏ ْ 

هكذا فإن التابع و ,؛) ۾ يحقق معادلتين الجملة (8) في المربع 
آية ,10 € .1 ,10 s€‏ . بالتالي يمثل التابعء ,2) م = (ج) :( حيث 
8-58 + ۾ = > ) حل للمعادلة (1) مع الشرط (2) في المستوى م » 
إذن فهو يطابق التابع (2) ن المنشأ في 35.2. ينتج من ذلك ان التابع (2) ر 
وكذا التابع رم) : يقبل الاشتقاق عند« + ه -- »وفق اتجاه الشعاع »» وان: 

)17( 2“ دم رم‎ RD y(t, 0, (= © ), Wk. 
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2 .55 . بمقدورنا الآن تقديم نص النظرية الاساسية في هذه الفقرة: 
نظرية . ( فروبينيوس) لیکن رن ,ج) ۾ تابعا معرفا على جداء ساحتين 
اح اولح ن ويأخذ قيمة في الفضاء(۲ × 0) 2 ؛ نفرض بعد ذلك 


فيها العلاقة : 
e‏ ررم جك بجي سيره هد (gr‏ 


وذلك مها كان الشعاعان ۾ و« في الفضاءين X‏ ون عللى التوالي . 
يوجد عندئذ عدد0 << 8 وتابع ۲ + × : (2) و = لابحيث يحقق هذا الأخير 
في الكرةة > | © - 2 | , المعادلة التفاضلية 

(z, y )2((‏ © = (م) y'‏ 
مع الشرط الابتدائي ( .ن ع ۾)»(7 6 5 ) 
5ع y (a)‏ 

م إن الحل (ه) س وحيد في الكرة المذكورة. 
البرهات . رأينا ضمن 35.2 أنه يوجدفي جوار نقطة8 تابع (م) ي rb‏ (0) و 
يقبل » حسب 2 علد كل نقطة × مشتق وفق کل اتحاه» وهذا 
المشتق يحقق الشرط (17). يمثل التابع )۷ (z,‏ ® » فرضاء من اجل كل 
× (2) اعد نو مؤثرا خطا من الفضاء XxX‏ في الفضاء 31 ومستمرا بالنسىة 

بر. ثم إن التابع (2) ر يقبل الاشتقاق حسب 1.488 ومشتقه يطابق المؤثر 
(س ,2) © انتهى برهان النظرية. 
2. وجود تابع اصلي . نفرض. في شروط ا لت 
(۷ ,«) © لا يتعلق ب و بحيث ان الامر يختص بالمعادلة : 


(1) رن‎ (r) = © (2), y (a) = b. 
إنه مسألة البحث عن تابعاصلللتابع ((۲ ,:) 5 ج 3) (2) هاي تابع (م) س‎ 
مشتقه يطابق () ص . إن هذه المسألة غير قابلة للحل إذا كان التابع‎ 
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() ص كيفياً. إن الشرط اللازم لوجود تابع اصلى هو تناظر المشتق 
الجزئي (2) نر > وهو الامر الذي يؤدي الى العلاقة : 
REX. REX‏ لضت يروس (DD‏ 


ينتج من النظرية 2 .55 ان المساواة (2) تمثل في آن واحد شرطا كافيا 
28 .6. جل المعادلات ذات المشتقات الجزئية وتطبقات 
16.2 . أ. نعتبر جلة معادلات تفاضلية من الشكل : 


87 (Zg, ..., Tn) 
و0‎ : = O, (Zs, <<, Tn, ¥), 


بتابع مجهول (» ,. . .  ),,‏ = (2) ونبحث عنه في جواد نقطة معطاة 
an) € Rn‏ ,.. ,@) = وياخذ هذا التابع قيمة في فضاء ۷ ويتمتع بالشرط 
الابتدائي 
(a) = 5 617‏ و )2( 
فا يتعلق بالتوابع(0 ,= ,. .,,ه) :® نفرض انها معرفة, في جداء الساحات 
n XV‏ × ... كا وتاحيث 1,3 ٨(۰‏ ,... ,1 ع ) ط و ۷ وتمثل» من 
اجل كل ,0 € ,± و ۷ € » مؤثرات خطية (۷ ,,]ا) ا ج ,× . يمكن في 
هذه الحالة كتابة الجملة (1) على شكل معادلة واحدة: 
Y),‏ ,10) طح y' (2) = O (zr, J: X‏ (3) 
hn} ER ERn, a‏ ,< بيات برط زا ,2( O, Dh = Û Or‏ 
U = U Xx... X Ün |‏ 
د ذلك يشن أن اة اة خاضة من الا الواردة في نظرية 
فروبينيوس 2 .55 . يكن كتابة الشرط اللازم كل 4(15.2). كا فعلنا 
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بخصوص الجملتين 2 .8(45) (3) 2.51 على الشكل 
y=‏ ,2( ر@ y) 4 7. w)‏ ب اد )4( 


_ و بعرت 1 ب یره‎ (hi=1,..., n). 

حينئذ تكتب نظرية فروبينيوس عند تطبيقها على حالتنا هذه كا يلي؛ 
.إذا كانت التوابع (ن ,ج ,... ,,2) :© قابلة للإشتقاق مرتين وتحقق في 
الساحة ۷ × ن الشروط (4)» فإننا نستطيع » من اجل كل نقطة 8 € » 
وكل نقطة اع ن » ايجاد 0ح م8 بحيث يوجد حل (ء) س = نس للجملة 
(1) مع الشرط الابتدائي (2)» ويكون هذا الحل وحيدا في الكرة 
ET‏ 

ب. تبقى النتيجة المحصل عليها قائمة» بطبيعة الحال» من اجل الجملة 
البسيطة التالية . 

zı 


مود E O o E E a A‏ معدا لوزن ORE E‏ ييه 


)5( A E سد الوه‎ Dn (E, <. 


نلاحظ هنا بأن الشرط (4) يأخذ شكلات في غاية البساطة. 
٣ 00 0 OD, (z, 2‏ 
EN _ OIE, (i j=1, ..., 2).‏ )6( 
ج. تضم الصورة العامة المقدمة آنفاء ايضاء الجمل ذات توابع مجهولة 
متعددة :2 ,... ,1= (2:G CR, + Yg, k‏ ,2 
2m)‏ وء 21 A — fat (tı, “oy An,‏ 
i=l, .., nj k=1,...,m‏ (7( 
حيث(7 وهه oc, 7505 gi, P=1,‏ 1 -) مع الشروط الابتدائية ا لكيفية . 
)8( 


B= 266 (=1, ..., Mm).‏ ...مايه 


ينتج من أ (حيث يجب وضع لآ من يساوي المجموع المباشر 
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۲ ...+ ان الشرط اللازم والكافي لحل المسألة (7) - (8) يكتب على 
و fii‏ لك 5 و ور/ 4 افك 
j‏ از 


rp 02j Oz; ' ٺڪ‎ 02j 











(حيث ۸ ...ر 1= ؛ ...1= ) مها كانت المعطيات الابتدائية في 
ساحة تعريف التوابع (2 ,) | 
2 .26 . التفسير المندمى . من اجل معادلة تفاضلية عادية 


CRY),‏ 7 6 را y' = O (z, yJ) (r EU CR,‏ لد 


لدينا تفسير هندسي معروف: نرفق كل نقطة (#0 ,40 من الساحة 


x 7 CR,‏ بمستقم 
(o, Yo) )2 — 2o,‏ 4 = ون — ¥ 2 
ونبحث عن منحنى ير بالنقطة المعطاة س × ن ع (ث ,ه) ومماسه عند النقطة 
(مس ,م×) هو المستقم (2). تضمن نظرية وجود ووحدانية الحل قابلية 
هذه المسألة للحل ووحادنية حلها عندما يكون التابع (ن ,ي) ص مرنا 
بكفاية . 
هناك تفسير هندسى ماثل للمعادلة العامة. 
y' = © )z, ( (CU CX, yEV CN.‏ 
نرفق هنا كل نقطة 7 × 1 © (من ,,مت) بمنوعة خطية في الفضاء 
RE.‏ 
y — yo = O (Zo, Yo) (ZF — o),‏ )3( 


ونبعث عن تابع() س = بو( حيث ف = (ه) س ) بيانه في الفضاء لآ × × 
(« منوعة تكاملية ») يقبل عند النقطة (من ,وء) مستويا ماسا (62.1 
ج) هو المنوعة الخطية الموافقة (3). في هذه الحالة, لا يمكننا القول. 
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بأن كل تابع (ن  )»,‏ ( مهما كانت مرونته) يؤدي الى مسألة قابلة للحل؛ 
نحن نعام بأن الشرط 2 .15 (4) (اللازم والكافي) هو الذي يحدد ذلك. 

إن ابسط مثال غير تافه يمكن تقديمه من اجل ,۸ = × و۸ = ۷هو 
التالي. في ساحة ۷ × ن (حيث ۸ے ۷ وولح 8) نمرر بكل نقطة 
{zî 1 Yo}‏ مستويا : 


(4) yyy = D(z, 3, Yo) (Fı — 2) +O, (FF, #8, o) (za — 2) 


ثم ننحث عن سطلح )و ,2( بعد ان يمر بالنقطة المعطاة 
¥ ا U‏ € (ث ,وه ,ره) ويقبل كمستو ماس» عند كل نقطة 

ل .25 ,1219 المستوى (4). إن هذه المسألة لا تقبل حلا من اجل 
كل ثنائية تابعين(0 ,ويد ,ربه) رهو(ياروئ ,رنه) © بل تقبل حلافقط من اجل 
الثنائيات التي تحقق الشرط الذي اصبح معروفا لدينا: 


و00 0Da‏ اا 
dy 9‏ 3 024 


ح و 1 7 + و02 








( شريطة وجود المشتقات الثانية) . 

نورد ضمن 2 .36 و2 .46 بعض المسائل المهندسية الاخرى المرتبطة بنظرية 
فروبينيوس . ٠‏ 
2 . أ. نفرض» من اجل كل نقطة ± في ساحةء8 - ۷» أن هناك 
مستويا بعده  1(‏ 2) نرمز له ب * 3 (2) م يتعلق ار ب×؛ يجب 
انشاءتابع,8 + ۷ :(2) f‏ = مبحيث يكون كل سطح مستویع . = (#) رمماسا 
عند كل نقطة ‏ © ± للمستوى(2) 7. با ان المسألة مطروحة» كامعتاد ؛ 
محليا فإننا نفرض أن ليس هناك مستويات (2)م في الساحة ۷ تحوي 
مستقبات موازية لمحور العناصر .+ (إذا لم يكن الامر كذلك فإننا 
نجري تبديلا في المحاور) وهو السبب الذي يحملنا على تغيير الرموز: نرمز 
بلا للإحداثية به وب شلمجموعة الاشدافقات الاخرى 
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زه ...س . نرمز إذن لكل نقطة من الساحة ۷ ب (,) 
نكتب بطبيعة الحال 8# ,)م مكان )z(‏ و . بذلك تصبح معادلة 


المستوى رسن ,»)۾ على الشكل : 


7-1 
y— Vo ر2 ب‎ O; (a, 07 (z:— 2( 
1-1 


(1) 


حيث ر ,م) ,4 توابع معروفة فرضا. نفترض أن هذه التوابع تقبل 
الاشتقاق مرتينز نرمز للحل المطلوب ب( ,) f‏ د س . لنغرض وجود 
حل( ,») م = س . نثبت نقطة ۴١-٠‏ 6 ه تنتمي الى المسقط على ر م۸ 
من الساحة ,۸ ى ا ونعتبر (س ,ه) f‏ . من البديبي أن م ل والاً 
فإن المستقيم ۾ = × يكون منتميا الى سطح مستوى للتابع (س ,#) f‏ » وهذا 
غير صحيح فرضا. نلاحظ بعد ذلك إن التابع ((ن ,)/) م بمثل حلا 
لسألتنا إن كان الامر كذلك فيا يخص التابع (2,8)/ ؛ يمكننا 
الاستفادة من هذه الملاحظة حين نريد الحصول على حل (« ,2)/ يحقق 
الشرط ي = #,ه) / (على جزء ۸ . على الاقل» من المستقم 8 = × 
وسوف نقتصر على هذا الجزء فيا يلي). إذن» فإن معادلة سطح المستوى 
للتابع (ن ,)م . الذي ير بالنقطة 4 >> (5 ,©) تكتب على الشكل 
م = (ن ,»م / . يتبين من نظرية التابع الضمني › بحوار النقطة إط,ه) > 
ان هذه المعادلة تكافيء معادلة (6 ,#) س = ي. إن المستوى الماسى لهذا 
السطح عند النقطة (ل ,0) هو: ا 


1-1 
يه املك ب = ر )2( 
1-21 
ما ان المستويين (2) (1) متطابقان فإن التابع (ة ,م) ن يحقق جلة 
المعادلاات 
i1, ..., :--1‏ ولا D(z,‏ 8 )3 
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مع الشروط الابتدائية 
يتضح من نظرية فروبينيوس انه لكي يوجد حل للمسألة (3) - (4) يلزم 
ويكفي ان تتحقق شروط قابلية المكاملة (1 --« ,. . . ,1 ح ز,ة) 


زد بنه) ب PED‏ بي ED‏ ب رو بس PLE PE o,‏ )5( 
إذن فإن الشرط (5) لازم لكي تقبل المسألة المطروحة حلا. لنثبت أنه 
ايضا شرط كاف» على الاقل في جوار للنقطة (6,5) . عند توفر 
الشرط (5) فإن نظرية فروبينيوس تستلزم وجود حل (ط ,2) #» من اجل 
كل ط ومن اجل جوار للنقطة a‏ للجملة (3) مع الشرط (4). من 
الواضح ان 1 2# ببالتالي يمكن حل المعالة(5 ,2) لإ = لا بالنسبة 

ا» حسب النظرية الخاصة بالتابع الضمني , بحيث ان هذه المعادلة تكافيء 
معادلة من الشك(ن ,) f‏ = ولؤكد على أن التابع (ل f),‏ هو التابع 
المطلوب. بالفعل » إن المستوى الماس للسطحن - رن ,2) /هو المستوىالماس 
للسطح(ة ,) س = #وعليه فهذا المستوىهو (2 )؛ الا ان المعادلات (3) 
تستلزم ان المستوى (2 ) يطابق المستوى (1). وهو المطلوب. 


ب - إذا كان 1 =1 -«اي 2 = « فإن الجملة (3) لا تضم سوى معادلة 
واحدة ملائمة. وهكذاء إذا تعاطينا مستقها 8 ,2) ٩‏ من اجل كل نقطة 
إن ,#) في ساحة 7 من المستوى فإنه يمكننا اختيار تابع (« ,)م يكون 
كل خط مستوى منه ناسا للمستقم (لا :*) و الموافق له (وذلك في جوار 
للنقطة المعطاة على الاقل). (ينبغي» بطبيعة الحال. ان يكون المعامل 
الزاوي للمستقيم (و ,») + مرنا بكفاية) . إذا كان2 < * فإن المسألة الماثلة 
لا تقبل عموما الحل» کا سبق ان رأينا. 
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2 . نفرض» من اجل كل × في ساحة ۴۸ے 7 ان هناك 82 شعاعا 
مستقلا خطيا(ة) +6 ۴۰-۰۰ :4 (بحيث يكون تعلقها ب « مرنا بكفاية) . 
نتساءل عا إذا كان بالامكان ادخال جلة جديدة من الاحداثيات” 
وس ,... بس في الساحة ۷ بحيث يكون كل خط احداثيات. (اي خط 
تكون عليه كل الاحداثيات ثابتة باستثناء واحدة. رما مثلا) مماسا عند 
كل نقطة منه للشعاع (2) رم الموافق له. 

إن وجدت مثل هذهالجملة من التوابع (20 ... . ,:#) .ما( حيث 
( ,1 = ٭) فإن كل سطح مستوى 0 = پس ماس عند كل نقطة منه 
للاشعة الموافقة له« .....+مثم .مك ,...,ييم. ولذا فهو يقبل مستويا ماسا 
معطى : المستوى المولد عن الاشعة ٠٠ ٠١ 8١‏ ترجه دمع ,... ,رم 

وبالعكس» إذا استطعناء من اجل كله ,..,1 = + ايجاد تابع مرن 
كفاية () پس بحيث يكون كل من لمح مستوى هذا التابع مماسا عند كل 
نقطة. للمستوى المولد عن الاشعة «8 ٠٠ ٠‏ +8۸ .عم ,. ...€ فإن 
المسألة ستحل لأن كل خط احداثيات سيكون في هذه الحالة مماسا عند 
كل نقطة للشعاع. نرى» مبدئياً ان مسألتنا ترد الى المسألة السابقة. من 
اجل 2=« . فإنه يوجد دائا حل ( شريطة ان تكون الاشعة المعطاة مرنة 
بكفاية)؛ اما بخصوص الحالة 2< م فإن الحل يكون موجوداً بمجرد 
تحقق بعض شروط قابلية المكاملة التي سنحصل عليها بعد قليل. إن معادلة 
المستوى المولد عن الاشعة ٠‏ ْ 
(2°) ,چ ,... ,)2( يبوه ,)7°( هه ,... ,2%( 6 تكتب على الشكل : 


)7( يمع ... )7( 1 gu (2) ... En-4.1 (2) Ena,‏ “وسيم 


(1) joc == 0, 


Tn — zh fin (2°) < fh, n (2°) EhH.n (°) ‘.‘Enn (°) 


حيث ”2) رم هي مركبات الشعاع #م) ع 
ليكن (#) د,4 المتمم الجبري لعنصر *) وريم من: المصفوفة المربعة 
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n xX r‏ حينئذ» عند نشر المعين في (1) وفق العمود الاول فإننا نضع 


المعادلة (1) على الشكل ,0 = )2°( (zı— 2) Ain‏ 8 
1-1 


اي على الشكل التالي من اجل 0 54 )2°( ورك (وهو ما يمكن افتراضه 
بدون المس بعمومية المسألة لأن الاشعة نيم مستقلة خطيا حسب الغزض) 


4 
E gy (t2. 


وهكذا فإن التوابع (ر ,#ء) ن الواردة في المعادلة 2 ) معرفة. في 
الحالة الراهنة نلاحظ انها متعلقة بالدليل(8 ,.. . . ,1=) مز بعد ذلك » علينا 
ان نتأكد من الشروط 36.2( 5)؛ وبمجرد تحقق هذه الشروط من اجل 
كل « ,..,1 = م( وفي هذه الحالة فقط ) فإن مسألتنا تقبل الحل. ليا 
على الاقل. 
56.2 . الجمل غير المحققة لشروط نظرية فروبينيوس . نعتبر الجملة 
التالية : 

78م am) (=f, cca kat,‏ بوه Ens‏ روك) وولح 2 )1( 
في ساحة۷ × نء ۴۸ ع ن »  #‏ 7» وذلك بدون افتراض ان شروط 
نظرية فروبينيوس 








m m 
Ont Oki 061 41 
zp +2 dy IP E 2 TLL 


(2) 


ا Mm;‏ .و1 ع #) 
محققة تطابقيا في كل الساحة بو × ن » بحيث ان المجموعة 5 المؤلفة من 
النقاط ١‏ ,) التي لا تتحقق من اجلها الشروط (2)» تشكل منوعة في 
7 يان بعدها اصغر من بعد الساحة المعتبرة. إن الجملة (1) لا تقبل 
حلا يحقق الشروط الابتدائية الكيفية. 


)3( و0 © 0ج‎ 2 (2, .. ., 29) = PEV (k= 1 .. Mm), 
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لانه يجب ان ينتمي كل حل للمنوعة .ى . وهذا غير محقق عموما لان 
هناك نقاطا من المنوعة 5 لا تمر بها اي حل؛ ذلك. ان هناك مموعة من 
الشروط الاخرى» اضافة الى الشروط (2)» ينبغي اخذها بعين الاعتبار. 
لدراسة الامكانية المتواجدة حتى نتمكن من القيام بعدة اشتقاقات متوالية, 
نفرض الآن بان التوابع ب في (1) تقبل الاشتقاق لانهائيا. نرمز 
للعلاقات (2 ) بشكل مختصر . 

(4) ED (z, 8) =0. 


ليكن م)ء = ء حلا للجملة (1)؛ كنا رأينا بأنه يحقق ايضا الجملة 
(4). نشتق كل معادلة من الجملة (4). بعد ان نضع فيهات2) م = ۾ 
بالنسبة لكل متغير ,2 . ونعوض المشتقات 2 الواردة بعباراتها في 
الجملة (1)؛ الحل (ء) ١؟‏ نرمز لمذه الجملة بما يل: 
5 
ED (z, z2) =0.‏ )5 
بتطبيق نفس الطريقة على الجملة (5)» نستنتج ايضا جملة معادلات : 
E (z, 2-0‏ )62( 
نستطيع مواصلة هذه العملية بصفة لانهائية» ونتيجة ذلك ستكون الحصول 
على متتالية جمل معادلات. 
1 ,2 ,=8 ,0= 2 ,ه) E‏ )7 


إن الحل ر ء يحقق بالضرورة كل من هذه الجملة. 


نعتبر الآن المنوعة 7 المؤلفة من كل النقاط (ء,) المحققة لكل الجمل 
(7). قد تكون هذه المنوعة خالية او منحلة بمعنى انها لا تحوي اي 
وسطح» من النمط (ء) » - + معرف» على الاقل» على ساحة جزئية من 
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الساحة ن . لا يوجد» في مثل هذه الحاللات, اي حل للجملة (1). لذا 


يجب الا نعتبر سوى الحالة التي تكون فيها المنوعة ۷ غير منحلة. اي 
الحالة التي تحوي فيها ۷ بعض «السطوح». نلاحظ ان الحلول المحتملة 
للجملة (1) تقع من بين هذه السطوح. لمناقشة وجود مث هذه « السطوح » 
يمكن اعتبار المصفوفة اليعقوبية: 


...,M)‏ 6-1 و... رقب1ع» :. . , ,2 1 عدة) 








2 بل |-, )8( 
المؤلفة من © عمودا وعددا غير منته من السطور. إن مرتبة هذه المصفوفة 
لا تتجاوز 2.2 مها كانت النقطة 8# ع(م#,#) ؛ لنبحث عن نقطة 
# 6( ,ه) حيث تبلغ مرتبة المصفوفة 3 قيمته القصوى» مثلا .+ » حيث 
»> م. نرى» بسبب الاستمرار» ان أي اصغري من الرتبة ۲ غير منعيدم 
عند النقطة (8,») يبقى غير منعدم في جوار هذه النقطة. يتبين من 
نظزية الرقة 1 قفا نين حو اجل كل تروعة كهرة ون مفادلات التملة 
(7)» انه يمكن اختيار جوار © للنقطة (م.ه) يكون قيمة المحل 
الهندسي للنقاط المحققة هذه الشروط, ممثلا بجملة معالات ذات الشكل . 

(9) 


O, (ZF, r41, °° <, Im),‏ = وچ 


٠. 


حيبت وط = bn)‏ و Dr+1,‏ ع( ره 3 EEE‏ 38 0 6 
في جوار سوج 00 للنقطة (G, Dr+1, ۰<۰» bm) 6 Fntm-r‏ 


وتأخذ قيمها في جوار 00 لنقطة .م8 »6 مه ,.. .  )0,,‏ 0 ء بحيث ان 
صسبعون × دين ابن . عندما يكون عدد المعادلات المختارة في الجملة (7) 
متزايدا» فإن الجوار قد يصغر. وعموما ليس هناك ما يضمن وجود 
جوار م حيث تكون الجملة غير المنتهية (7) مكافئة للجملة (9). 
نظرية (فيبلن ونوماس 18083858 ,7650168 ). إذا قبلت النقطة 
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# ع إن ,») جوارا ۾ من الشكل «مسنهم × همي حيث تكون الجملة 
غير المنتهية (7) مكافئة للجملة المنتهية (8)» فإن الجملة (1) تقبل حلا 
() م ده يحقق ( = )2 ٠‏ 

البرهان . يتبين» فرضاء انه إذا اشتققناء بالنسبة ل ب« . معادلات 
الجملة (8) وعوضنا فيها المشتقات 458 بعباراتها الواردة في الجملة 
(1)» فإننا نصل الى العلاقات. 


(2 ,) ر©6 
سد 








رايا 
(2 ,#) ر00 
لے التو مور (10) 
h=r+1‏ 
«n T7)‏ و24 ار زهى.. ,4 ع 1) 


القائمة على كل المنوعة W‏ ( في الجوار © ) . 
نعتبر الجملة التالية المؤلفة من معدلات مجاهيلها هي التوابع 
2r+1 (RSs 2m (z)‏ 


)11( تت‎ = Fp (Z4, c<5 Ens Arts رمن‎ 2m) 
(i=l... PR} r+ و4‎ ..., mM), 


(1) باستبدال المتغيرات .ع .....» بعباراتها (8) المتعلقة بالمتغيرات 
ص .۰ ا :2 التشت ان الجملة (2) تحقق فرضص نظرية فروبينيوسفي 
الجوار Qintm-n‏ . لدينا, بالفعل » على سينك : 


Pp‏ عولق اد ل 1805 شك 2 + شك 





























zp a‏ 02 1 و02 
m r‏ 
fn On Of‏ 
م O‏ (12) 
اعم li=r+1‏ 
8 
Ofki Afni‏ د ORE‏ _ 
لق ,02 5 +| ١ Fis‏ 1 0 م02 2 1 و6 ` 
6 مم1 0 








07s 021 
Ixar+1 


an 0 08 0‏ 8 
5 7 + 7 ورم سل 5 “gg Fret‏ 4 3 سل 
1د 


حيث حصلنا على المساواة القبل الاخيرة من (10). بطريقة مماثلة» لدينا 
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s OQ(in+m~¬r) 
0 على‎ 


m 
13 ص‎ oF fn 
(13) عاك رق 3 + و‎ +5 ie 57 


02 F 
I=r+1 p=1 9p 








إن العلاقات : 








akı o o 1 

2 2 ح- وم ب‎ e +5 4 ع‎ “a. “pt 
عدم‎ [1 

(حيث م ,. . . ,1 > )م ,. . . ,1 > ء /,: قائمة على المجموعة ۷ حسب 
الانشاء ؛ ننقل الى هذه العلاقات العبارات (8) فنلاحظ أن الاطراف 
الثانية من (12) (13) متطابقة على م+-«+م«سن , وهوالمطلوب. 

تقل الجملة (11)؛ بفضل 2 .16 ساك حلا ١‏ (ع)ہل2 ۰۹ ۰ (2) ل ) قد 
يكون معرفا في جوار اصغر م ے )۵ » وحقق الشروط . 

21 (@) = Dr, <“ 2, (e) = bn 

إن جملة التو((2) مء .. ,() ۶ ) = (ء) #ذات الشكل : 


(z)),‏ من وه DP, (r, EE‏ >= )7( وه 
(z)),‏ 2 و ,)7( 24 2r )z( = Or (r,‏ 
2r+4 (¥) - 2, )(‏ 


2m (7) =: 2%, )2(‏ 
تمثل حلا للجملة (1) مع الشرط ط =  )8(‏ . ذلك ان التوابع الواردة 
آنفا تحقق, انشاءء معادلات الجملة (1) حيث 1>1+:. لدينا من اجل 


عا<: » حسب (10): 325 û,‏ 











m 
zg (7) _ OM" 
dz 1 0 1 2 


05 02 

7 1 + مجم 

1 5 و7 صر 8 تت‎ fai (2, (E), << 2, (2)), 
p=r+14 





o 


وهذه المعادلات محققة هي الاخرى. انتهى برهان النظرية. 
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8 .7 . نظرية تايلور ومقلوبها 


2 _ أ. نظرية تايلور. ليكن(1 م +رح ۷) () / = #اتابعامعرفا في 
كرة(م > | ه -م | :ج) ب من فضاء × ويأخذ قيمه في فضاءا[ نفرض 
ان له مشتقات متوالية حتى الرتبة م. عندئذ» يتحقق» من اجل كل 
> | ۰|۸ دستور تایلور : 
(ORL (RR...‏ "زد (م) 1ك وق م) / (a)‏ 
(Dh. BFR,‏ + 


2 fois 


(ه) e-۳‏ ا ود لکرم | (2) 





البرهان. بتثبيت 8 .ع > | ۸| نعتبر التابع التالي للمتغير الحقيقي ا٠‏ 
حيث 1 >> : > 0 : ١‏ 
f (a + th).‏ = (7) بو 


يتبين من النظرية الخاصة بمشتق تابع مركب 43.2 أن التابع () م 
يقبل مع (2) f‏ ىد «P‏ وان لدينا : 
f’ (a)h,‏ ع (0) th) h, o‏ د f' (a‏ ع ) ٠“‏ 
hh,‏ (ه) (t) = f” (a + th) hh, 7 (0) = f”‏ بو 
EE‏ 
دسق 


P 91 





: 3 )3( 
0+ (0) دسي عجشي + ...+ (0) "و ج + (0) a‏ (1) © 
حيث ر هو الحد المتبقى الذي يمكن وضعه على الشكل التكاملي : 
بع رع سو قحك | = ر 
0 














(P—1)1 
کا ا کا هده العارة عل ای‎ 
)1- 82-14 سې رس‎ 5 8 gw 
=| (r~)! 0” (E) — اب‎ )0([ 45 + p'P 0 0 d= 
6 ې ب (ع) «اب] “رع‎ (0) d+ م‎ (0). 


(P—1)! 
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م إن الكمة. 2 
(E) — ” )0([ 5 Sl‏ ”°ب[ ا | a=‏ 


تقا 3 بدورهاء التقدير : 
2ع -1) ص 
ع e‏ 4 )0( وس رع و اا gup‏ »| 





۸ 
N 





E 1P (a سرد‎ th) — f (JR: 


` رم 7 وبيو>‎ 1 (a e. 
و فان العلاقة (1) قد اثبتت‎ )0( = f٣ )© ۸... وبما ان م‎ 


ب . نتيجة . اذا كان التابع 2) مر ا ا 
اجل كل ه >>م. ايحاد 0 < 6 بحيث ت تتحقق العلاقة PFP‏ مزاع > IRI‏ 


وذلك بمجرد ان يكون × € . 6 > اي ان للكمية | ,۾ | رتبة صفر 
اكبر من رتبة ”|۸| . 

بالفعل » با ان التابع () ”۴ مستمر عند النقطة 4 = × ۾ ->0 معطى » 
يكفي تعيين 0< ف جيث يؤدي 6 > | ۸| الى المتراجحة 
امع > || )z( — f )a(‏ ۳| ۰ 

2 . مقلوب نظرية تايلور . يتبين دستور تايلور ان تزايد تابع قابل 
للإشتقاق م مرة في ساحة ۷ يكن أن ب يقرب محلياً بشكل من الدرجة م 
بالنسبة لشعاع الازاحة 8. نطرح السؤال: هل القضية العكسية للقضية 
السابقة قائمة؟ بعبارة اوضح : إذا كان لنا تابع ¥ f (r): V>‏ تزايده 
 / )«(‏ (م ب يى ۽ يقبل التقريب بواسطة شكل من الدرجة ص بالنسبة 
ا مار ال ارال 

سه + م (Dh.‏ مره + . 


P fois 
حبث ,(۳| ۸|) ه = و۸ » فهل يمكن القول ان التابع (1)2 يقبل‎ 
الاشتقاف م مرة (على الاقل)؟ ( بطبيعة الحال فإن التوابع‎ 
«... « @ (2): 7 ¬+ 7, تمثل هنا مؤثرات خطية‎ @p (7Z). ٠ ٠١ يه‎ (2), 
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,م۲ > ۷ :ه) روء کا ورد في 42.2.) 
ان الجواب على هذا السؤال بالنفي عموما ( راجع التمرين 6). لكن 
إذا افترضنا ان التوابع )2( مه ,... ,)7( يه مستمرة وان النسبة 
۰ د نتظام بالنسة ل× فان القضية المقدمة قائمة. 
۳ ۸ |8 تؤول الى © بانتظام بالنسبة ل« فإ : 
سنورد البرهان بعد قليل (47.2). 
2 . جداول ذات فروق . 
أ. لتكن مه ,... ,رى متتالية مؤلفة من م8 (2<. ۲) عنصراء علما ان 
هذه العناصر اعداد او اشعة من فضاء شعاعي . تشكل بواسطتها وجدول 
ذي فروق من الرتبة ص »» اي جدولا مثلثيا : 
Mops‏ لدم ,414 ... يون 041 
p=, 25‏ 11-م6 
dpi :‏ 
وذلك حر القاعدة التالية : 


ودرة جح يور ٠.٠.66‏ و09 حت ويل 01 = dit‏ 


p-1 1١‏ ~7 ورور 6 32 و ,وم 0 ۰***1 dg Qt,‏ = وو0 ,وو — وو0 = ووم 


ا وت E‏ رق وا ا مووي E‏ بون بم ا ل ل و HS‏ 


dip 7 da, سوم‎ a, p-4 

اي ان العمود الاول مشكل من العناصر . ,ره...م» نفسهاء م 
ابتداء من العمود الثاني فإن كل عنصر من الجدول يساوي فرق عنصرين 
من العمود السابق (عنصر السطر المعطى مطروحا من عنصر السطر 
جا درن اررق روا اتر 
يسمى العنصر مره نتبجة ج 
بره ,. .. بره) 2 = 2نبرز فا يلي بعهض خواص التابع 
5 لع A ae‏ 
ب . إن التابع (م» ,... .ه) 2 تابع خطي للمتتالية م© ٠٠٠,‏ 1© ؟ اي ان 
لدينا العلاقة التالية من اجل كل ره ,. . . .ده وه ,... :رط ومن اجل كل 
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عددين م وم: 
= (مطمق 335 م00 و6 6م رمق 3 (aa,‏ 7 
Dp).‏ و ap) + BZ (Dı,‏ وه ,21( 7 عد 5 


بالفعل » لان كل عملية طرح تتمتع مهذه الخاصية. وعليه فالامر كذلك 


ج. نفرض ان × یرمز له او لعدد طبيعى ؛ عندئذء لدينا من 
اجل 1 م > k‏ 


Z(1", 2“, .... pP =0. 

نجري البرهان بالتدريج (على 8). إن القيمة الوحيدة ل » من اجل 
2 د مهي 0غ والحساب المباشر يبين ان 

Z (1,2) -1-14- 0 |‏ 
نفرض أن هذه القضية محققة من اجل 2-8 .3 )...۹-1۰ ؛ ولنثبت انها 
كذلك من اجل .وم . يتعلق الامر بالكمية 99 ,. . . ,*2 ,*4) 2 » 
1 - ب >> #لنزل العمود الاول من جدول الفروق الموافق لذلك؛ نحصل » 
طبعاء على جدول آخر ذي فروق من الرتبة 4 ي» معين ب1 -- وعنصرا : 
1 ي ني ,. , . ,4 28 ونتيجته هي نتيجة الجدول السابق. نلاحظ 


الآن. من اجل كل "۳ =1 :Qq-10...‏ 
,| د بين وى kms 4 BZD‏ ب يور 4# 4 + (m‏ 
إن كل اس في الطرف الاين اصغر تماما من 41‏ (1 - و) = 2- هلان ' 
1 و > ينتج من ذلك . حسب ب وحسب فرض التدريج ان 
)g—- 1 (=‏ سد او ,... ,1 *2) 2ع (الو ,... ,2 ,1( 2 


kZ (14, 24, ...,(g— 1) =0;‏ = 
انتهى البرهان على القضية ج . 


د - لدينا المساواة التالية : برع م) ب ردم ,.,. ,ہے ,مم )بي 


بالفعل » نشكل الفروق الاولى ونطمق. كا ورد اعلاه, العلاقة: 
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(m 4 1)1 mF — (p— 1) ب عمو‎ ED (P= بعصم‎ 


pp —1.‏ .. ,1 ع ور 
حيث 2-1,...و10-21, , 


إن نتيجة جدول الفروق من الرتبة 8-1 المشكل من حدود الطرف 
الثاني ابتداء من الحد الثاني , منعدمة حسب ج . مکنا إذن» بدون المساس 
بالنتيجة, استبدال العمود الثاني من الجدول الابتدائشى بالحدود 
۶م  1(‏ م). كبا انه يمكننا الاكتفاء بالحدود :2-”م (2 - م) (14-م)نفي 
العمود الثشالث؛ عندما نصل الى العمود ذي الرتبة م نحصل على 
ا(1 = م)» وهو المطلوب. 
2 . نتناول الآن مقلوب نظرية تايلور. 
نظرية. نفرض» من اجل كل مع ومن اجل كل العناصر 5 المقبولة, 
ان لدينا العلاقة: 
f(z+h)—f( = © e‏ 
و( Rp (z,‏ سل ... a, (z2) 8+ ag (z) hh + ...{Lap(z)h‏ - 
P fois 1‏ 
حيث (<) ره ,. . . ,(2) يه توابع حدودة ومستمرة في لا وحيث يتمتع 
الباقي (2 ,) ,۾ بالخاصية التالية: من اجل كل 0< ء» يوجد 0< 8 
بحيث يكون لدينا من اجل رع و 8> |۸|۔ 


لطاع >| مره( (2) 


عندئذ يكون التابع (2)م قابلا للإشتقاق ص مرة في الساحة ۷ ولدينا: 
() «ر طشك (هم) يه (حيث صر...,1-ط). 

البرهان . بما أن العبارة (1) تقبل جزءا خطيا رئيسيا ۸ 2) ره فإن 

التابع )م يقبل الاشتقاق مرة على الاقل ولدينا ©) ,م = (ء) f'‏ . 

نفرض انه يقبل الاشتقاق " مرة (م > «) وان العلاقات: 

() «#ر = (ه) مره ,. ,(ه) '/ = (ه) ره قائمة ؛لنفرض انه يقبل الاشتقاق 


255 


: رو + «) مرة وان لتا ے ,,,,ى . يمكن وضع (1) على الشكل‎ 
71 
)3(/ سر ه)‎ (=f (DRY (DRE... +f (Bh... h4 
anu (Zh ...h+H يبرط‎ )2, RA)... m tots 
5+1 fois 


وهذا مع العام اننا نستطيع من اجل كل 0< ع ايجاد 0ح وبحيث : 


[Rms (z, PW) | > اع‎ FT" 





(4) 


وذلك عندما يكون ۷ع و6 > |#إتقوم هذه النتيجة بفضل (2) 
ولأن التوابع 2) ره ,...,(#) وبسه ٠‏ محدودة. لدينا الى جانب 


+f (FRR... k4 
(5) mn fois 
ams (Z + Rh) k ...k+ Rm (zh, Kk), 
m+ 4 012 
: | حيث لديناء من اجل ق به | م‎ 
(6) | يبر‎ (x + kh, 1 | ع عه‎ Im, 


1 و1 + دع)‎ -[ (z2) “1ع‎ (z) (+E) +f (z2) (h +E) (RFR ... 


۰ 
سم ا‎ (a) (hk +-k) ... (kh +k) + 
m fois 
صمرة‎ 
)7( وها يريو د‎ (HE)... (ALR) + Rm اع ك)‎ 
m+1 fois 
)مرة‎ "+1( 


: | + حيث لدينا من اجل 8 > | م‎ 
(8) | Rx, (z, h + E) | < e [hk + k ل"‎ 


بجمع العلاقتين (3) و(5) وطرح (7) نجد: 
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0# (r+ “سل‎ (k++ f (+B) kk 
— $ {f ((RHE) (RB + "لس وول‎ (RRIF <. 


... + f (rYRk ...k— 


m fois 


+01 ...ص )”ير و( (xz) (h +E) ... (k++‏ “7 ست 


: m fois m fols 
+ amt يد)‎ +-A) k ... k— [ams (7Z) (h +k) ... (k++ k)— 
سے سسس س س سیا سسس سسا‎ 
m+ fols m+1 fois 


)9( اجيج حب‎ (z) hk ا‎ hl + Rm+1 (7, h, k), 


m+ 1 fois 
. |۸ + ۸ | > 6|۸ | > 64 | ۸ | > حيث لدينا من اجل ةق‎ 
)10( 
| Rm, (z, h, مك ا‎ (kIT لسع سب 70 يز ل‎ "61 
با ان التابع (#) ,,,,م مستمر فرضا يمكن اختيار عدد 8 > ,ق بحيث‎ 
| an+ )# + ۸( - يكون لدنيا من اجل ,8 >> | ۸| : م > | (ه) يبييه‎ 
:)9 بالتالى نس كتابة مکار‎ 
f , 1 ( و لي نستطيع 1 ن(‎ 
0 - f (rH h) k—f' (zk 1-7 f" (24h) سيلو[‎ 
f (2) (PLR) (RB + "لسار‎ (ahh لل‎ 


1 gom (r R)k ...k— 





1 
“r 


5 mn! 
)11( m {ois 
1 (cm) 
aT U (2) (R1) ... (HE) —f™ (zh... h]F 
m fois m fois 
-F يجمه‎ )2( k . . . k— mrt (z2 (RFR) ... (k++ k) + 
rae | ر سس ا‎ 
m+1 fois 3 71+21 fois 
amy )2( 6 . . . 8 “قر -ا-‎ (zr, h, k), 
7+1 fois 1 
)12( حيث‎ 


”| |ع + |8 ,8 نا بيو |< | (z, h, E‏ "8 | 
وذلك باعتبار نفس الشروط الخاضعة لها × علط كل 
بتعويض k‏ ب F Dk...“ 34 “2k‏ م نحصل الى جانب (11) على جلة 
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f (zh) 2k— f' (يه)‎ 2k 4} f (2 1 2k 2k— : علق‎ + 1 
— A (f (x) (h4 2K) (+ 2K) — f" (a) hh] + ... 
... 1 f (r 1B) 2k ... 2k 


f™ (zk... RIF‏ و21 (f (r) ) + 2K) ... (H+‏ سق 
سسس ا 
m fois‏ 
2k ... 2k— açı (3) (+ 2K) ... (h + 2k) +‏ (2) نجوه لك 
amu (2) ...h +R (x, h, 2k) =0,‏ + 


لس ا 
fois‏ 7111 


فا ي يو ي ي ي ي ي ي ي ي هيه يو ي ي ي ي ي ي ي يو و قاع قاع ي يو ي ي و و و .ع ف 


f (e +h) (m-1) kf’ (x) (m 1) k د‎ f (t1) (m+ 1) k (m + 1)k— 
اط‎ )( (kh 1- (m + 1) k) (h (m+ 1) E) — f (x) hh] 4- 0 
... ہک‎ f )2 1 ( ) Dk. (m41) k— 


m fois 





e (m+) ... (+ (m +1) —‏ 1 
m foils‏ 
f (2h ...h] +‏ 
m fois‏ 
HF amu (7) (m + 1( 6 ...(m+1)k— °‏ 
ا m+1 fois‏ 
amy (7) (R 1 (m F1E) ... (+ (m + 1) k) 4‏ — 
m+1 fois‏ 
amr, )2( © ...h+ R" (r, h, (n+ 1) k) =0.‏ + 
m+1 fois‏ 
نحوّل هذه الجملة. نطرح من کل مساواة» ابتداء من الثانية ع المساواة 
السابقة ؟ نحصل عندئذ على جملة تضم ” مساواة. ثم إن الجملة الثالثة المنشأة 
يقة ماثلة تحوي ( 2-1) مساواة؟ اخيرا فإن آخر جملة, والتى رقمها 
«(m,1)‏ تضم مساواة واحدة نريد ايحادها صراحة. 
من البديبى إنه من اجل كل حد من هذه العلاقات يكن انشاء النتيجة 
بشكل مستقل كنتيجة لجدول الفروق الموافق له ذي الرتبة (141ه). تشكل 
الحدود الاولى العمود ( الذي رمز له ف شكل سطر): 
(1f (e + Bh) k, 2f' (r + Rh) k, .. ., (m F1) f (z + h) (١‏ 
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نلاحظ ان نتيجة جدول الفروق الحوافق له منعدم حسب 37.2 ب وج. 

إن الوضعية هي نفسها من اجل كل الحدود باستثناء الحدود الاخيرة. 

بصفة خاصة. ينبغي النظر في الاعمدة ( التي نرمز لها هنا في شكل 
سطور): A f (+R k ...k(T, 2™,..., (m+,‏ 
سس m!‏ 


)13( م‎ 
.: f وندم) وم‎ ... (RHE), ل ... ونقطة)‎ 20 < 
١ m fois 2 m fois 
نت‎ (Fm ED E)... (RL (mF 1) BY, 
)14( m fois 
amy (2) {k ...k— (h+Kk) ...(h +-k), 
m-+1 fois m+ fois 53 
“k...k—(h+2k) ... (RAR, ..., (mf 4( “6 ...k— 
س س سے سی سسس سا‎ 
m+1 fois 7141 fois 7+1 15 
(1s) <r EDD... (hit (mH Dk). 
m+1 fois 


باستخدام 2 .37 3 حيث نضع «p=m+1‏ نخد ان نتيجة جدول 


الفروق للعمود (13) يساوي : j” E‏ 
بازالة الاقواس في العمود (14) واستخدام تعدد خطية الشكل: 
م . :هم (ج) ”نر انه من حقنا الا نحتفظ سوى بالحدود ' 
ai 1 (Dk... k (1, 2", <. .(m 1 1)‏ 


(اما الحدود الاخرى فانها تزال بفضل 37.2 - ج)؛ يتبين من 37.2 - د 
ن النتيجة تكون: om ...k.‏ 
١ 8 3 foils 2 2‏ 
نلاحظ فى الفروق التى تشكل العمود (15) ان الحدود المسيطرة ذات 
الدرجة (78+1) بالنسبة ل + تختصر . نستطيع عدم اخذ الحدود التي لها 
درجة 1 - ”> بعين‌الاعتبار» كا ان نفس الملاحظة قائمة فا يخص العمود 
(14). هكذا وبدون المساس بنتيجة جدول الفروق الموافق لذلك» يمكننا 
(7Z) {(m + 1( 876 . 8 7‏ بده — 
تعويض العمود (15) بالعمود التالي : )1 {(m -F‏ )7( 44 
(m+ 1)hk ...k, ‘..(m+1) (m+ 1)" hk ...k},‏ "2 


m fols 71 8 
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الذي نتيجته : 
hk ...k. /‏ 4(1 + ) )7( يبد — 
سسس 


m fois 
: نصل في الاخير الى العلاقة التالية‎ 
(16) (f (+h) —f™ .و [(ه)‎ . . k= (m+ 1( ! م ... 816 )2( يبوه‎ 
سسس ا سس ا‎ 


m fois m fois 


| 8 | <Cm-2e (kIT +R +k +R”) : حيث‎ 





1 8 8 لهام E‏ 
وهذا من اجل . روبج > || رجه > | | نشت هنا ط. عندئذ» 


لدينا من اجل كل العناصر ءا التي لها نظم يساوي نظي 1 : 


|h |;‏ عن )> | 8 | (17) 
الا ان ذلك يعن بأن ال« 5 بالنسة ل ى 
(r+h)— f (= (nm +1) amy, (2Z) RF} k‏ م 


m foils 


لا يتجاوزر (بالنظم) العدد “|۸| ء٤‏ على سطح الكرة ١ات‏ نصف 
القطر .| ۾ | . وبالتالي» فإن نفس الشكل لا يتجاور (بالتنظيم) العدد 
| 81 على سطح الكرة ذات نصف القطر 1. نحصل على المتراجحة 
الموالية بفضل 2 .42 - ج. 
| اع > || (ه) يبوره !)1 + (z+ kh) — f (gz) — (m‏ فر | 
وهي متعلقة بالمؤتمر الموافق للشكل المذكور. با ان الثابت ,60,7 لا يتعلق 
بط فإنه ينتج بان التابع مر يقبل الاشتقاق وبان العلاقة 


fmm (=) = (m+ 1) 1 dm (zx), 


وهو المطلوب. نختتم برهان النظرية بوضع .P-1l...«.1=m‏ 
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تمارين 

1. اثبت انه إذا كان واحد على الاقل من معينات سيلفستر ذات الرتب 
الزوجية (41.2 - س) سالباء فإن الشكل التربيعي الموافق له غير معرف 
(اشارته متغيرة) وذلك بصفة مستقلة عن قي واشارات المعينات الاخرى. 
2. اكتب المشتق الثاني للتابع د (53.2). 
3 . اكتب المشتق الثاني للتابع رم  ,‏ , العكس لتابع يقبل الاشتقاق مرتين 
#) ؟ =± (63.2 ب). 

نفرض ان تابعا ,8 +€ :2)/ مع القيد نر = 2<5 ٠»‏ يقبل قيمة 
عظمى مقيدة عند نقطة* > ٠66‏ (72.1 أ). نفرض ايضا ان تابعا. 
2 + 6 :)2( ب يتمتع بالعلاقتين  )(,‏ - (م) ب و) ٠“‏ = (ه) '#وان المؤثر 
× + × :») #-قابل للقلب . 

اثبت ان النقطة 8 نقطة مستقرة ( بمفهوم القيمة القصوى المقيدة) ايضا 
للتابع () . باعتبار القيد ٥.‏ = 2)م+. لكن طابعها قد يتغير ( قيمة 
عظمى » صغرى » انعدام قيمة قصوى). 
5. اثبت انه حتى تكون سطوح جماعة ثنائية الوسيط من الخطوط اللولبية 
في ) ,8 هو المتغيرهر , ها الوسيطان): 

© )7( 4 = 2 ,© — م) a), y= r sin‏ — م) cos‏ م = £ 
سطوحا متعامدة يلزم ويكفي أن يكون .68 = م ۸ 
6. ليكون التابع ل هذه هه = )2( f‏ لدينا النشر: 
مع هعبق رعوسمر ‏ )1( 


. من اجل ,0 عر م ٠‏ *| > |۸ ولدينا من اجل ن ۽ : 


م م شيك .1-0 0-1 0س لش sin‏ قمر 
بحيث ان المساواة (1) قائمة ايضا من اجل 0ء عندما نضع 
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0 -1)0» .نت (0) وه = رم ب. , . لکن م)ر لا يقبل مشتقا ثانيا عند 
.0 = ء . فسر التناقض الظاهري بين هذه النتيجة والنظرية 2 .47 . ا 
7. قدم نص وبرهان شرط قابلية المعادلة الموالية للحل : 
لك 

(١‏ ,2) اح ريه 
حيث ,× + ,× = × تفكيك للفضاء × الى جموع مباشر . 
8. لیکن رمي م تطبيقا من فضاء هيلبرتي 15 في نفسه, قابلا لمشتق 
أول وثان. نعلم ان © © -2) “٠ن‏ حيث » ثابت و ( ۲ مؤثر متعامد. 
اثبت ان () 7 لا يتعلق ب« وان التطبيق رى ي يتكون من ازاحة وتمديد 
ودوران. 
9. ليكن ۸+ 4 :)ر تطبيقا قابلا لمشتق أول وثان. نعم ان 
4 ` = (م) “نا حيث 20 شعاع ابت (2) #مؤثر متعامد. اثبت ان 


| وت س 2ے 


T (z) 


2-60 
lz—zo|3 ` 


2 )7( = 

وازاحة وتمدد ودوران. 

EEO EEA‏ متعامداليت 
العلاقة .0 = راس ,مء وذلك باعتبار ان 2)« امتثالي وقابل للإشتقاق 
مرتين وان ط» )»1 ثلاثة اشعة كيفية متعامدة مثنى مثنى . 

۰.۷.9 حح هق "ير واوجد المعاملين‎ uu'h 4+ vy'k 

2. (تتمة.) ليكن رى ر تطبقا امتثاليا قابلا للإشتقاق ثلاث مرات 
و = سام اثبت أن ,0 = كز رم ”م وذلك من اجل كل شعاعين 
متعامدين ۾ و.#. 


3 . (تتمة.) اثبت ان ,83 ,۸) 0 = "م حيث حثايتا. 
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4 . (تتمة.) اثبت ان ,8 + "ا وه - ها » > ه) م حيث ې و 8 ثابتان. 


5 . (تتمة.) اثبت ان النقطتين ء و 2)# ((*)؛) تطبيق امتثالي ) تحققان 
العلاقة | 
,4 = )8 -+ ةر yo‏ — نز | zo ® + 8( (p‏ — م | (a‏ 


حيث .وم ومر نقطتان ثابتتان و,ة و.م ثابتان. 
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6 . (تتمة. ) نعتبر المعادلة 


على نصف مستقم ينطلق من النقطة ,م . اثبت» با مكاملة» ان لدينا 
م أو 0٠.‏ = في عبارة التابع ,نم م (الوارد في التمرين 14) 

ملاحظة . تبين هذه النتيجة عند استكالها بنتائج التمرينين :8 ان 
كل تطبيق امتثالي من فضاء هيلبرتي في نفسه يرد الى تركيب ازاحة وتمدد 
ودوران وتعاكس ( نيفائلينا همصتلصة©26) . 
7 . إن الجملة 


02 (7, y) = (zw) 23 
dz dy 0 


متلائمة وتقبل الحل البد يي .0 س (بو ,2)7 ۰ رغم ذلك فإن شرط التلاؤم 
4(2 ) غير متوفر. كيف تفسر هذا التناقض الظاهري مع النظرية 2 .16 
i‏ 

8 . اثبت انه» من اجل ان يكون لجملة معادلات 

ذات تابع بجهول n)‏ ,... ,7( 2 =£ حلا (2) ه مها كانت الشروط 


الابتدائية ,رم ء مء يلزم ويكفي الآ تختلف التوابع (6/ 
( ,... ,4 ع الواحدة عن الاخرى الا بعوامل عددية. 
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نبذة تاريخية 

كان مبتكرا التحليل اللامتناهي نيوتن وليبنيتز قد طبقا التفاضليات من 
الرتب العالية ( الثانية) لإستنتاج ول معادلات تفاضلية عادية. قام اولر 
(1730) بدراسة عامة للتفاضليات من الرتب العالية. وانبى كوسبى تلك 
الدراسة» بعد قرن من ذل: تاريخ» باستخدام نظرية النهايات. اصبح تعميم 
نظرية التوابع الى الفضاءات النظيمية امرا ممكنا بمجرد ان قدم فريشى 
(غعطء6 ) (1911) تعريفه للتفاضلية. يكن ان جد مقلوب دستور 
اتايلور» مثلاء في كتاب ل. أ: ليوستر نيك و ف. إ. سوبولاف «عناصر 
التحليل التابعي » ( موسكو 1965, بالروسية) إن النظرية القدية 
لفروبينيوس (الخاصة بالتوابع (Y(K):Rn¬Rm‏ التي حققت آنذاك 
)1876( مرحلة هامة في تطور النظرية العامة لجمل المعادلات الخطية ذات 
المشتقات الجزئية من الرتبة الاولى: قد عُممت من طرف م. كارنار 
(:عدع) (1933) لتشمل التوابع في الفضاءات النظيمية» ومن طرف م. 
ديودوني (216740286) (1960. الحالة العامة) لتشمل المعادلة 


. نشرت نظرية فابلن وتوماس سنة 1926 . 
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الفصل 3 
المكاملة فى الفضاءات المتعددة الابعاد 


تعد مكاملة التوابع للمتغير متعدد الابعاد وسيلة من أقوى وسائل 
الرياضيات. تعتبر النظريات المجردة الحديثة للمكاملة توابع معرفة على 
جموعة كيفية ليست مزودة سوى بقياس جمعي. نقتصر هناء ونحن نضع 
نصب أعيننا التطبيقات التحليلية المحضئة» على اعتبار جموعات بسيطة نسبيا 
(« الفضاءات المشحونةء أو المثقلة») وهو الأمر الذي يسمح بإنشاءء نظرية 
مكاملة ماثلة لتكامل ريمان الوحيد البعد. وذلك دون المساس بخاصية 
الجمعية للقياس. يؤدي تطبيق مثل هذه النظرية على الفضاء الاقليدي ذي 
البعد الى النظرية المعروفة (الكلاسيكية) للتكاملات المضاعفة (5.38) 
وتكاملات السطوح (6.38). التي نعتبرء بعدها التكاملات الموسعة 
(7.38). 

حتى لا نثقل العرض فإننا ندرس التوابع ذات القم الحقيقية؛ مع العم 
ان النتائج الواردة تبقى قائمة من اجل التوابع التي تأخذ قيمها في فضاء 
شعاعي نظيمي , اما الاستثناءات النادرة فهي من النوع (7(41.3)): 

ظ .2( dz < mX sup f‏ )2( / | > 5 
التي ها مثيل في حالة التوابع ذات القي المنتمية لفضاء شعاعي نظيمي 
(8(41.3)). 
5 . . تكامل ريمان على فضاء مشحون 

3 . قبل تناول إنشاء التكامل الخاص بالتوابع ذات المتغير المتعدد 
الأبعاد نذكر بتعريف تكامل تابع (م) م لمتغير نه يتجول في مجال 
> + > »ري 31.9). 
نرمز ب لتجزثة للمجال :5 >> ± >> » 

ا( = يه يك SK...‏ يبرن كك SK... ST‏ رنه كك Il = {a = o‏ 
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نصع به e‏ ب Ar‏ عمم = (11) 4 نختار في المجال 2+1 کے به > ,م 
نقطة كيفية ,ع ونشكل المجموع التكاملي : 
Sa N= Ê HEDA.‏ 
يسمى عدد 1 تكامل ريمان التابع (ه) ۶ 0 المجال [,ة]ء إذا 
استطعنا من اجل كله > 0؛ ايجاد غدد 0< م بحيث تتحقق المتراجحة: 
lf —Sn(Dl<e‏ 
مها كانت التجزئة 11 حيث .8 > (11) ي 
يكن تقديم تعريف مكافىء للسابق بدلالة المتتاليات. نعتبر متتالية 
تجزئات دا1.. . . ,11 للمجال [ ,1 ] بحيث 0 + (11) ۾ نسمى ذلك 
تقسما غير منته لتجزئة. عندما تؤول الاعداد مم5 » مها كانت 
امتتالية (!1) من النوع» الى نهاية مشتركة لا تتعلق باختيار المتتالية +11 ولا 
بالنقاط المعملة , ع . فإننا نقول عن هذه النهاية انها تكامل التابع (2) / 
على المجال 2:81 ]: _ .)( Su,‏ نذا -هعة )/ j‏ 


نشير أخيراً الى تعريف آخر مكافىء للسابق, يكتب بدلالة النهاية وفق 
اتحاه (ي 21.4 ). لتكن 8 مموعة التجزئات 11 ذات نقطا معلمة؛ نرمز. 
من اجل عدد 0< 0 إا الجزئية المؤلفة من التجزئات 
8 6 11 التي تحقق 6 > (11). تعين المجموعات الجزئية ,ج . عند تغير 6 » 
اتجاها على 8 نرمز له ب0 > a (I)‏ .إن تكامل التابع (2) يهو النهاية ال 
لمجاميعه التكاملية وفق هذا الاتجاه؛ نلاحظ ان هذه النهاية ة تكون 
موجودة في نفس الوقت» مع التكامل /1 والتكامل 8 > م إن 
لكل هذه التكاملات نفسن القيمة عند وجودها. 
على سبيل المثال فقد أثبت ان تكامل تابع مستمر (2) / موجود. 


3 . ننتقل الى التعريف العام لتكامل ريان. نعتبر مكان 
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المجال0 >> بد > م مموعة كيفية »كا ندخل مكان مموعة اجزاء من المجال 
[3,5 ] جلة(×) )9 = #ؤلفة من مجموعات الجزئية ل × تتمتع بالشروط 
التالية : 
أ . المجموعة × نفسها والمجموعة الخالية تنتميان الى الجملة ]9 . 

. إذا انتمى ,4 و :4 للجملة ¶ فان تقاطعها ية ينتمي الىك . 
ج إذا کان AE, ACA,‏ ,€ رك فائه توجد في ]9 جموعات 
مك ,... بوك بجيث م4 ل ...ل ء4 لا رك = 4 وبحيث تکون 
مك ٠...‏ 4 جموعات غير متقاطعة مثنى مثنى . 

تسمى جملة 9 ( من المجموعات الجزئية من ) تحقق الشروط أ. ب» 
ج نصف حلقة . وهكذا فان الجملة المؤلفة من كل المجالات المحتواة في 
جال [ 3,5 ] تمثل نصف حلقة جموعات. 

نفرض فها يلي أن × فضاء متري وان نصف الحلقة (×) ]9 يتمتع 
أيضا بالشرط الموالي: 

من اجل كل ,0< 8 توجد تزئة للمجموعة × مؤلفة من عدد 

منته من المجموعات يك ,. . . ,4 النتمية ل .(×) ¶» علا ان هذه 
المجموعات غير متقاطعة مثنى مثنى واقطارها لا تتجاوز .6 . 

عندما يكون الشرط د محققا يصبح الفضاء المتري × شبه متراص 
(ي.39.3) لأنه يقبل » من اجل كل ,0< 8 -8 - شبكه منتهية . 

نقدم اخيرا الشرط الاخير المفروض على نصف الحقلة )9 : 
ر. من اجل كل جموعة 69 4 . نعرّف عددا غير سالب 84 بحيث اذا 
تعاطينا تحرئة: م4 لا. A = كءالكوان٠ ٠‏ 


حيث م4 .. . . ,4 غير متقاطعة مثنى مثنى ومنتمية ل 9 يكون: 
mA, +... + mAp‏ عد mA‏ 
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( شرط الجمعية أو قابلية الجمع ) 

يسمى العدد 4" قياس المجموعة ه. تسمى المجموعات ¶% © 4 عند 
تحقق الشروط أ د» خلايا» ويدعى الفضاء المتري × فضاء مشحونا 
ويسمى نصف الحلقة لا مع قياس الخلايا 4" شحنة الفضاء × . 
3 . تعريف التكامل . ليكن (2) / تابعا معرفا على فضاء مشحون × . 
نرمز ب 11لتجزئة للمجموعة × الى ص خلية م4 .. . . ,۸ غير متقاطعة 
مثنى مثنى. من اجل كل خلية من هذه الخلايا ,4 نرمز ب ۵)40 
لقطرها أي الحد الاعلى للمسافات بين نقاط الخلية» وب (11) 4 للقيمة 
العظمى لأقطار الخلايا ,۸ . 

نختار في كل خلية :4 نقطة كيفية ,5 ونشكل المجموع التكامل 


Pp 
(1) Su (0= لق‎ f (ED mA. 


يسمى العدد : 
عه )/ | Iyt=‏ )2( 
XU‏ 


تكامل التابع رى ۽ على الفضاء × مع الشحنة # إذا استطعنا من اجل 
كل 0< » إيجاد 0< 8 بحيث تتحقق المتراجحة: 
Sn Mle‏ — نيما 

وذلك مها كانت التجزئة 11 مع .ق > (11) 4 

نرى إذن ان هذا التعريف يمائل تماما التعريف الاول لتكامل تابع 

() ۶ على جال مغلق . 

عند مواصلة هذا الاستدلال بشكل ماثل نستطيع صياغة التعريف الثاني 
بدلالة المتتاليات لنعتبر متتالية كيفية . . . ,آ[ .. . . ,11 من تجزئات 
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للفضاء ‏ تحقق0 + (,11) ۾ نسمي هذه المتتالية تقسما لا منتهيا للتجزئة . 
إذا آلت الاعداد م) ,«ك » من اجل كل متتالية (+11) من هذا النوع, 
الى نهاية مشتركة غير متعلقة باختيار المتتالية (+11) والنقاط ,:5 فإن هذه 
النهاية تسمى تكامل التابع / على الفضاء المشحون .×. 


ننتقل اخيرا الى التعريف الذي يكتب بدلالة النهاية وفق اتجاه. لتكن 8 
جموعة كل التجزئات (ذات النقاط المعملة) للفضاء ‏ » نرمز من اجل 
0< 6 » ب م لمجموعة التجزئات التي يكون من اجلها .6 > ([11) 0 من 
اجل عددين 8 مختلفين فان الفضاءين م8 الموافقين هما يحتوي واحد منها 
الآخر؛ ثم إن تقاطع كل المجموعات 25 خال؛ وبالتالي فإن تقاطع 
المجموعات م8 تعين اتجاها على ۴؛ نرمز له بطبيعة الحال. ب0 ج (1]) d‏ 
تكامل التابع ى , هوء تعريفاء نباية المجاميع التكاملية وفق الاتجاه 
.d (II) > 0.‏ 

ينتج تكافؤ التعاريف الثلاثة الواردة اعلاه من الخاصيات الاساسية 
للنهاية وفق اتجاه (راجع ي17.4). 

نقول عن كل تابع f)‏ يقبل تكاملا على الفضاء × بشحنة # انه 
يقبل المكاملة على × بالشحنة 9 أو باختصارء قابل للمكاملة» إن كان 
الفضاء × والشحنة 96 مثبتين» نتناسى في الحالة الاخيرة الرمز ‏ في الاشارة 
الى التكامل . 

3 . نشير هنا الى بعض الخاصيات الاساسية للتكامل عند افتراض 
وجوده وذلك دون الاعتاد على خاصيات التوابع الواقعة تحت رمز 
التكامل. سوف لن نقدم براهين على هذه الخاصيات» لأنها تتبع نفس 
الخطوات المقدمة في ي51.9 حيث اعتبرنا التكاملات على مجال مغلق: 
المرور الى النهاية في المجاميع التكاملية. 

أ . ان كل تابع م = ري ۶ (- ثابتا) يقبل المكاملة على فضاء مشحون 
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× ولدينا: 
206 1[ )1( 
. إذا كان تابع (2) f‏ قابلا للمكاملة على ف مشحون 1 فإن التابع 
“Cf )2( :‏ > مھا كان الثابت ©. يقبل ايضًا المكاملة على × ولدينا: 
de‏ )1 ] © حممة Cr‏ | )2( 
Xx X‏ 
ج . إذا كان (#) م و(2) ي تابعين قابلين للمكاملة على فضاء مشحون .× 
فان مجموعها(2) ع +- (2) / يقبل أيضا المكاملة على × , ولدينا : ۰ 
عه مام إجعة م / | سعد ام وهنا ل )03 
د . إن كل تابع قابل للمكاملة على فضاء . مشحون × ګحدود على × 
ر . إذا كان (2) / و )z(‏ ۾ تابعين قابلين للمكاملة على الفضاء × ويحققان 
المتراجحة(2) بم > (م) / فإن: 
dz.‏ )م | كمه )1 | )4( 
م2 XxX‏ 
بصفة خاصة إذا كان التابعان (ء)' و١‏ (2) / إقابلين للمكاملة على ×» 
فإن 
عةاه)/ | | >اعة م/ ١١‏ (5) 
Xx‏ 2 
إذا كانت قم تابع (م) / قابل للمكاملة على الفضاء × حصورة بین © و٤‏ » 
أي ,6 > (م) / > > فإن: 
06 >سمة 1[ < < cmX‏ (6) 


على سبيل ا مال فان لدينا دائما: 
1dr <syp | (a: mx.‏ | > > )11 (7) 
عندما يتعلق الامر بتوابع تأخذ قيمها في 85 نظيمي » فإن الدستورين 
(6) و(7) يحل محلها الدستور ( ي26.12 - ص): 
1 
dre TIE,‏ (ه) 1 | + )8( 
X‏ 


270 


حيث یرمز 5 لمجموعة قم التابع (2) / على آاء ويرمز [728 للغلاف 
س. نشير اخيرا الى نظرية اخرى برهانها هو اعادة حرفية لبرهان النظرية 
ي9 .27 بعض تعويض المجال [ 8,5 ] بفضاء مشحون ×. 
نظرية. إذا تقاربت متتالية . . ,(2) ,/ ,(2) ۶ توابع قابلة للمكاملةء 
بانتظام على الفضاء المشحون × . نحو تابع () 2 فإن (2)/ يقبل ايضا 
المكاملة ولدينا : 
f(a) dz.‏ | سناد عه [f‏ 
ٍ بر "٠‏ 14 
لدينا نظرية ممائلة باعتبار السلسلة, .ب (z) + Qa (z)‏ ,التي حدها العام تابع 
قابل للمكاملة. ٠‏ 
3 . بعض الانجازات الملموسة للتكامل . 
أ . إذا اخترنا كفضاء × مجالا [2,6 ] وكخلايا 4 اية مجالات ( تحوي أو 
لا تحوي أطرافها) وكقياس خلية 4 طول المجال المعتبرء فإننا نحصل على 
ب . لتكن ب بلاطة في فضاء بعده 8: 

X = {TERn: ره‎ SKI 1S ب .۰ بوط‎ an كك‎ Zn S Dn). 


نختار » كخلايا » كل البلاطات الجزثية :8 - 4 : 
Tn >> Bn}‏ كك ره S Bı, N‏ ره كك ره A = {rE X:‏ 


وكل المجموعات المستنتجة من المجموعات المعرفة اعلاه بتعويض بعض من 
الرموز > ب> . ثم نسمي قياس خلية 4 حجمها الاقليدي : 
(~e.‏ [[ حمم 
يمككن اثبات» دون صعوبة تذكرء ان الشروط 21.3 أ د متوفرة 
هنا. نلاحظ مع ذلك ان البرهان الشكلي على الشرط 21.3 - د ليس من 
السهولة بمكان. لكن هذا لن ينعنا في الوقت الراهن من تناسي هذا 
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البرهان إذ اننا سنقدم ضمن 71.3 برهانا عله قضية أشمل من الشرط 
المذكور. يسمى التكامل المحصل عليه بواسطة هذا الانشاء تكامل ريمان 
ذي الرتبة ٣‏ ونرمز له ب:. bı bn‏ 
1m dz= | 9 |0000‏ | 
xX‏ 


3 .توطئة حول انصاي الحلقات . يقبل المثال الاخير تعمها أساسيا: 
بعد تعاطى فضاءات مشحونة ,3 ,... ورك يمكننا انشاء الفضاء المشحون 

x,‏ 1 58 بالطريقة التي ننشىء بها بلاطة ذات بعد ٠*‏ بواسطة مجالات 
وحيدة البعد. لتحقيق هذه الفكرة» وهو ما سنقوم به في 71.3 ينبغي 
عرض النتيجتين الموالتين : ا 

أ. توطئة . إذا كانت المجموعات 4٠‏ ,. . . ,4 المنتمية لنصف الحلقة 96 
غير متقاطعة مثنى مثنى ومحتوية في جموعة ,]9 € 4 2 فإنه توجد في كا 
جموعات 8 ,. . . ,+ع بحيث: ش 

)1( AU... UA» U Baa U...UB,=4. 
مموعات غير متقاطعة مثنى‎ 4k... 4ء‎ 8 u... حيث يباه‎ 


“® 


مسی . 
البرهان. من اجل,1 = 6. فان القضية واردة في تعريف نصف الحلقة 
(21.3 - ج). لنفرض ان القضية محققة من اجل رتبة » ولنشبت صحتها 
من اجل الرتبة1 + . نعام ان لدينا بر4 ,م ,... ,4 جموعات غير 
متقاطعة مثنى. مثنى ومنتمية الى نصف الحلقة 9 ومحتواه في المجموعة 
6 4. ينتج من قرض التدريج وجود جموعات جزئية +8 ,... ,ب8 
في » تحقق التجزئة (1). إن المجموعة ,و4 لا تتقاطع مع ايه جموعة 
من المجمموعات ,4 ,... 4 وعليه فهي حتواة في الاتحاد: 
Bg, U ... U Br,‏ إذث: 

)2( Ana = بوبيك‎ U ٠٠. U AnıBr 
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يأتي من تعريف نصف الحلقة ان لدينا التجزئات التالية : 
U Bh}, U...U Bip‏ مبوظيبوق = ١ Bara‏ (3 ( 


B, = ريبما‎ B®) ...UBF™, 
OS حيث ان المجموعات‎ 
A= A, U... U AU لامبوقيبيك‎ ..٠ : الى العلاقة‎ 


(P,) 


= :8 ل ... U Anu Br U BRU‏ 
41U... U A4 U Ax U BH U... UB”‏ 
وهو المطلوب. 
ب . توطئة . لتكن 4٠‏ ,. . . ,4 مجموعات عددها منته من نصف حلقة 8 
خر ا ا م8 , .۰ .8بحيث 
NL‏ = :4 لا وبحيث تمثل كل جوعة (8 ,... ,1= ) 4 اتاد بعض 
الخموعات E‏ 
البرهان. من اجل 1-! فإن القضية مباشرة: يكن وضع .,4 = ٠8,‏ 
بافتراض القضية قائمة من اجل رتبة ءا نبرهن على قيامها من اجل الرتبة 
.k1‏ توجد» حسب فرض اريم و غير متقاطعة 
B@‏ ,... ,8 في ]9 بحيث “مل - :“لا وبحيث تمثل كل جموعة 
8 ,... ,1= خ ,4 اتاد بعض ال غات gl.‏ . يأنى من تعريف 
نصف حلقة أننا نستطيع كتابةء من اجل كل ,8 » تجزئة هذه المجموعة 
مؤلفة من مجموعات غير متقاطعة أولاها بم4 0 ع8 : 
Bin,‏ لا Bj = (BP 0 A44) U By U...‏ )4) 
Pp).‏ ,... ,1=( 
م حسب التواطئة أ» فإن المجموعة 4٠+‏ يكن كتابتها على شكل 
اتحاد مموعات غير متقاطعة من › ا هذه المجموعات هي تقاطع 
Ans‏ مع المجموعات 91 ¢« 9P‏ 
Ans = (Ans N BP) U... U(AnaN BE U BU... .UB,.‏ )5( 
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نرى إذن ان كل المجموعات التي نأخذ اتحادها في الطرف الايمن من 
(4) و(5) تنتمى الى نصف الحلقة ۷» وهى غير متقاطعة مثنى مثنى. من 
الواضع ان اتحاد ر هذه المجموعات يعطي كلا من المجموعات 
.بوك .... ,4 . انتهى برهان التوطئة. 
3 . جداء الفضاءات المشحونة. لتكن ۸ .. × فضاءات 
مشحونة؛ نعتبر الجداء 7 للمجموعات م× ,... ,× اي مموعة العناصر 

٠ 2«(‏ .. ,.) = :4 ندخل على هذه المجموعة بنية فضاء مشحون 

كي لا نعقد العرض» نقتصر على الحالة التي يكون فيها 5-2 ونرمز 
X= XK, E‏ 

نعرف خلايا الفضاء۲ × × = على انها الجداءات 0-4»8 حيث ۸ 
و8 خلايا من × ولا على التوالي. نرمز لمجموعة تلك الخلايا ب (2) 8 
نصف حلقة. إن الفضاء 2-3 باكمله ينتمي الى الجملة (8)2 لأن 
e (r). X EN (X),‏ إذا كان ,8 Ca = A» X Ba9C, = 4, x‏ 
خليتين من 2 فان :8:8 × و44 = 0,61 خلية ايضا من 2. ليكن 
)2( ع (2C, = A, x B,‏ ]9 6 8 كا 4 = 0 جیٹ.۔ ےٍع. يعني ذلك 
ان 4 ے ,4 و.8 حت ,8 جد في هذه الحالة خلايا غيرمتقاطعة 
وك ,... ميك من (70) ]9 و 9و2 ...۰ 8 من (¥) ]9 بحيث : 

4 - بك‎ U وك‎ U... U Ap, 8 و8 نارظ ع‎ U... لا‎ B,. 


(4p X BJ) U (Ap X B2) U ... U (Ap Xx Bq) 1‏ نا 
الخلية 4×8 على شكل اتحاد للخلية ,8 × ,4 مع بعض الخلايا غير 
المتقاطعة الاخرى. ينتج من ذلك ان (9)2 نصف حلقة لأن المسلمات 
3 أ ج متوفرة. 
نزود الفضاء 2 بمسافة بالطريقة الطبيعية » كجداء فضاءين متريين» مثلا 
(yy Ya)‏ دمحل (Fy, za)‏ 2م X Ya) = V‏ وبد (Zı X V1,‏ م 
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إذا كانم4 ل. . () ,4 = وہ8 ۰.1 لا ,8 = اتفكيكين الى خلايا غير 
متقاطعة اقطارها ,5< للفضاءين × ولا على التوالي» فان (/8 × م4) لا 
B) U (4, xX B) U...‏ كا ,4( = Z‏ 

يمثل ته تفكيكا للفضاء 2 الى خلايا غير متقاطعة اقطارها ,2/[ 8> > بحيث 
لأن المسلمة 21.3 - د تصبح هي الاخرى محققة. 

اخيراً, نضع › من اجل خلية MC=mA.mB « C=AxB‏ . لشت ان 
مدنت وده الشكل تحقق مسلمة قابلية الجمع 21.3 - ر. 
لتكن : م8 x BJU... U (4, X‏ يك4) ع 8 كا ك4 ع- 6 (1) 

تحزئة الخلية © الى خلايا غير متقاطعة. نضع 4 على شكل اتحاد 
مجموعات ( ليست بالضرورة غير متقاطعة): 

رق A = A, U... U‏ 
توجد E‏ 6 حت 3 - ب» خلايا غير متقاطعة ميق 
بحيث ر7 ل] = 4 وبحيث تكون كل خلية ,4 اتحادا لبعض الخلايا 4١‏ . 
z1‏ 

كما انه توجد (۲) % خلايا غير متقاطعة +8 .. . . ,8 بحيث,3 ل = 8 
وبحيث تكون كل خلية Bi‏ المحادا لبعض الخلايا By‏ . نرمز للتفكيكات 
الموافقة فقة لذلك ب ب: J B= UB?.‏ =4 


C= 4» B= (A? x Bi) U (4$ x Bi") ...ل‎ U(A® x 81 
ولدينا‎ 


2 ۹ 
mC =mA.mB — VY 1. 2! mÊ, 
2 nA: - mB,. 


. من جهة اخرى‎ 
Rk k 
2 m(Aı X اندي اك‎ mAı x mB, = 


2 


= 2 (na) (Sn) = Û J رقسيقم‎ 


j=1 


هم 
3 
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لأن الخلايا ,8 × ,4 غير متقاطعة ولذا فكل حد من اليمين يساوي حدا 
من الشار والمكسن وبالعكس + ومتة تأت المشناواة الظلوية: 
80 مايه « Û‏ مم 
وهكذاء إذن» فإن كل جداء فضاءات مشحونة يقبل هو أيضا بنيه 
فضاء مشحون. تسمى البنية الواردة هنا جداء شحتتى الفضاءين × و 
يمكن تمديد هذا الانشاء »بالتدریج » ليشمل كل الحالات مھا كان عدد 
العوامل . 
3 . المجموعات الاولية. 
أ. المجموعات الاولية هي» تعريفاء الاتحادات المنتهية لخلايا فضاء 
مشحون. 
يتبين من 61.3 - ب ان كل جموعة أوليه ۴ يكن تمثيلها على شكل 
اتحاد منته من الخلايا غير المتقاطعة. 
ب . توطئة. إذا كانت ۶ و جموعتين أوليتين وكان: 
درك U‏ ... لايق ع م 
و8 لا ...نا ,8 ع 0 تمثل هاتين المجموعتين على شكل اتحاد خلايا غير 
متقاطعة مثنى مثنى › فان الاحتواء ا : 


9 
dA = -0,ا‎ ÛJ 48, 
حدر‎ 


حيث أن حدود الطرف الايمن غير متقاطعة. ينتج إذن» استنادا الى 21.3 


- رم ان: 9 
(AB).‏ 2 عد mA‏ 


عندما يكون [ مثبتاء فان الخلايا ر4,8 تصبح غير متقاطعة؛ توجد» 
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: بحيث‎ Bj, 2 BY” حسب 3 1 ج خلايا غير متقاطعة‎ 
= (4B) U... U u U BP U... U BP ...شعن‎ 


بالنظر الى 21.3 - رء يتبين أن : 
P 2‏ 
mB == 3 m (A,B) + mB}? +... {mB > Dm (AB).‏ 
وبالتالي : 
e‏ 8 2 
mA,‏ بق > ((رظية) م 2( 2 = (رظي4) سم 2 
> و ون 0 P=‏ 
8 2 
mAı = Û mB.‏ 3 (2) 
يمكننا إذن تعريف قياس 88 لكل جموعة أولية 8 بوصفه جموع 
قياسات الخلايا غير المتقاطعة التى تشكل ۲ تثبت العلاقة (2) ان هذا 
التعريف سل . 
د . تقوم المتراجح (1) أيضا في الحالة التي تكون فيها الخلايا ر8 متقاطعة 
(عند الاحتفاظ بالشروط الاخرى). ذلك اننا نستطيع › حسب 61.3 
بء ايحاد جاعة من الخلايا غير المتقاطعة ,8 (7-1,...,8) بحيث يكون 
7لا - ,8 لا وبحيث تكون كل ,8اتحاد بعض الخلايا ,م . إن قياس 
كل خلية :8 يساوي جموع قياسات كل الخلايا +8 المحتوية في 8 ,ثم 
إن جموع قياسات كل الخلايا 8١‏ يساوي على الاقل جموع قياسات كل 
الخلايا ,8 عاك محتواة في خلية من الخلايا 2 . لدينا 


Û a:cÛ 8, = الآن: ,5 ل‎ 
1-1 j= اعم‎ 


ممح 
2 


9 


ره 
0 1 


tv. 
1 
1 
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ر . إذا كانت مموعة أولية 5 اتحادا لبعض الخلاياء متقاطعة كانت أو غير 
متقاطعة, .و8 ,. . . ,,8» فإن المتراجحة التالية حققة: 
mB,‏ لل > طم 
بالفعل» توجد حسب د جموعات غير متقاطعة مك4 ,... ,4 بحيث 
لا - =P‏ لاء يستلزم التعريف ج والنتيجة د ان 


Pp q 
mp = 2 mAı >> 2 mB, 


= 


وهو المطلوب. 
8 .2 . نظريات الوجود 
نثبت في هذه الفقرة التوابع المستمرة للمكاملة وكذا التوابع التي ها 
نقاط ١‏ قليلة » ( با لمفهوم الذي سنحدده فيا بعد). 
3 . نثبت هنا بأننا نستطيع الاقتصاد » عند البرهان على وجود تكامل» 
على التجزئات التي تتبع التجزئات المقسمة تقسيا كافياً. نقول» كالمعتاد » 
عن تحزئة /11 لمجموعة × إنها تابعة أو موالية بالنسبة لتجزئة 11 اذا كانت 
خلايا التجزئة “11 اتحادات ( بدون نقاط مشتركة) لخلايا التجزئة 11 . من 
اجل كل تحرئة 51 وكل,0< ف توجد تجزئة تابعة'11 بحيث :8 > )11١(‏ ج 
لإنشاء مثل هذه التجزئةء نعتبر أية تجزئة “11 بحيث 6 > (11) 24 وهي 
موجودة يت 21:3 بد »وولف الجرثة 1 المشكلة من كل تقاطعات 
خلايا 17 مع خلايا ."11 . 
أ . توطئة. نفرض ان لدينا تحزئة 11» وان المتراجحة الموالية قائمة» من 
اجل كل م ى ۾ وكل تجزئة تابعة 11١‏ : 
ع >> | 0( Sr‏ — (/) وى | 
إذا كانت ,11 تجزئة أخرى لا نفس الخاصية أي أن 
Sr (0 | >> ©‏ - )0( ردك | 
وهذا مهما كانت التجزئة التابعة :11 » فإن: 
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| برك‎ )( - Sp, )( | < 2e. 
وارآآء‎ IH مشكلة من تقاطعات خلايا‎ H, s البرهان . نعتبر نحزثة جدي‎ 
]1 نختار النقاط المعلمة بشكل كيفى. إن التجزئة :11 تابعة بالنسبة ل‎ 
و .11, لدينا فرضا:‎ 

| Sn (O) — Sra )7( | >> 5+ 

(Dl >> ©:‏ يرق - (/) يورق | 


ومنه تأتى العلاقة المطلوبة. 
ب . نتيجة . إذا استطعناء من اجل كل ,اح ه » ايجاد 0< 8 بحيث 
تتحقق المتراجحة الموالية. مها كانت التجزئة 11 لفضاء مشحون × حيث 
Sr )/( — Sr (A | >> ©‏ | 

فإن التابع (2) م يقبل المكاملة على الفضاء ×. 
بالفعل » فان المتراجحة 

| )مرك‎ - Sm Wle 
11 قائمة ضمن الافتراض المتخذ» حسب أى وهذا مها كانت التجزئتان‎ 
و ,11معخ > (1) ۾ و 11,(>8) ۾ وهكذا يكننا تطبيق مقياس كوشي على‎ 
المجاميع التكاملية () برى والاتجاه.0 + (11) 4 وهو مايثبت وجود‎ 
. التكامل‎ 
نظرية وجود تكامل تابع مستمر‎ .3 
أ. لیکن ۶ جزءاً من فضاء متري × نرمز ب:‎ 


Sup 0 (f) |‏ ع (ة (P,‏ ره 
EB a‏ 


لتذبذب تابع (2) 1 على ا Pc‏ 
ب. لتكکنن× ے «مجمرعة اول لية قياسها ۲ص  81.3(‏ ج) 
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0 = م) = ]1 تحزئتها الى خلاياغير متقاطعة . نرمز للمجموع التكاملي 
فل السرم مه أي المجموع ذي الشكل ۸ () / ل ب ب Sy (f, P)‏ 
ونخصص الرمز () م8 للحالة التى يكون فيها ×+ P‏ ليكن .4 max diam‏ 
= 8 (أي القيمة العظمى لاقطار له ). 
توطئة. لدينا المتراجحة التالية» من كل تزئة تابعة ]1 للمجموعة 
المذكورة ۴ ۰ 
.هم )6 Sn (f, P) — Spr (f, P) | < o, (P,‏ | )0 
البرهان . ليكن 
٠... UAprp}‏ لادم4ك لا U...‏ بسكلا I = {P = Aull...‏ 
حيث ,4 Û‏ -,4. إن جزء المجموع اکال (۶ ,)و5 الموافق 
3-1 
للخلية :4 يكتب على الشكل : 
ريق © buy‏ مرنضه: f (Gy)‏ 2 
يحقق الحد الموافق له ,4" (,5) / الوراد في المجموع التكاملٍ 
i‏ 
Sa (f, 59 )5, € 4»‏ المتراجحة: A=‏ (رية) f‏ 2 مهم GD‏ 
r‏ 
مضه (ة <a, (P,‏ | رقم [زررة) [ ED—‏ ب | 
ومنه تأتى (1). 
إن النظرية الموالية اساسية. استعملنا في هذه النظرية تعاريف ونتائج أ و 
ب بافتراض ان ×=۴. ستكون الحالة 6نل5 2 × مفيدة في المستقبل 
(423). 
ج . نظرية . کل تابع 2) f‏ ر ن عد قابل 
للمكاملة . 
البرهان. من اجل 0< .»يكن اياد 6<0 بحيث 
e/)2”۸( ۰‏ > (8 ,×) ره وبالتالي» مها كانت التجزئة 11 حيث 8 >> ([11) 0 
ومههما كانت التجزئة التابعة , 11 , فإن المتراجحة (1) تستلزم : 
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(X, 8) mX < €,‏ ره > | Sr )/( — Sn (O‏ | 
يبقى فقط تطبيق 12.3 ب. 
د. نتيجة . لإن كل تابع مستمر على متراص مشحون × قابل للمكاملة. 
ذلك ان كل تابع متستمر (ج)/ على متراص × مستمر بانتظام (ي 
5 .71) ومن ثم تأتى النتيجة المطلوبة بفضل ج. 
3. سنحتاج الى تكاملات بعض التوابع المتقطعة التى لها مجموعة نقاط 
صغيرة نسبيا. لوصف مثل هذه المجموعات. نقدم التعاريف الموالية : 
أ. لتكن ه جموعة جزئية من فضاء متري × و × € د نقطة كيفية. يسمى 
العدد : (z, J)‏ م (z, A) = inf‏ م 

YEA 


مسافة النقطة 9 عن المجموعة 4. 
ب . تسمى المجموعة 

}8< )4 ,ه) م :ع ع U, (A) = (Zz‏ 
م - جوارا للمجموعة × ح 4 
ج . نقول عن موعة × ے 4 إنها محتواة تماما داخل جموعة × 8 » اذا 
تحقق الاحتواءت (4) من من اجل عدد 5>8 . 
د . لتكن ۸ و8 جموعتين جزئيتين من فضاء متري ×. نضع : 

044, B) = inf ,)م‎ J). 
64 
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من الواضح أن 0-(0)4,8 إذا وفقط إذا قبلت المجموعتان 4 و8, 
على الاقل» نقطة ملاصقة مشتركة. إن لم يكن الامر كذلك فإن 
.0> (8 رك ) ١0‏ 
من البديبي انه إذا كان ه محتوياً تماما داخل 8» فإن:0< (8 - نا ,4) 4 
وبالعكس. إذا كان ,0<  8(‏ × ,4)4 فإن ه محتو تماما داخل 8. 
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ر. نقول عن مموعة 2 في فضاء مشحون × إنها قابلة للاهال إذا 
استطعناء من اجل كل,0< ع» بل 2 محتويا تماما داخل اتحاد منته من 
الخلايا م4 ,... ورك مع > > m4,‏ 
س . كل اتحاد منته 2 من المجموعات القابلة للاهمال ,2 ,. . . ,2 يمثل 
هو ايضا جموعة قابلة للإهمال: بالفعل» إذا كان «2 محتويا تماما داخل 
اتحاد الخلايا ,440 ,. . . ,4 ,... ,1=« فإن 2 محتو داخل اتحاد 
الخلايا: 1ك .... ,© ,... ,7 ,.. . ,4+ زيادة على ذلك إذا 
كانت الخلايا 4 مختارة بحيث يكون: 
3-7 * > "لور « فإن ,ع > ]ممم 5 او » وهو المطلوب. 
3 - أ . كنا قدمنا في دراسة u‏ التوابت لمتغير واحد 
<b.‏ > + ,< نظرية حول قايليةالتواب بعالمستمرةبتقطع للمكاملة ( ي 9 .61(. 
نقدم الآن النتيجة الماثلة لتلك النظرية في حالة التوابع المعرفة على فضاء 
مشحون : 
نظرية . ليكن × فضاء مشحونا ولا ح 2 جموعة قابلة للإهمال. إن كل 
تابع محدود (1)2 مستمر بانتظام خارج كل جوار للمجموعة 22 تابع 
قابل للمكاملة على ×. 
البرهان . لنثبت اننا نستطيع » من اجل كل ,0< ايحاد 0< ق بحيث : 
>> |( رق - (/) Sr‏ | 
وذلك مها كانت التجزئة 11 مع 8 > (11) 4 والتجزئة 11 التابعة عند اثبات 
ذلك» تنتج النظرية من 12.3 - َ 
لیکن| (2) /] مده = 24 من اجل كل 0< ©, توجد حسب الفرض 
خلايا مك ٠١5‏ برك مع m4, < */(4M)‏ ل اتحادها يحوي المجموعة 2 
الواقعة تماما 3آخله U‏ - ×= 8يأتي من 323 دان 
0< م2 د (ه ,2) 4. إن التابع ست بانتظام خارج الم جوار 
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للمجموعة 22 يوجد إذن 0< > بحيث تستلزم العلاقة ,2 >> (2 ,'نه) م 
هع 'سهء جرع من المتراجحة.(2”«۸)/ع > | (”) f )( - f‏ إنعتبر اية جزئة 
1 للفضاء × مع (م ,؟) «ذمد = 8 > (11) 4 واية تجزثة تابعة “11 
نقسم الى صنفين مموعة كل الخلايا .0 ,.... ,,© الواردة في التجزئة 
1. يتشكل الصنف الأول من الخلايا المحتوية تماما في اتحاد الخلايا 
م4 ,... ,4 ويحوي الصنف الثاني الخلايا المتبقية وهي التي ها نقاط 
مشتركة مع المجموعة 8. 
إن خلايا الصنف الثاني تقع بأكملها خارج الم جوار للمجموعة 2 
لأن اقطارها اصغر من م > م» وهي تحوي من جهة أخرى نقاطا تبعد عن 
2 بمسافات تتجاوز م2 . لیکن 8 اتحاد خلايا الصنف الاول و© اتحاد 
خلايا الصنف الثاني. نقسّم الى قسمين الخلايا :7 الواردة في التجزئة التابعة 
1 ؛ يحوي القسم الاول خلايا محتواة في المجموعة 2 ويحوي الثاني خلايا 
محتواه في © . لنقيّم فرق المجاميع التكاملية (7) ررك و.() .رى. لدينا : 
(f, P) | +‏ سرك | 4 (f, P)|‏ درك | < | (O‏ وى -- (/) Sır‏ | 
Sr (f, @) — Srr (f, 0( |‏ | 
نقيّم الحدين الواردين في الطرف الايمن وذلك باستخدام 
التوطئة 3 .81 - 
|Sr(f, PJ|<M 2 N E. 0‏ )1( 


j‏ م 


(2)| Sn: (f, DIEM RIE 5 714 اليه‎ ٠ 7 = 
j 5 


نجد , بمراعاة التوطئة 22.3 
2 = لام يي > كلد (8 ,0) ره > | (0 (f,‏ ميوقت (0 [Sn (f,‏ )3( 


ينتج من (1)» (2) قاد 
وهو المطلوب. 


ب . نتيجة .إذا كان :2 f‏ تابعا حدوداء متعدما على فضاء مشحون × 


| مث‎ (0 — Sr |< 
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باستثناء مجموعة قابلة للاهيال 2» فانه يقبل المكاملة عل × وتكامله منعدم. 
جموعة قابلة لل إنه يقبل على ۴ 
بالفعل» التابع () f‏ منعدم وعليه فهو مستمر بانتظام خارج كل جوار 
للمجموعة 2, تنتج قابليته للمكاملة من النظرية أ. ثم. باستخدام رموز 
هذه النظرية : ش 

Srr () = Sr (f, P) + Sr (f, 0( = Sr (f, (م‎ 


لأن التابع () f‏ منعدم على المجموعة (2) وا - × © 


: بالنظر الى (1) نستنتج‎ 
[Sn(Ol= 1Sn (f, PJ < 


1 1 (dz lim Sn (=0, إذن‎ 


ج . نتيجة . لتكن . . . ,,11 ,11 . متتالية تجزئات فضاء مشحون × حيث 
0ه (,11) 2 و(2) ميم جموع قياسات خلايا التجزئة,]1التي تحتوي نقاطا من 
جموعة قابلة للاهمال مثبتة 2. عندئذ 0 + (2) 

بالفعل » ان (2) م هو المجموع التكاملي للتابع (2) ۶ المساوي ل1 على 
المجموعة 2 و ل0 خارج هذه المجموعة عندما نختار النقاط المعلمة ,5 في 
2 ۾ ع . وعليه تأتي النتيجة ج من ب. 
3 . في الحالة التى يكون فيها الفضاء المشحون × متراصاء يمكننا 
اختصار افتراضيات النظرية 3 ذلك اننا نستطيع عدم الاهتام 
بالاستمرار المنتظم اللتابع خارج جوارات المجموعة القابلة للإهمال المعطاة. 
نقدم في البداية هذه التوطتئة : 
أ. توطئة إذا كان (2)/ تابعا محدودا على متراص مشحون × نقطا 
تقطعه تشكل مموعة قابلة للإهمال 2. فإن (*)م مستمر بانتظام خارج 
كل جوار للمجموعة 2. 
البرهان . لفنرض العكس : من اجل بعض الاعداد 0< ق و0.< ۾ توجد 
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متتالية نقاط بج يت (..,1,2عه) بحيث ,8 < (2 ,وz)‏ م2 
ce (< 8‏ چ >( “pe‏ ><( م بملا أن 
X‏ متراص » يمكننا القول» ولو اقتضی الامر الانتقال الى المتتاليات الجزئية› 
ان للمتتاليات 26 ٠‏ ير نهاية مشتركة 2 . إذن فإن 2 نقطة تقطع للتابع 
(2) / (راجع ي 71.5 - ب)» وعليه فهي نقطة من 2. لكن المتراجحات 
6< (2,2) م تستلزم ان :8 < (2 ,ء) موهو ما يناقض كون 2 يثل 
جموعة كل نقاط تقطع التابع .(») f‏ . انتهى برهان التوطئة . 
ب. نظرية. إذا كانت المجموعة 2 المؤلفة من نقاط تقطع تابع (2) / 
محدود عله متراص مشحون 32. قابلة للإهمال فإن التابع (مم ۶ قابل 
للمكاملة على ×. 
حسب التوطئة ٠١‏ ؛ نطبق عندئذ 3 اأ 


§ 3 .3 . المجموعات الجوردانية 
3 - أ . تسمى جموعة جزئية © من فضاء مشحون بشحنة ! مموعة 
جوردانية ( بعبارة أدق» جورداني بالنسبة للشحنة ]9) إذا كانت حافتهاء 
أي مموعة النقاط المشتركة بين ملاصق © وملاصق 6-×» جموعة قابلة 
للإهمال. تسمى جموعة جوردانية مغلقة 4 داخليتها كثيفة اينا كان في ۸ 
حقلا جوردانيا. 
إن نقاط تقطع التابع المميز (م) م لمجموعة 6. أي التابع المساوي 1 
من أجل يع« و 0 من أجل ,م جم هي نقاط حافة المجموعة 6 . إذن 
إذا كانت 6 جموعة جوردانية على متراص مشحون × فإن التابع )ك( Xe‏ 
يقبل المكاملة (52.3 - ب). يسمى تكامل التابع (2) × حجم المجموعة 
6 ونرمز له بإ6| (أوء إذا اقتضى الامر» بوا 16). 
ب. ليس من الضروري ان تكون الخلايا في متراصمشحون 2 جموعات 
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جوردانية (انظر التمرين 7). لكن» بمجرد ان تكون خلية 4 جموعة 
جوردانية فان حجمها| 4 | يصبح مساويا للقياس الابتدائي 4" للخلية. 
بالفعل » نعتبر جموعا تكامليا للتابع (2) × المنشأ انطلاقا من تجزئة كيفية 
1. إذا كانت النقاط المعلمة ,ع لخلايا .11 التي لها نقاط مشتركة مع 4, 
مختارة في 4 فإن قيمة هذا المجموع تسناوي جموع قياسات الخلايا ا معتبرة» 
وبالتالي فهذا المجموع يساوي» على الاقلء قياس الخلية ه. ثم اذا كانت 
النقاط ره لخلايا 11 التي لها نقاط مشتركة مع 4-×. مختارة في 4-×» 
وهكذا يتضح ان قيمة المجموع التكاملي تساوي جموع قياسات خلايا 11 
المنتمية باكملها الى 4. وعليه فيه تساوي» عله الأكثر. قياس 4. با ان 
الخلية 4 جوردانية فرضاًء فإن حجمهاء أي تكامل تابعها المميز يساوي 
قياس 4 بصفته نهاية اعداد مساوية» على الاقل. لقياس 4. واعداد 
مساوية, على الاكثر . لنفس القياس . وهو المطلوب. 
ج. إذا كانت كل خلايا فضاذ مشحون خلايا جوردانية فإننا نسمي هذا 
الفضاء فضاء مشحونا نظيمياً ونسمى الشحنة الموافقة له شحنة نظيمية . 
كنا أثبتنا في ب بأن الحجم .4 لكل خلية 4 في فضاء مشحون نطيمياً 
يساوي القياس 4" نستعمل» إضافة الى الرمز,| ي | الرمز 56 للإشارة : 
الى حجم جموعة جوردانية 6 في فضاء مشحون نظيمياً. ٠‏ ' 

بتطبيق الاستدلال ب على اية مجموعة جوردانية 6» نرى ان حجم كل 
جموعة جوردانية 6 في فضاء مشحون نظيميا يساوي » على الاقل » المجموع 

©) ,سم لأحجام الخلايا المحتواه في © لأية تجزئة :11 » ويساوي» على 
الاكثرء المجموع () سى لأحجام خلايا اية تجزئة .و11.. التي لها نقاط 
مشتركة مع 6. وبالتالي نجد المتراجحة التالية عند الانتقال الى الحد الاعلى 
والحد الأدنى: 

(1) sup fı (G)<|G|<inf n" (G), 

وبما ان المجموعة © جوردانية فإن التابع (2) × يقبل المكاملة» وعليه 
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يمكننا تعويض (1) بالمساواة: 
(6) "ب sup hn )6( = |G |= inf‏ 2 

بصفة خاصة, من اجل كل مموعة جوردانية »6G‏ ومن اجل كل 0< ع 
١‏ ۵| >ع) يمكننا الاشارة الى مجموعتين أوليتين ۶ وه (كل منها اتحاد 
خلايا غير متقاطعة) بحيث ©ع0ح-5 وبحيث : 

|0|>4|6 |+ 6اع || ,ع‎ | - e. 

د. توطئة. يمكنناء في فضاء مشحون نظيمياً. ومن اجل كل خلية .4 
ومن اجل كل ,0< الاشارة الى مموعة اولية ۶ تحوي تماما الخلية 4۸ في 
داخلها. بحيث.ء + "A‏ >> ممم ش 
البرهان. لتكن ٣‏ حافة الخلية ه؛ حينكذ فإن ٣‏ مموعة قابلة للإهمال. 
انها توجد» تعريفاء في داخل اتحاد منته من الخلايا م4 ,... .41 جموع 
قياساتها أصغر منم إن المجموعة الاولية م4 ل ...4110لا 4 = ۶ تحوي 
تماما الخلية 4 في داخلها. أما قياس هذه المجموعة فهو لا يتجاوز» حسب 
3 0 د شجموع قياسات 4. ,4. 4p....‏ الذي لا يتجاوز بدوره 
© + 4” وهو المطلوب. 
ر. يمكننا اختصار التعريف 32.3 - ر لمجموعة قابلة للإهمال في فضاء 
مشحون نظيمياً؛ في مثل هذا الفضاء ×. تكون مموعة × 2 قابلة 
للإهمال» إذا استطعنا من أجل كل ,0 دع إيحاد اتحاد منته من الخلايا 
,4 ,... ,4 المغطية ل7 ( بدون ان نطالب بأن تكون 2 محتواه تماما في 
داخل هذا الاتحاد ) بحيث ,م > رمم 2 

لاثبات ذلك» يكفى ان نلاحظ» بعد التأكد من وجود التغطية 
ال كورة أنه الامكان عاد تة اضرق فصل هلها يت 3 لفون 
كل خليةم ,... ,1 - ز ,ر#4بمجموعة أولية ر« ( ماع + (mP; < mA,‏ 
تحوي تماما ر۸ في داخلها؛ إن اتحاد المجموعات.ر/ مموعة أولية م 
تحوي تماما في داخلها كل الخلايا ‏ . وبصفة حاف اف عة 2 م 
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إن قياس 2 لا يتجاوز .ع . | 

يمكن القول ايضا ان مموعة × - #تكون قابلة للاههال إذا استطعنا من 
اجل كل ,0< ء ايحاد جموعة جوردانية 2 ت يى » حيث .8 > |,6] . 
بالفعل» بعد الحصول على جموعة 2 د ء6 حيث > |6| انطلاقا من 
عدد 0< ء معطي, يمكننا حسب ج إيجاد جموعة اولية 6 د رم حيث 
26 > || مع العم أن 0< ء كيفي, إن المجموعة 2 قابلة للاهمال 


حسب ما سبق . 
3 . نظرية. أ. إن التقاطع :6,016 لمجموعتين جوردانيتين جموعة 
جوردانية. 


ب . إن الاتحاد ٥,6,‏ لمجموعتين جوردانيتين جموعة جوردانية؛ وإذا 
كان ,€ و6 غير متقاطعين فان : 

:| و © ١‏ 1 |6 | = | و6 626 | 
ج. إن المتمم © - ع لمجموعة جوردانية © بالنسبة لمجموعة جوردانية 
G٤‏ مجموعة جوردانية, ولدينا: 

|E|—|G|.‏ = زم هم 

البرهان. أ. ان حافة ,06 ,6 لا تحوي اية نقطة تقع في آن واحد 
داخل ,6 ورم أو داخل متممي ,م و ړي. لذا فإن حافة و6 0 ,6 
حتواه في اتحاد حافتي المجموعتين ١‏ و . وهي تمثل مموعة قابلة 
للإهمال بفضل 32.3 س. وبالتالي فإن المجموعة ٩٠‏ ) ,6جوردانية. 
ب . لنفس السبب السابق » فإن حافة .6,6 جموعة قابلة للإهمال» وهي 
محتواة في اتحاد حافتي المجموعتين ,6 و 262 إذن فإن الخ عة 
و66 جوردانية. إذا كانت المجموعتان ,ن و ر غير متقاطعتين فإن 
(#) ,وريعلا = (2) روز + (2) ,× ولدينا, حسب 41.3: 


Gal.‏ | |6 |ح Xo, (x) dz‏ | +( ماد | > مك )2( Xoo,‏ | -اء6ناء»| 
x‏ 
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ج . الامر هنا کا ورد اعلاه إذ ان حافة 8-6 محتواه في اتحاد حافتی 8 
كية ت ان اا قنع رة باطو انا قري أن 
| €| = | €| + |¢- جم ومنه يأتي (2) 
3 . التكامل على جموعة جوردانية 
أ. ليكن (7) | تابعا محدودا على متراص مشحون ×1 > |(م) / افلح 6 
جموعة جوردانية حافتها '5. نعرف تكامل التابع (×) على المجموعة © 
بالدستور : 
dz.‏ )36 10 [ سمه ضا 1 ل )1( 

إذا كان التابع (» ندرا أل © اا وة فا ن 2 
فإن التابع ‏ ري , مستمر اين كان على الفضاء × باستثاء المجموعة 
القابلة للاهمال ٣.‏ نج . وبالتالي فإن التكامل (1) موجود حسب النظرية 
3 _ ب. 

بصفة خاصة (وهو الأمر الذي يمكن رؤيته مباشرة) فإن القواعد 
3 أ - س قائمة من اجل التكامل على مجموعة جوردانية؛ يجب فقط 
تعويض العدد ×م الوارد في التقارير با € ايمكن اضافة أيضا القضية 
التالية . 0 
ب . إذا كان تابع ()4 قابل للمكاملة على كل من جموعتين جوردانيتين 
غير متقاطعتين ,6 و ,0 من متراص مشحون ×. فانه يقبل المكاملة على 
اتحاد هاتين المجموعتين . ولدينا : 

| -مة ه)‎ | (det | (dz: 
٠ : ينتج البرهان مباشرة من التفكيك‎ 
وورارما‎ )2( = Xo, )2( + وه‎ )2( 

كا يمكن ان يكون للمجموعتين ,6 وري نفس الجزء المشترك شريطة أن 
يكون هذا الاخير جموعة قابلة للإهال. بصفة خاصة يمكن ان يكون 
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ل ,6 و ,€ نقاط مشتركة في حافتيه) (لكن لا يكن ان تشتركا في 
نقاط داخلية). ينتج من ذلك ان حجم المجموعة الجوردانية 6,006 
يساوي جموع حجمي ,6 و.6 عندما لا تكون ل ,6 و ,6 نقاط 
داخلية مشتركة. 

من البديبي ان القضايا المقدمة اعلاه تظل قائمة من اجل اي عدد 
( منته) من المجموعات ,رم ,. . . ,ي شريطة ان تكون هذه المجموعات 
غير مشتركة مثنى مثنى في نقاط داخلية. 
ج. يمكن في فضاء مشحون نظيمياً (13.3 - ج) تعريف تكامل تابع (×) 
على جموعة © بشكل مستقل عن التكامل على كل الفضاء. نسمي تجزئة 
جوردانية للمجموعة 6 جموعة جموعات جوردانية ,م ,. . . رع لا 
تشترك مثنى مثنى في نقاط داخلية وتحقق الشرط .6 = ,8 ال]إنشكل من 
اجل كل تجزئة جوردانية 11 المجموع التكاملي : 

(2) Sn (f, 6 - 8 EDI ار‎ 

حيث ب5 نقطة من ,ع . ليكن d )11( = max diam Ej.‏ 
نظرية .نحتفظ بالافتراضات الخاصة بالتابع. ان التكامل (1) يساوي نباية 
المجاميع التكاملية (2) وفق اية متتالية . . . ,و11 ,11 من التجزئات 
عندما يؤول (71) 2 الى الصفر. 


البرهان. إن كل جموع تكاملي (2) يساوي التكامل على × للتابع 

(#) م المساوي ل (رع) ۶ من اجل ,ل ع بد وله خارج المجموعة 6. 
إن هذا التابع يقبل المكاملة لأنه مستمر خارج 2 وحافات كل المجموعات 
الجوردانية ,, » علا أن اتحاد كل هذه المجموعات مموعة قابلة للإهمال 

2 (52.3 - ب). لتكن م4 ,... ,4 جلة خلايا غير متقاطعة مثنى 
| مثنى تحوي في داخلها المجموعة 2 » مع العام ان مجموع قياسات الخلايا 
أصغر من ,(/ل4)/ وليكر.,) لا ب یا ان × فضاء مشحون نظيمياً فإن 


=1 
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جموعة جوردانية (23.3 - ب)» و(/47)/» > مم = | م إإن التابع 
(*)؟1 مستمر بانتظام خارج كل جوار للمجموعة :2 (52.3 -أ١)؛‏ من 
اجل ,0ح ع يوجد 0< 8بجیٹ: چوک —)2( | x‏ 








4 


وهذا من اجل .م ے رر ب وبالتالي» بمرعاة ب» يأتي : 
)az|<‏ م Sa, 0|=| / (e (2 az— Û f(2)‏ مف )1 | | 
X‏ 


<| fua-memnar|+ |: | 1 (ه) مول - رم‎ | 0 (2 dz 
>هذ| )مز - )| | اسل سياد‎ 
STF د عه يقي ملق بير‎ 
ومنه تأي مقولتنا.‎ 
إذا كان التابع (×)۴ مستمرا على مجموعة جوردانية ©. فإن لدنيا‎ 
: مباشرة‎ 
)© | | 1) !|-|ه مكمه‎ (f(z) —fnı [ك)‎ dz | ره>‎ )©, 916 | 
د . يمكن تفسير التعريف + كا يلي : إن كل جموعة جوردانية 6 في فضاء‎ 
مشحون نظيمياً فضاء مشحون خلاياه هى اجزاءه الجوردانية (أو‎ × 
تقاطعات الخلايا ×ے 4 مع السبرعة ا قياس كل خلية مع‎ 
حجمها. إن كل المسلمات 21.3 | - د قائمة حسب 23.3 . إن تكامل تابع‎ 
على © بوصفه فضاء مشحونا هو تكامل التابع (2) م× 2) | على‎ 5+( 
المجموعة الجوردانية © بمفهوم التعريف أ. في الحالة اليت يكون فيها التابع‎ 
معرفا على © فقط. يمكننا اعتباره على كل × بوضع مثلا 0=(×)؟‎ f(x) 
. من اجل ي ۾ نه‎ 
ر. اخيرا يمكن ايجاد تكامل تابع (2) / على مموعة جوردانية 6 بالشكل‎ 
التالي. لتكن . . ,,11 ,,11. متتالية. كيفية من التجزئات لمتراص × حيث‎ 
يؤدك (,11) ۾ يؤول الى الصفرء نرمز ب ب ,. . . ,”ع لخلايا التجزئة‎ 
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م11 الواقعة في المجموعة © وليكن 07 6 59 نقطة كيفية مختارة. 
1me‏ 2 )4( 
عد 

التكامل (1) كنهاية ها لما يؤول 1 الى ه. 
ذلك ان هذه المجاميع تمثل المجاميع التكاملية للتابع (2) م () f‏ من 
أجل التجزئة :«11 حيثا نعلّم في الخلايا سى النقاط ,"رع وفي الخلايا 
الاخرى نقاطا لا تنتمي الى © با ان التابع (2) f (z) xq‏ يقبل المكاملة 
على (3)8 فإن المجاميع (4) تؤول نحو تكامل هذا التابع » أي - حسب أ 
- نحو تكامل التابع (×)۴ على المجموعة 6. ش 
س . الشحنات المتكافئة . نعتبر على نفس الفضاء المتري × شحنتين» أي 
نصفي حلقتين )9 8 مشكلتين على التوالي من الخلايا ‏ ]9ع 4م ذات 
القياسات 24 و8" على التواللي. إذن فإن المسلات 21.3 أ د محققة في 
كلتا الحالتين. نقول عن الشحنتين 93و ع 8 انیا متكافئتان إذا كان كل 
تابع (* )#يقبل المكاملة على الفضاء × المزود بالشحنة يقبل ايضا المكاملة 
عل × المزود بالشحنة 9 » والعكس بالعكس › وإذا كان . فضلاً عن 
ذلك: 
f (x) dz.‏ | ح dz‏ )2( / ا 

(5) x, x,8 

نشير الى مقياس خاص بتكافؤ شحنتين نظميتين. 
نظرية. إذا كانت كل خلية 9 ع 4 جموعة جوردانية بالنسبة للشحنة 
النظيمية .8 » واذا كانت كل خلية 8 ع 8 جموعة جوردانية بالنسبة 
للشجنة النظيمية .291 وإذا تحققت العلاقات 
ما |B ly 9 mA = | A‏ = هي 

فان الشحنتين ]9 و 8 متكافئتان. 
البرهان . يكفي» بفضل التناظر » معالجة الحالة التي يكون فيها التابع '(2) / 
قابلا للمكاملة على الفضاء × المزود بالشحنة ]9 . ثم استنتاج» ضمن 


292 


افتراض النظرية» قابلية (*8 للمكاملة على × المزود بالشحنة 8 وكذا 
استنتاج المساواة (5). ليكن (×)۴ تابعا بحق الشرط المعتبر وليكن 
رس (رع) f‏ ل (حيث (8 €٤‏ رة)) جموعه التكامل بالنسبة للشحنة .8. 
يكن وضع هذا المجموع على الشكل .»|8 |(5)/ 00 . بتقسم 
التجزئة» يؤول المجموع الأخير طبقا ل ج نحو نهاية مساوية لتكامل (×) 
باعتبار الشحنة :9؛ يتبين إذن ان التابع (*85 يقب المكاملة بالنسبة 
للشحنة 98 وأن تكامليه بالنسبة للشحنتين متطابقان, وهو المطلوب. 
ص . مثال. كنا زودناء في 3 ب بلاطة × ذات بعد 8 بشحنة 
بواسطة جلة من البلاطات الجزئية 

(6) 4 - (FEX: 4ك مه كك ماه ,... برق >> يرنه >> ره‎ Ên) 


(حيث يکن تعويض أي رمز > > بالرمز <). حيث ان قياس كل بلاطة 
جزئية 4 يساوي حجم هذه البلاطةه۷. 
نختار هنا كبلاطة * المكعب ذي البعد ٣‏ : 
K1},‏ ىن >> 1- ,... >> 1ض >> 1س {I ER:‏ ح 
وكخلايا البلاطات الجزئية ذات الشكل الخاص التالي : 
' جك بك جك ل كك ...> يم > يك بزع م ) B—‏ 


.. ,2+ ,1+ ل وه وش ارلا و 
r 2$ n")‏ ,1 ڪڪ e + 1 (j‏ 


(حيث يكن تعويض > ب>). نرمز لجملة كل البلاطات 8 ب 8 
تمثل البلاطات 8 اما المكعبات طول اضلاعها ,1/2 وما اجزاء حافات هذه 
المكعبات. اذا غضضنا النظر عن الحافات فإن كل مكعبين من الجملة 8 
اما ان يكونا غير متقاطعين واما أن يكون واحد منها محتويا في الآخر. في 
الحالة الأخيرة» يمكن الحصول على المكعب الكبير باتمام المكعب الصغير 
بمكعبات من الجملة .98 أبعادها هي أبعاد المكعب الصغير. ينتج من ذلك 
أن الجملة .8 نصف حلقه. نضع كا سبق قياس خلية 8 مساويا لحجمها 
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8 . وهكذا فإن الجملة 98 تعين شحنةء نود ان نبين بأن الشحنة 8 
تكافىء الشحنة الابتدائية التي نرمز لها ب.]9 
يكفي أن نثبت بأن كل بلاطة جزئية 4 (راجع (6)) جموعة 
جوردانية في الشحنة 98 وأن.4م -- يإ 4 |تأقي النتيجة الاولى من كون 
حافة كل بلاطة 4. من اجل كل,0< ء» يكن بطبيعة الحال تغطيتها 
بعدد منته من مكعبات الجملة 8 حجمها الكلي أصغر تماما من .۾ . ثم 
باعتبار بلاطة 4. يمكن انشاء بلاطتين ۲ و بمكعبات الجملة 88 بحيث 
يكون ۶۴۳۸٥٩‏ ويكون فرق احجام ۾ ,4 ,م أصغر من ٠‏ . إذنء لدينا. 
بفضل 23.3 ج: 
vA,‏ = 2ن مونو = sup | 2 Ig‏ = و | 4 | 
وهو المطلوب. 
يمكن القيام بانشاء ماثل باعتبار أي مكعب 
~a, | <A)‏ يه | ,... Sd,‏ | يه — ,2 | :ث8 © 2) = X‏ 
وذلك بواسطة خلايا من الشكل : 
)<< ...> > اق {eX‏ 8 
حيث تحقق القم ,5 ,مم .... ,ره ,وم ,و نفس الشروط الواردة أعلاه. 
3. التكامل المكرر. 


أ. ليكن × ولا فضاءين مشحونين و۲=۷¥×× جدائها بالشحنة الواردة في 
71.3 . 
لتکن,×ے ۲4ے #خلیتین حافتاھا. × ے (۸) 17 و ۲ے (8) ٣‏ على 
التوالي» من البديبي ان حافة الخليةے 8 × 4 محتواه في المجموعة 
)٣ (A) XB) (4 x 1 (B))‏ زيادة على ذلك . إذا وجدت (4) 1 داخل 
اتحاد الخلايا,م4 ,... ,4 تماماء و,(8) ٣‏ داخل اتحاد الخلايا 
.و ... . ,رفان ((1")8 x‏ 4) ا( x‏ (4) ٣)تقع‏ تماما داخل اتحاد 
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: الخلايا‎ 
(A, xX BJU... م4) لا‎ xX B)JU(A x BJU ... U(A > Bq) 


علا ان موع قىاسات هذه الخلايا لا يتجاوز : 
mAmB, +4... + mAmBq >‏ ب mA,nB +... + mA,mR‏ 


(3 n4) ma +n4( mB,). 
وا عندما تكون الخلايا له و8‎ "Ax ينتج من ذلك ان الخلية‎ 
۷=۷×۷ كذلك . وبالتالي اذا كان × وع فضاءين مشحونين نظيميا فان‎ 
تابعا معرفا ومستمرا بانتظام على جموعة‎ f (س)‎ = f )#, #« ب. ليكن‎ 
UcX x<. 
نظرية . إذا كانت المجموعة ل جوردانية وكانت (من اجل كل 7 6 س‎ 
مثبت ) المجموعة(17 6 ل × : ¥ € )=×( مقطع افقي للمجموعة 8؛)‎ 
: جوردانية في 3 فإن التابع‎ 
01) 7# = | (a, dz 
قبل المكاملة بالنسبة ل ,لا ولدينا:‎ 
)2( ۴ | f (w) du. 
: 
البرهان . لتكن +11 ,11 على التوالي تجزئتين للفضاءين × و ۲ا لى خلايا‎ 
لا تتجاوز أقطارها 8 . عندئذ تشكل الجداءات:8 × ,4 تحزئة‎ 4, 8, 
ل 7 × الى خلايا اقطارها أصغر من .1/5 8. تكوّن التقاطعات‎ 
.4 )11( > 8 ۷2. تجزئة جوردانية 11 للمجموعة ل حيث‎ )4, × 8,( ) 17 
وتشكل التقاطعات رلا 0 ,4 تحزئة جوردانية ,11 للمجموعة ,× حيث‎ 
. 4 (I,y) >> 6 
| 1 maz 3 16. دك مه«‎ | > 01 
<o, )6( | Xy | < ره‎ (8) mX. 
:[ نضع فيا سبق ر8 € ر = ل ونضرب في ۸8" ثم نجمع وفق‎ 
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mB, |<‏ (روكة RE 2 f (u, n) m (A:‏ (ر" ,2( ۶ 2ا 
1 1 


oy (6) nXmY. 

دعنا نيتم في الجموع المزدوج السابق با جدود التي تضم عناصر ر8 Aı xX‏ 
( هي الخلايا التي تن تنتمى اليها النقاط ((ر" ,,5))) تحوي نقاطا من حافة 
المجموعة 7 . با ان ل جموعة جوردانية فإن ججموع القياسات (6) ب للخلايا 
المغدبرة تؤول: آلى الضفر عندما يول و الى الصفقرء وذلك بفضل 
3 ج. إذا عوضنا كلاً من الحدود المذكورة 
ب cf (5ı, ny) m (A; x 8( 0 U),‏ فان تغير الجموع يكون ,(8) 2Mv‏ 
على الاكثر . وبالتالي : 

(32 1 (z, (رد‎ dz.mB— 3) f (Bı, n) [(A: x BDN 71| > 

mnXmY + 2M (8).‏ )8( ره 

يمثل الحد الثاني في يسار (3) مجموعا تكامليا نهايته هي الكمية: 
0 
وهكذا فان المجموع الاول يقبل نهاية لما ,0 ج 8 وبا انه مجموع تكاملي 
للتابع ()۴ على الفضاذ المشحون ۲ يمكننا القول ان التابع 1 يقبل 
المكاملة وان المساواة (2 ) قائمة. وبذلك ي: ينتهي البرهان. 
يكن كتابة العلاقة (2) كما يلي . 
naray = Û { 1. maz) ay‏ ا )4( 
يسمى التكامل الوارد في الطرف الامن تكاملا مکرراً (أو a‏ 

ترد المساواة (4) حساب التكامل على جموعة/ !1‏ 71 الى حساب تكامل 
منها على حدة. 
ج. بتعويض × ب۲ في نص النظرية نحصل على النتيجة التالية : 
نظرية . اذا كانت كل جموعة(0 € ر × :۲ € «) = 72( «١‏ مقطع شاقولي 
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للمجموعة 0 ») جوردانية ( في ¥)» فان التابع : 
O )#( > 1 y) dy‏ 
يقل الكاملة اة العم السام 7 580 
مم دع ره | 
3 .53 التكاملات المتعلقة بوسيط . نعتير هنا التكاملات ذات الشكل : 
e (z, dz,‏ (1) 
حيث × فضاء مشحون وا وسيط يتغير في فضاء متري غ. 
نفرض .. ان التابع (6,6 يقبل المكاملة بالنسبة ل× من اجل 4)1 . 
علينا ان ندرس خاصيات التابع :() ©. ينبغي بادىء ذي بدء تعيين 
شروط استمرار هذا التابع م شروط قابليته للمكاملة وللإشتقاق ضمن 
الافتراضات الخاصة على الفضاء 1. 
كنا درسنا الحالة التي يكون فيها[ء,ط]-=×ني 18.9 48 . 
أ . يكن البرهان على النظرية المتعلقة باستمرار () © باتباع الطريقة الواردة 
في ي 18.9 48. 
نظرية. إذا كان التابع (6,)! مستمرا بانتظام على الفضاء المتري '367, 
أي إذا آلت الكمية: 
f )z", (|‏ —()' م ا 9 (X XT,‏ رم 


ماد 0 
الى الصفر عندما يؤول 8 الى.0 . فإن التابع  )1(‏ مستمر على الفضاء 
.T‏ 
البرهان: من اجل 0< ء معطی» نبحث عن 0< ,6 بحيث,8 > 8 يستلزم 
العلاقة 0F (X XT; 8) < e/mX.‏ . لیکن (t', ۳< 8 > 6٥:‏ 0 عند : 
> أعة زرك ,1=( MI=| | e,‏ © رمه 
X‏ 


< 1 | / (r, (1 (zt, )|dz<, (X x T, 8) mX. 
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منه يأقي : 
بع ج (X xT, 8) mX‏ به >> | () © - (2) 0 | هد 7 ® 


وهو مايبين الاستمرار المنتظم للتابع (0) O‏ على الفضاء .1 
ب. نفرض الآن ان الفضاءين × و ۲ مشحونان ونرمز لقياس ‏ ب ا 
عندئذ يكون التابع ,(0) 0 بوصفه تابعا مستمرا بانتظام عل فضاء مشحون » 
قابلا للمكاملة بالنسبة ل  22.3(‏ ج). 
نظرية . نحتفظ بالافتراضات السابقة» عندئذ : 

2 00 ا دنه‎ { (1, ar} dt= ( { (fe. dt} dz. 

8 لآم‎ XxX T 
مشحون ايضا ثم ان قياس كل خلية منه‎ × ٠ 7 البرهان . إن الفضا‎ 
j (x, /( يساوي #بر. 4( 71.3 ). نلاحظ ايضا ان التابع‎ )' == 4 × 28 
ر يقبل المكاملة على هذا الفضاء (22.3 ج).‎ xX المستمر بانتظام على1‎ 
إذن فإن المساواة (2) لا تعبّر سوى عن قاعدة رد تكامل الى تكاملات'‎ 
. 43.3 متكررة وهى القاعدة التى اثبتناها في‎ 
ج. نفرض الآن ان الوسيط ؛ بتغير فضاء شعاعي نظيمي 7 وان التابع‎ 
21. 0 رة يقبل» من اجل كل × © #ومن اجل ما = + مشتقا‎ |), 
. 32. 1 وذلك بمفهوم‎ 
] نظرية .اذا كا نالتابع ((1) 1 × × + 7 × ج) 4 اله مستمرا بالنسبة ل‎ 
فان التابع () ص يقبل‎ > 6 XK, عند ,ها = غم ومستمرا بانتظام بالنسبة ل‎ 
الاشتقاق ولدينا:‎ 
8 Of (#, to) 
)3( ع1۵ | چ‎ = | gm dz. 


البرهان: نطبق النشر الناتج من 24.1 د: 
+e (e, 9 (— to),‏ زوز سم AE‏ + زم ,ه) (e, =f‏ / 


حيث | فجلك  (LEA‏ مده عع > | ؤ le‏ 
t0<O<t‏ 
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بالمكاملة حداً حداً. نحصل على : 
4 و 0 1 to) dr 4+ (t— to)‏ ع لا 
(t—t)° |e 1) dz.‏ + 


بما ان قنع > م0 | 2 |e (z,‏ 


XxX 


وان 0 ٠+‏ ل ا0 <| و - : إبفضل الاستمرار المنتظم ل 19 عند 
0 = ا» فإن التابع 0) يو يقبل جزءا خطيا رئيسيا بالنسبة ل وا 4 
يساوي التكامل الوارد في الطرف الايمن من (3)., علا ان هذا التكامل 
يؤثر على الشعاع .و1 - + ينتمي بذلك البرهان على القضية . 
د نتيجة: نحتفظ بالافتراض ج من اجل كل اتحاه + في الفضاء 7 فإن 
وجود واستمرار المشتق 9 ,0/12 يستلزمان قابلية التابع () © 
للإشتقاق وفق الاتجاه > كا أن لدينا 'العلاقة : 
d= | es.‏ )0 1( 3 

3 .63 . متتاليات في شكل دنا . نقول عن نقطة ¥ من فضاء مشحون × 
انها نقطة جوردانية اذا وجدت من اجل كل ,0< 5 موعة جوردانية ا 
قطرها 8> تحوي النقطة لا تماما في داخلها. نقول عن متتالية .(2) ,22 
... ,(ت) ,2 من التوابع القابلة للمكاملة غير السالبة انها متتالية في شكل 
دلتا من اجل النقطة < إذا تحقق الشرطان التاليان من اجل كل جموعة 
جوردانية ل تحوي النقطة و في داخلها تماما : 
1( سمه 9( jin | Dn‏ 
Dn (x) dz =0 ) 2‏ هلا 

حينئذ » إذا كان تابع (ه) م مستمرا عند ×=y‏ وكانت كل الجداءات 
(2) «2 (2) / قابلة للمكاملة على الفضاء × فإن العلاقة التالية قائمة: 

lim 2 |2 (f(D d= f(y). 
إن البرهان على القضية السابقة ماثل لبرهان النظرية ي 55.12 - بء‎ 
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حيث يكفي تعويض التابع (س ,ه) ,#5 ب (2) ,2 والمجال .0 بالفضاء 
المشحون × والجوار (ن) م2 بمجموعة جوردانية ا تحوي النقطة لا في 
داخلها تماماء قطرها صغير بشكل بجعل الفرق بين اية قيمة للتابع (2) / 
على ل و (9) f‏ لا يتجاوز عددا 0< © معطى . 

9 تطبقات فى الفضاءات المشحونة 
3. أ . ليكن × فضاء مشحونا بنصف حلقة ¶ خلاياها ه ها قياس 
‘mA.‏ نعام ان القياس تابع للخلايا غير سالب وجمعي . زيادة على القياس 
توجد توابع اخرى جعية للخلايا تأخذ قبا اشاراتها مختلفة. 

(1) O (A) = ® (A) +... + © (4p) 
القائمة كلما كانت خلية 4 تمثل اتحاد خلايا غير متقاطعة .يرك ,... ر4‎ 
نقول عن تابع (4) ©انه جعي بقوة إذا كانت المساواة (1) قائمة من‎ 
تقاطعاتها قابلة للإهمال.‎ 4 ٠٠ ., اجل خلايا م4‎ 
نفرض فما يلى ان 0 = (4) 49 من اجل كل خلية ۸ تحقق .0 = 4م‎ 


ب . نعتبر على سبيل المثال التابع للخلايا التالي: ._ 
D(A) = Û f(x) dz,‏ (2) 


حيث (27) f‏ تابع مستمر (بانتظام) على فضاء مشحون بانتظام ×. 

تنتح الجمعية القوية لهذا التابع من 33.23 ب. إذا اخذ التابع ' () f‏ قما 
مختلفة الاشارة فإن الامر كذلك فيا يخص التابع (4) © . إذا كان ,0 +“ ۸" 
فان لدينا بطبيعة الحال.0 -- (4) © ش 
ج إذا كان (۸) ,ې ,ر وي تابغين جعين ( بقوة) فإن كل عبارة خطية 
ˆ (4) و ا (۸) رطكره (حيث ,») و يس معاملان حقيقيان) تابع 
للخلايا وهو» بطبيعة الحال» جعي (بقوة) ايضا. وهكذا يتبين ان التوابع 
الجمعية ( بقوة) للخلايا تشكل فضاء شعاعيا. 
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د. إذا كان,0< 4ن يسمى الكسر ۸4مر(4) «القيمة الوسطى (أو 
المتوسطة) ا .A‏ 
3. 24 . |. نقول عن متتالية . . ,,4 ,... ,4 من الخلايا انها تنقلص 
نحو نقطة 00 ا لذلك ب + ,م إذا وقعت النقطة لا 
داخل كل خلية 4٠‏ أو على حافة كل منها وإذا حوت كل كرة متمركزة 
في و كل هذه الخلايا ابتداء من رقم كيفي. 
ب . ليكن رن > ,4 إذا كانت لتتالية الاعداد مامس/(,.2) 0 ٠‏ (0< :۸«( 
نهياة لا تتعلق باختيار المتتالية 4. حيث 0< ,4" وتتقلص نحو النقطة لا 
فإننا نسمى هذه النهاية كثافة التابع (4) ص عند النقطة <. نشير لكثافة 
aT‏ , الصغير . وهكذا : 
o (J) = lim mna,‏ 

ج . إن المتراجحة 3 1 ) المطبقة على تابع (2) لخلاياء وهي : 

dr <sup | )( 1‏ ا = )4( © > inf f (z)mA‏ 
واستمرار (1)2 على × ان ان و التابع )2( للخلايا قابلا 
لكثافة قيمتها عند كل نقطة × € بهي .() / . زيادة على ذلك» يتبين من 
التعريف ذاته ان لتاب ,(4) يمثل التكامل على الخلية 4 لكثافة هذا التابع . 
نلاحظ ان النتيجة الاخيرة ذو طابع عام إذا تعلق الامر بفضاء مشحون 
نطيمياً وتام 3: سنبين في 44.3 ان كل تابع للخلايا (4) ۵ جعي ( بقوة) 
وقابل لكثافة (2) + مستمرة ( بانتظام) يكن استخلاصه من كثافته وذلك 
بالمكاملة على الخلايا . 
3. 34 .أ . توطئة . إذا قبل تابعان (4) يه و(4) وضغلاياء عند نقطة بو 


كثافيتين (8) :© و(#) :على التواليء فإن لتاب =a, (4) + 2P»‏ )4( ® 


لخلاياء مها كان العددان الحقيقيان .0 ووه » يقبل عند النقطة ب الكثافة 


البرهان: يأتي من العلاقة : 
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Pe‏ ا كك ر ا 
عندما ننتقل الى ا 

ب . توطئة . لتكن ,4 ,. . . ,4 تجزئة لخلية له . مع 0< 4” وفق خلايا 
غير متقاطعة (تقاطعاتها قابلة للإهمال). إذا كانت القيمة المتوسطة لتابع 
جمعي ( بقوة) © على كل خلية ر4 . مع 0< ر4” . اصغر بالقيمة 
المطلقة من كمية ,7 » فان القيمة المتوسطة للتابع © على الخلية 4 اصغر 
ايضا من « بالقيمة المطلقة. 


البرهان. ٠‏ ينتج من من العلاقات : 
4 
p)| <Y‏ خط ا اليك) © | 


nAp‏ - مم 
ان YPAp:‏ > | (م4) © | ... (AJ | <S mA,‏ © | 
(Ap) | > SES‏ © ل ...+ (A)‏ © |( ع |( (4) © | 


<Y (md, +... لل‎ map) = ا قصب‎ 





وهو المطلوب. 
ج. نوطئة . إذا كانت الكثافة (2) م لتابع لخلايا,(4) ه» جعي على فضاء 
تام ومشحون ×» مطابقة للصفر فإن التابع (4) © منعدم على كل خلية 
.A‏ 

إن التوطئة قائمة بالضرورة من اجل تابع جعي بقوة. 
البرهان . ليكن0 عر (4) شمن اجل خلية ,4= 4 .0< ,مم عندئذ 
یکون .0< رمم > |(4) © | = + 
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نعتبر تحزئة للخلية 4 الى خلايا اصغر اقطارها اقل من 1. يتبين من 
التوطئة ب انه توجد توطئة من هذا النوع» نرمز لها بوه القيمة 
المتوسطة للتابع © عليها اصغر بالطويلة من + على الاقل. بطريقة مماثلة, 
نقسم الخلية وك الى خلايا اصغرء اقطارها اقل من 1/2» نرمز ها بو م. 
القيمة المتوسطة للتابع ص عليها اصغر بالطويلة من»7 ايضا. نواصل القيام 
هذه العملية فنحصل على متتالية خلايا اقطارها تؤول الى الصفر› والقيمة 
المتوسطة للتابع كي على كل منها تساوي على الاقل « بالطويلة. إن الفضاء 
× تام فرضاء توجد حسب ي 47.3 أ نقطة × ع ين بحيث تحوى كل 
كرة متمركزة عند هذه النقطة كل الخلايا ‏ .. ,وك ,... بوك ررلم.. 
ابتداء من رتبة معينة, مع الملاحظة ان النقطة و تنتمي الى ملاصق كل 
هذه الخلايا. هكذا يتبين ان المتتالية. . . ,,4 .. . . .۸ تتقلص نحو النقطة 
و. لدينا فرضان 0 د رمم م | زو4) © | اا حسب الانشاء . 
لکن.0 < مح ,ام مر | ۵)4 | 

يثبت التناقض المحصل عليه انه لا توجد خلية 4 تحقق 0< ۸4" 

0.2 عو (4) © انتهى برهان التوطئة . 


3 . نظرية. إذا كان تابع جعي (4) © لخلايا يملك كثافة (2) ٠‏ 
مستمرة على × فإن لدينا : 

(1) E E 
وذلك مها كانت الخلية ه. (من البديبى ان هذه النتيجة تظل قائمة‎ 
1 عندما يكون التابع (04 جعياً بقوة).‎ 
ره) لا‎ = | © (2) de. 7 9 اھا تعر ايها‎ 


4 
كنا رأينا في 14.3 ب و 24.3‏ ج ان هذا التابع جعي وكثافته هي 
التابع (ى) م .نلاحظ ان الفرق(4) لا (4) © هو ايضا تابع جعي لخلايا 
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(14.3 - ج) كثافته منعدمة على كل خليلة ه ؛ وهكذا 
: 1 
O (4) = ¥ (4) = | o (2) dz,‏ 2 
وهو المطلوب اثباته. 4 
3 .54 . لیکن (») 0 = بم تطبقا من فضاء مشحون نظيمياً وتام ن » نرمز 
ب لقياس خلایاه» في فضاء مشحون نظيمياً وتام × نرمز ب nA‏ 
لقياس خلاياه. 
نفرض ان التطبيق 0 وحيد القيمة ومستمر وجورداني» اي يحوّل كل 
خلية 8 قياسها موجب من الفضاء' ل الى جموعة جوردانية (8) 6 قياسها 
موجب من الفضاء × كما يحول كل خليتين 81 و ,8 بدون نقاط 
داخلية مشتركة الى مجموعتين جوردانيتين (,8) م و 2 6 على التوالي 
بدون نقاط داخلية مشتركة ايضا. نفرضء. زيادة عما سبق. ان 
- () 0. نعرف على الخلايا 8 من الفضاء نا التابع 
(B) = m (0 (B)).‏ ® 
( بجا ان المجموعة (8) 6 جوردانية على × فإن العدد :| (8) 0 |= ((8) 0) ر 
معين بطريقة وحيدة.) إن التابع (م) ص جعي بفضل 33.3 - د. لنفرض 


ان لهذا التايعم كثافة: 
lim &‏ - للك (u) = lim‏ و 
HB 8‏ 


مستمرة (بالنسبة ل .» ). يسمى هذا التابع () م معامل عوج القياس 
٣‏ للتطبيق .8 . يكن ان نصل كل تابع ٠‏ () م مستمر على الفضاء × التابع 
المستمر ((:) 8) / = (:) م على الفضاء ن . باعتبار معامل عوج القياس (س) م 
للتطبيق ,م » يمكننا ربط تكامل (2)/ على الفضاء × بتكامل تابع على 
الفضاء [7؛ بصفة خاصة لدينا الدستور التالى : 
di‏ م و ٤ (azm | eC)‏ )010 
نتناول البرهان على هذه القضية امار التابع الجمعي للخلايا ل ے 8 
(B) = | faz.‏ ¥ 


0(B) 


m (0 (B)) 
uB 
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لنىحث عن كثافته. من اجل,0 < 8س لدينا : 

] عوه)/‎ f fdr من اجل,‎ e 

)2( 98( ةب‎ m (0 (8)) 
1 





9. 


=m (OTB) HB 

نفرض ان الخلية 8 تتقلص نحو النقطة .». با ان التطبيق 0 مستمر» 

فإن المجموعة الجوردانية (8) 0 تتقلص نحو النقطة .») 0 = بما ان التابع 
(2) | مستمرء فإن الكسر الاول في الطرف الاين من (2) يؤول الى 
النهاية .(2) م . اما الكسر الثاني فيقبل فرضاً النهاية ري) ي. وهكذا فإن 
التابع .(8) # يقبل كثافة مساوية ((4) © (8) ۴= (») م () /مستمرة على ل 
يتبين من النظرية 44.3 من اجل كل خلية في الفضاء .ن » بصفة خاصة 
على الفضاء ‏ نفسه» اننا نستطيع كتابة الدستور المعبر عن تابع الخلايا 


بدلالة كثافته : o (u) du,‏ ضام (U)= | 1) dz= Û‏ ¥ 
Û‏ 0 
وهو المطلوب . 
8 .5 تكامل ريمان في فضاء اقليدي 
- أ. لتكن البلاطة : 


X = {TE 78: كك زه كك ره‎ Dy, ٠... به‎ SK In يك‎ Da) 
ا د د‎ sS 

A = {TE 1]: يه ,. ۰ بوم كك يت كك ره‎ Sn كك‎ Ên} 
يصدق هذا القول ايضا‎ | 4 | - (By — ay). مساويا لحجمها ا‎ 
على الخلايا المحصل عليها انطلاقا من الخلايا السابقة وذلك بتعويض بعض‎ 
. الرموز > ب> » اي بأن نطرح من 4 بعض اجزاء حافتها‎ 
ر) إذا كانت» من‎  42.3( × ب . تكون جموعة 2 قابلة للإهال في‎ 
اجل كل ,0< ع. محتواه في اتحاد منته من خلايا (1) غير متقاطعة جموع‎ 
احجامها .*>>. إن حافة كل خلية مموعة قابلة للإهمال لأن (مثلا)‎ 
المستوى,م = رد » من اجل كل 0< ه وکل :0< © يوجد تماما في داخل‎ 
الخلية‎ 
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{z € Rn: 1ت كك ره‎ >> Py, 
سدم ىن‎ CE SKI; >> م‎ FF Ct, ..., dan Sn <S bn} 


التي يساوي حجمها,(ږي ‏ ,() . . . 208 ...(» - ,) » وبالتالی يمكن 
جعل هذا الحجم بواسطة اختبار لائق للثابت ©. وهكذا يتبين ان 
الفضاء × مشحون نظيميا (13.3 - ج). ينتج حسب 13.3 - رء انه إذا 
عرفنا جموعة قابلة للإهمال 2 فإننا نستطيع اعتبار اية تغطيات ل 2 بخلايا 
قياسها الكلي >٠,‏ وليس فقط التغطيات التي تحوي 2 في داخلها تماما . 

ج . لنشت ان كل جزء من × معرف بمعادلة من الشكل : 


2 = “ند ,(27) و‎ = (Ly, <<, i | 


حيث ص تابع مستمر معطى على بلاطة 
Dt -1,‏ كك ودين SK‏ يديه ب .< Fı 5S Dy,‏ >> يه {zr € Ra:‏ = “8 
di+1 >> Ti+ < Di+4, «9, An < Tn < ba}‏ 


أو على جزء متراص كيفي '۸ منهاء جموعة قابلة للإهمال في.× . 

ليكن 0< كيفياً » وبمراعاة الاستمرار المنتظم للتابع ٩‏ على “1 ء 
نبحث عن 0< 8 بحيث8 > | ('7) ب - (#) ۾ اعندما يكون 
ek €۴‏ ,8 >| “ين .د |. نقسم البلاطة “هر الى خلايا ز4 » 
حيث ,8 > (;4) 0. 

نختار في كل جموعة غير خالية 8 0 4 بشكل كيفي نقطة رة ونعتبر 
في ,# البلاطة 

B, = {zr © Rn: © (5) —e >> z: < ب‎ (j) + €, z' ع‎ 4j}. 

ينتج من تعريف العدد 8 ان كل نقطة من هذا السطح التي تسقط على 
ز۸4 نقطة تنتمي الى البلاطة .,8 . وبالتالي فإن هذا السطح ينتمي الى اتحاد 
كل البلاطات ره" ثم إن جموع قياسات هذه البلاطات لا يتجاوز 
6 > ز۸4" < با ان ع كيفي فإن ذلك يثبت القضية. 
د . إن الصورة المندسية في × المقابلة للتمثيل الوسيطي : 

ذ اللصا ساطحة رع 


عدع[ C Rx;‏ لاعن د زر (uy, ١.‏ ا و ا ا 
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حيث ] جزء متراص في »۴ و(4) مم ,. . ,(4) ,/ توابع لها في الساحة تآ 
مشتقات أولي مستمرة» جموعة قابلة للاهمال. بالفعل» يتبين من نظرية 
المرتبة 47.1 ب» ان كل نقطة ن ع ه تقبل جوارا تكون فيه المعادلات 
(2 ) مكافئة لمعادلة او معادلات من الشكل (1), إذن فهي تعرّف جموعة 
قابلة للإهمال في .,, . نرى بتطبيق النظرية الخاصة بالتغطية المنتهية ان 
الصورة في .2 لكل المتراص ن مجموعة قابلة للإهمال. ينتهي بذلك البرهان 


على القضية. 
ر TG‏ بادا لجخا من الكل 
(Zs, °< o Ti, Ti+ °° ., Tn) >>‏ 4 
Fi <Y (Zp «Fi Tir +°, Ap), 3 =‏ < 


حيث « ,... ,1(مع امكانية تعويض بعض الرموز >ب>) جموعة 
جوردانية في ×» وبالتالي تملك حجا نرمز له. كما ورد اعلاه, ب.| 6 | إن 
الحجم | يالا يتعلق باختيار البلاطة ,8 ى المحتواه في المجموعة 6 ؛ لهذا 
س . نورد هنا بعضص الخاصات الاولية للاحجام في Rn‏ . إذا كانت 
جموعة ,اح 6 لما حجم 2 فإن كل انسحاب © م € ۾ ,م ل ۾ له نفس 
الحجم. ينتج ذلك من كون الخلايا في ۾ التي نستخدمها في قياس 
الأحجام (البلاطات) لا يتغير حجمها اثر اي انسحاب. 

ذا كاتك ۸ ج رة و عدا مرا ترمو #دلمورة م 
بتحاك نسمة ۸ ومركزه في مصدر الاحداثيات. إذا کانت 6 جموعة 
المجموعتين مرتبطان بالعلاقة | 6©| “2 - | 2326| لأن هذه العلاقة قائمة 
من اجل كل بلاطة. 

بدمج تحاك وانسحاب نحصل على العلاقة 
GTA I= (AC +a|= "|G |*‏ 
(») إذا كانت الخلايا المتوفرة تسمح بالقيام ليس بكل الإنسحابات والتحاكيات بل فقط بتلك المعنيةء 

مثلاء بالقم الناطقة للوسيطين © وه فإن العلاقة الواردة تنتج بواسطة انتقال اضافي الى النهاية. 
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هناك صعوبة اكبر في البرهان على ان المجموعات الجوردانية لا تتغير 
احجامها عند القيام بتحويل عمودي (الدوران)؛ سنرى ذلك في ر. إن 
الاستدلال السابق لا يشمل مباشرة هذه الحالة لان صورة بلاطة. اي 
متوازي سطوح مستطيل اضلاعه موازية لمحاور الإحداثيات» بواسطة 
دوران لم تعد بلاطة. 
ص . توطئة. إن المكعب المحصل عليه بتحويل عمودي لبلاطة مكعبة © 
ضلعها 1 ( وبالتاليي حجمها يساوي 1) له حجم يساوي ايضا 1 . 
البرهان. لتكن 8 كرة مركزها في مصدر الاحداثيات وحجمها يساوي 
1؛ من اجل 0< ء معطى ومن اجل ١‏ صغير بكفاية» يمكن الاشارة الى 
جموعة 7 مؤلفة من 70-(788)8 بلاطات مكعبة اضلاعها تساوي ط بدون 
نقاط داخلية مشتركة بحيث تكون كل هذه البلاطات محتواة في داخل 
الكرة 5( + 1)وتحوي هي نفسها الكرة5 (ء ‏ 4)إن حجم 1 محصور بين 
احجام الكرات: 

)3( (1 — e)” < RN (Rh) >> (1 + £)" 

نجري تحويلا عموديا > للفضاء فيصبح المكعب © هو المكعب 
الذي نرمز لحجمه ب7. إن البلاطات المكعبة التي اضلاعها 1 والتي تشكل 
الجيوعة ۴ تم مات ام الك رة هدا الاك 
هي طاء ثم يتبين من س ان احجامها هي رم . تتحول الكرتان5 (ء - 1) 
وى (م + 1)الى نفس الكرتين. اما 1 فتتحول الى مجموعة 57مؤلفة من 
مكعبات عددها N)۸(‏ ايضا واضلاعها 1 وبدون نقاط داخلية مشتركة. 
ستكون هذه المجموعة محتواه في الكرة5 (ع + 1) وتحوي الكرة .5 (م - 1) 
کا أن حجم هذه المجموعة هو ير"م.(م) ار المحصور ايضا بين احجام 
الكرات: ` 


)4( (1 — e)" < N (h) Fv < (1 + e)", 


ينتج من (3) (4) ان لدينا 
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فلن ر “هف 


"(م-1) © © (Ate)‏ 
بما ان 0< عكيفي فإن ۷=1. وهو المطلوب. 
ط. توطئة. إن حجم متوازي اضلاع مستطيل لا يتغير عند القيام 
بتحويل عمودي . 
البرهان. إذا كانت اطوال اضلاع متوازي اضلاع مستطيل قابلة 
للقياس» فإنه يكن ان يكون مشكلا بمكعبات» وبالتالي تأي نتيجة التوطئة 
من التوطئة ص ( ومن 33.3 - ب). اما إذا كان الامر غير ذلك فيمكننا 
تعويض متوازي الاضلاع بالدقة التي نريد ( بمفهوم اطوال الاضلاع. 
وبالتالي بمفهوم الحجم) بمتوازي اضلاع اطوال اضلاعه قابلة للقياس. وهو 
ما يشت التوطئة . 
ع. نظرية. إن الحجم | 6 المجموعة جوردانية ,8 ح © لا يتغير عند القيام 
بتحويل عمودي. 





البرهان . من اجل 0< م معطى» نبحث عن جموعتين © د :6 ,6ے 67 
مؤلفتين من بلاطات بدون نقاط داخلية مشتركة بحيث يكون 
\GI|—e<IRISIGISIGISIG!I He.‏ (5) 
إن صور المجموعات 64ح 6ح جم بواسطة تحويل عمودي + هي 
على التوالي ,61+ - © ح 67:؛ وبمراعاة التوطئة ط (و 33.3‏ ب) يأتي 
| 67| = | 67 | ,| :| = | هيم | وبالتالي : 
+ع -+ | © |>>] TG: | =| Gê:‏ |>| 6 | >> | م6:] > | ع6 |>ء | 6| )6( 
ينتج من (6) انه > || 116- | 6اابما ان0< مكيفي فإن لدينا 
|٠4| 6 |,‏ »وهو المطلوب. ش 
ف. تبرز التوطئة الموالية مميزات جموعة قابلة للإهمال في ,8 بدلالة 
القياس والمسافة . 
توطئة. لتكن 2 جموعة قابلة للإههال في بلاطة ,#ح × من اجل كل 
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0< عو 0< 5 يكننا ايحاد جموعةاولية× ى #قباسهاء>>تحوي المجموعة 2 
تماما في داخلها, وهى نفسها محتواه في 68 الجوار ل .ج . 


البرهان . يتبين من التعريف انه توجد» من اجل0 < ء معطى جموعة اولية 
اح '/تحوي المجموعة 2 تماما في داخلها وقياسها .ء>. تمثل هذه المجموعة 
الاولية ۶ اتحادا منتهيا لبعض البلاطات التي يمكن اختيارها مغلقة؛ إذن 
فان ۴ مغلقة ايضا. نرمز ب5 لجزء 2 المؤلف من النقاط × التق تبعد عن 2 
بمسافة.و< . إن المجموعة 5 مغلقة. ثم إن كل نقطة 5 © تنتمي الى خلية 
( مفتوحة) قطرها:8/2->؛ تشكل كل هذه الخلايا تغطية ل5 ويمكننا ان 
نستخرج منها تغطية منتهية ل5 .يمثل اتحاد كل خلايا التغطية المنتهية 
جموعة أولية ©. كا ان الفرقم0 م - #يمثل ايضا مموعة أولية؛ إنه 
يحوي 2 تماما في داخله ولا يحوي اية نقطة من المجموعة 28 أي انه حتو 
في 5 الجوار للمجموعة 2. وهو المطلوب. ش 

3 - أ. إننا عرفنا أحجام المجموعات الجوردانية ذات البعد .م في 
., . لنعتبر فضاء جزئيا ۴ بعده 6 في .,8. يمكننا تزيده بالجداء السلمي 
المأخوذ عن الفضاء .8 وانشاء اساس عمودي:مم ,. . . .ىم ؛ ثم باستخدام 
بلاطات اضلاعها موازية للأشعاء8 ....: ٠٠‏ 6نستطيع ايحاد بنية فضاء 
مشحون وقياس الأحجام كا ورد في 15.3 (من اجل .)«=١‏ لنتفق على 
الاشارة ب | © | لحجم جموعة جوردانية 8٠.‏ جح © يتبين من 15.3 - ع ان 
العدد ءا ١6‏ لا يتعلق باختيار الاساس العمودي ,رع .... ,نيم لأن كل 
اساس آخر يُحصل عليه من الاساس السابق بواسطة تحويل عمودي» وهو 
تحويل يحتفظ. كا رأيناء باحجام المجموعات الجوردانية. تمكننا هذه 
النتيجة برد تكامل مضاعف « مرة الى تكاملات لها تضاعف اصغر من 8. 
تستخدم هذه النتيجة مثلا في نظريات الهندسة الاولية الخاصة بجساب 
احجام بعض الاجسام وذلك بضرب الارتفاع في مساحة القاعدة ( قاعدة 
الجسم ) . 
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ب . نعتبر ساحة محدودةء/ ح 6 تتكون حافتها من عدد منته من السطوح 
معادلاتها تكتب على الشكل (ہ2 و ٠‏ رخنت ,يو ,2 .. بو) وم عد ريه 
حيث ؛» توابع مستمرة للمتغيرات المستقلة. تمثل هذه المجموعة مجموعة 
جوردانية (15.3 - ر) تصدق عليها طريقة المكاملة الواردة في 33.3. إن 
المسقط 8 للساحة © على مستوى الاحداثيات ,رة ,... ىه هوايضا' 
جموعة جوردانية ( في ۸-0 ) (لأن كل نقطة من الساحة 8 هى مسقط 
نقطة: عن اف ن كل شه می 'البناضة :8 هي اسقط ا من 
حافة ۴» وحافة 6 ايضاء تقبل تفكيكا الى عدد a‏ الاجزاء. كل 
جزء منه تصفه معادلة محلولة بالنسبة لإحدائثية ( يجب وضع 0 = ,ند ). 
نعتبر المسقط 8 للساحة 6 كفضاء مشحون ’× (في الفضاء م ) 
بالخلايا الموافقه له» يقع مسقط الساحة 6 على محور العناصر م على قطعة 
مستقيمة نعتبرها كقضاء مشحون '× بالخلايا المعتادة ( اي المجالات). إن 
المجموعة © محتواه في الجداء الديكارتي ”× »× بر؛ إذا حولنا هذا الجداء 
الى فضاء مشحون حسب 71.3 فإن خلاياه تحتفظ بنفس القياس المحصل 
عليه في الفضا .۴۸٠۰‏ 
ج . إن المقاطع الشاقولية للمجموعةمر × 7ر مما عموما شكل معقد. 
نفرض مؤقتا ان كل مستقم مواز لمحور العناصر ,2 ومار به يخرق 
الساحة © وفق قطعة مستقيمة وحيدة معينة مثلا بمتراجحات من الشكل : 


3n-1) =p (z'(‏ وه p (Fs,‏ كك n‏ كك Tn)‏ ران (Z1,‏ © د 0 م0 


و وک ابت 


(وقد تنحل عند نقطة) [ راجع الرسم 5.3 -1]. 
نظرية . تحتفظ بالافتراضات السابقة. لدينا من اجل كل تابع 
Zn)‏ وه ع٠‏ ه f (x) = J (zy,‏ مستمر في الساحة 6 » العلاقة 
PRL << Pag)‏ 


(1) 1m az= | { | ` F(Z a RS AR) dzn } 02 


2 E tq W(t, و‎ 4 ( 
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تسمح هذه العلاقة برد تكامل على ساحة ذات بعد 8 الى تكامل على 
ساحة ذات بعد 2-1 متبوع بتكامل وحيد البعد . 

للبرهان على هذه النظرية يكفي ان نضع في النظرية العامة 43.3 - ج 

<n SYP )2(( U 2 0, 036 ع‎ 5 
Y = (en, Dn, Ya. = {zn € Rı: مب‎ )2( >> 

والواقع اننا تأكدنا من توفر كل الشروط اللازمة لذلك. 
د. إذا كانت الساحة © من شكل اكثر تعقيداً ( بعض المستقهات الموازية 
لمحور الاحداثيات In‏ والمارة بى تخرق 6 وفق اكثر من قطعة مستقيمة 
واحدة) وتمكنا من تفكيكها الى عدد منته من الساحات . . ,و6 ب6 
ذات الشكل المعتبر اعلاه والتى لا تملك نقاطا مشتركة الا على الحافة 
شكل جموع تكاملات على ساحات بسيطة» ونستطيع تطبيق على كل من 
هذه التكاملات طريقة الحساب الواردة اعلاه. ش 





3 امثلة. 
أ نعتبر الحالة التي يكون فيها 2-2 . تسمح النظرية 25.3 ج عندئذ 
بالتعبير عن التكامل على ساحة مزدوجة البعد © (الرسم 5.3 - 3) بواسطة 
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b 


(x) 
(1( | 1. عدف‎ ! { ۱ f(z, y) dy} dz. 


x=a ` y=0)±( 
5.3 إذا كاملنا على مستطيل اضلاعه موازية لمحاور الاحداثيات (الرمم‎ 
م بالتالي‎ (z) = a, | )2( 5-50 : فإن حدي التكامل الداخبي ثابتان‎ )4 
| f, mdzay= { 1 f(z, y) dy } dz. 
: وهكذا عندما یکول‎ 
0 ) حوس :نر‎ 1 >> > 2١ 8 y( = Ee 
drdy _ oy a 1 س1 ا‎ 
e Û (Û له رقم‎ | rz 
1 e Ut 55 25 


57 وا د سب n‏ هل = 4| [(2 (z+‏ صلب زه [In (z+‏ 








ب. إذا كانت الساحة 6 ليست مستطيلا اضلاعه موازية لمحاور 
الاحداثيات» فيجب ان نأخذ بعين الاعتبار تعلق حدي التكامل الداخلى 


ب5. 


نحسب على سبيل المثال تكامل التابع اسه سان ,) على الساحة 6 
المحصورة بين المستقيمين 2=× و = = « والقطع الزائدي 1 ع zy‏ ( الرسم 
3 5). إن مسقط الساحة ي على محور العناصر × يطابق المجال 
[1,2 ]. عند تثبيت عنصر × على هذا المجال فإن المستقيم الموازي لمحور 
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العناصر لا يقطع الساحة 6 وفق المجال .> «> #/ا. 


يتبين من الدستور (1) ان لدينا : 


2 
دمه ( 4( 5 جد dz‏ 1 ا 
Sa 3‏ 0 

1 








نلاحظ » باستنتاج الدستور 25-3 (1). إنه كان بالامكان اجراء 
المكاملة الداخليةء ليس بالنسبة للإحداثية 20 بل بالنسبة لأية احداثية 
اخرى من بين ...2 ,... ,,» . إن اختيار ترتيب المكاملة, الذي هو 
بدون اهمية من الناحية النظرية» يكن ان يلعب دورا كبيرا في تسهيل او 
تعقيد الحسابات. 

لو شرعنا في المثال السابق بتثبيت ۷ بدل × فإن المستقم الافقي الموافق 
لذلك يقطع الساحة © وفق المجال 2 >2 من اجل ,؛ >« > ل 
و2 > >> من اجل :2 )>يريعه 1 + وبالتالي تأخذ الحسابات الشكل التالي : 
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له 
a‏ وعدي 
1 2 
2 3ج 1 3ے 
+ ج | ع رمم | 1 ١‏ 
x=y 1 4‏ کد 
3 1 
4 ئ 2 E‏ 
ديه (ج-) چ | چ = سا 3 ر ل 
1 
3 


تقدم الآن مثالا في حساب تكامل مضاعف ثلاث مرات وذلك برده 
الى عدة تكامللات وحيدة البعد . لنحسب التكامل : 
dy da‏ عل 
“هن +2 + 1) J‏ 
حيث مثل الساحة © رباعى وجوه خصورا بن المستويات ,0 = »» 


.0 عد نإ 0,6 عد ع » 4 -م + ر z+‏ (الرمم 5.3 - 6). 


إن المسقط P‏ لرباعى الوجوه G‏ على المستوى 2y‏ يمثل مثلثا يقع 
فى هذا المستوى. وهو محصور بين المستقهات,0 = ء ' ¢ ,0 y=‏ 
E‏ . إن المستقيم الشاقولي. المار بنقطة ثابتة (و ,2) يقطع الساحة 
6 وفق المجال ر اج 1> :>0 . لدينا إذن» حسب الدستو (1): 


1-> 





drdyda 8‏ 
TTFTTT j day.‏ ا اد ا 
1 التكا الدا فل 1-y‏ 
ا ل 
6-0 «زو دن + + 1) 2 E‏ 5 


(الل-سسلئيي) ج 





الرسم 5.3 - 6 


علينا ان نكامل التابع المحصل عليه» والمتعلق بالمتغيرين * و لاء على 
الساحة ۲. إن مسقط ۶ على مور العناصر × هو المجال .1 > > 0 نشت 
> على هذا المجال؛ فنلاحظ أن المستقيم الموافق لذلك ا اور 
العناصر ل يقطع لمجال 1 > و > و . وبالتالي 


-1 
0 وار 
نو 0= 


4 
1 
(n2)‏ جُدعه( 0 ثبي 01 


د . تكامل دي ركليت . لنشت دستور دي ركليت: 





den 1‏ .ونه 4 وندة (0نه) / ا 1 5 


x0 0عدوع‎ 





١ (z—Ë)”"-' / (E) 5 
0 


الذي يرد تكاملا مضاعفا 2 مرة وغير محدد لتابع ذي متغير واحد الى 
تكامل بسيط. من اجل 5-1 فإن الدستور يأتي مباشرة. لنفرض صحته من 
اجل عدد طبيعى ١‏ ولنثبته من اجل الرتبة 8+1. من اجل ذلك نسب" 
التكامل : 1 


- j جلي‎ Û "هبيه‎ Datars. 
ê8=0 


بو 
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الرسم 5.3 - 7 


يجري التكامل الخارجي بالنسبة للمتغير ,ره من 0 الى × (الرسم 
3 - 7). اما التكامل الداخلل » من اجل +× مثبت. فيجرى بالنسبة 
للمتغير ع من 0 الى ربمم تسل في آخر المطاف الى تكامل على داخل 
المثلث 048 . لنرد هذا التكامل الى تكاملين بسيطين شريطة ان يحرى 
التكامل الخارجي بالنسبة للمتغير ٠ع‏ الذي يتغير من 0 الى × وان يجرى 
التكامل الداخلى» بالنسبة ل ,ب ء. علا أن += يتغير في حدود 
اثلث 048 8 جم = 1٣ہ‏ الى .عت × » حيث ا مثیت»› وهكذا 
نكتب : 


I= 1 { ا‎ Ty f (5) (Zn+ı— E)" E } at = 





n+g™b 3 x 
HL ]هر أ‎ [ endam) 
0 يعطى حساب التكامل الداخل : تيبو‎ 
x لتترع_-‎ nı1 ~~)" 5 1 
( n1 75 ١ + ليده‎ 1 e 
١ إذن:‎ 


= Fg للفو‎ rq) oe 
وهو المطلوب.‎ 
أ. مبدأ كافالييرى (11614ه:ه©). إذا استخدمنا «المقاطع‎ _ 3 
الافقية» لمجموعة جوردانية © فإننا نستطيع الوصول الى طريقة اخرى في‎ 
مرة الى تكامل مضاعف 1-1 مرة وتكامل بسيط.‎ ١ تحويل تكامل مضاعف‎ 
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لنفرض ان الساحة 6 في 25.3 ب تتمتع بالشرط التالي : المسقط على ٤‏ 
لتقاطع 6 مع كل مستو ( نرمز لهذا التقاطع ب ) جزء جورداني 
من المجوعة الجوردانية ۴ ( الرسم 3 - 8). عندئذ يعطى الدستور 43.3 
(4 ) العلاقة : 

J) QZ, ... dn} dy,‏ موسو رمه | 1 = 0 (2) f‏ أ 


6 : 4 Ey 


حيث يمثل ل مسقط الساحة © على محور العناصر ٨.١‏ . 


يمتد التكامل الداخلي على المقطع .,5. بصفة خاصة نحصل من اجل 
!= 2)/ على شرط كاف يضمن المساواة بين حجمي جسمين (وهو 
الشرط المقدم من طرف كافالييري): 

إذا كان لجسمين ي و ی . من اجل كل ب مقطعان '0/ 
و 0 من نفس المساحة فإن حجمي هذين الجسمين متساويان. 

يكون الوضع في غاية البساطة إذا كانت كل المقاطع من نفس المساحة 

. لدينا في تلك الحالة : 


|| - | 1.d2=SmY. 


0 





ب. المستوى الموازن ومركز الثقل. ليكن ه مستويا في الفضاء .8 ؛ 
نزود احد نصفى الفضاء اللذين يعرفهها هذا المستوى-باشارة + والآخر 
باشارة - وذلك بشكل كيفي. يسمى في الميكانيكا. من اجل نقطة مادية 
M (z, y, 2) > Rs‏ تحمل كتلة ص جراء 8 في المسافة (ه .)م التي 
تفصل النقطة × عن المستوى ى » والمزود بالاشارة  )80‏ المزود بها نصف 
الفضاء الذي تنتمي له النقطة ١‏ يسمى هذا الجداء عزم سكون النقطة ۷ 
بالنسبة للمستوى .ه باعتبار جسم ,۴ ي كثافة كتلته 0) م *)ء فإننا 

نسمي غزم السكون بالنسبة للمستوى الكمية: 
(M, o) a (M) dz dy dz.‏ ولمع | f‏ | حر ,6 م )1( 

4 


تقول عن المستوى ى إنه مسوازن لجسم 6 اذا تحققت العلاقة! 
P(G, ®) =0.‏ ° 
ليكن » جسا معطى » لنبحث عن المستوى الموازن ه ل »على الشكل 
بء ع :. من اجل نقطة 2 ,و ,2) 14 ومن اجل أي مستو مه = ۾ » إذا 
زودنا تف المنوى 0< :: بالاقازة + فان ادها 
,و ¬ 2 = (ه ,۷) م (04) ع یٹ أن: 
so) j (M) dz dy dz.‏ سع) اللا - P(G, o)‏ 


باعدام هذه الكمية نحصل فيا يتعلق ب على المعادلة: 


| | rede ay de =o | [ [ عم‎ ay de, 
G 2 
س‎ 
المحتواه في ساحة © تابع جعي خاص للساحة ©, اما‎ ")٩( من وجهة النظر الرياضية فإن الكتلة‎ )*( 
الكثافة (8)م للكتلة (0): فهي كثافة هذا التابع الجمعي بالمفهوم الوارد في 24.3_ ب‎ 


u(M) = lim m(@) 
Gn © 


يتبين من النظرية 3 .44 أن الكتلة (©) يعبر عنها بدلالة كثافتها (8)س. شرط ان تكون هذه 
الأخيرة مستمرة» وذلك وفق الدستور: 
340 )سن [-( © )سر 
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pz dr dy dz 


ا 
pdzdy da 1‏ ] أ | اه 


اللا 
6 
لا 
م 
إن الكمية j j Û az a a‏ هي الكتلة الكلية لجسم . نفرض داثا 
انها موجبة. 
نرى على وجه الخصوص انه يوجد في جاعة المستويات المتوازنة معد 
ثابتا» مستو موازن وحيد. بطريقة ماثلة» يمكننا ايجاد مستو موازن في كل 
جاعة مستويات متوازنة اخرى. هناك مثلاء المستويان الموازتان 
et y = yo avec‏ د a‏ 
dz dy dz‏ وبر f‏ [ أ dzdy ds‏ عبر j‏ ] ف 
١:‏ ول عير ff‏ بولا ل OT TET u dzdy‏ 
6 6 
إذا كان الجسم المعتبر متجانسا «٠) ١2 ١‏ = ثابتا) فإن الدساتير 
تصبح اكثر بساطة: 
j j zdzdy dz j saz dyds‏ 
"I arayar’ "™ TTTarayar‏ 
& 6 
dz dy dz‏ 5 | | [ 
6 


5 j j ةع‎ 1 


a 


من الواضح ان المقام في هذه الدساتير مطابق لحجم الجسم .6 . 

تسم النقطة ذات الاحداثيات «2 م« #٠‏ مركز ثقل الجسم .6. 
تجدر الملاحظة الى ان كل مستو موازن يمر ببذه النقطة. لاثبات ذلك 
نفرض ان 0= ,ه = مو = ,» (والاً نقوم بانسحاب للجسم) اي ان : 


30 


مسمه يمه مم | | [ عه يف ميم [ f f‏ دعقية معن | | ] )(4) 


علينا الآن ان نتأكد من ان كل مستو ه مار بمركز الاحداثيات هو 
مستو موازن. ش 
يكن ان نعرف ذلك المستوى بشعاعه الواحدي والناظمي 
)c08 ©, cos 8, cos).‏ = يم . تزود نصفي الفضاءين المعنين بالمستوى م 
بالإشارتين + و - بشكل يجعل الشعاع ” موجها نحو الفضاء الجزئي المزود 
ب+. إذا اخذنا ذلك بعين الاعتبار فإن المسافة بين النقطة 
والمستو « تكتب على النحو: ) 
ره (MP (M, o) = (M, m) = z cos a + y cos B + 2 cos‏ ع 
ولذلك فإن عزم الجسم ۾ بالنسبة للمستوى م سيكون: 
dz dy dz 0‏ ير )¥ (z cos & Fy cos 8 -!- 2 cos‏ 1 = ره (G,‏ م 
وهذا حسب العلاقات (4). 
تبقى الاستدلالات السابقة قائمة فيا يخص الاجسام في .م۸ مها كان 
1-8 .2 .3 .... فما يتعلق بحساب العبارتين (2) و (3) المعنيتين 
لاحداثيات مركز الثقل » فإنه من الطبيعي تطبيق مبدأ كافالييري. وهكذا» 
باجراء التكامل الداخلي على مقطع افقي للجسم » في العبارة الاخيرة (3) 
نحصل على المساحة © 5 هذا المقطع. وبعد ذلك تتحول عبارة الاحداثية 
6 الى نسبة تكاملين بسيطين: 
7 


| 55 (2) da 


21 
وتن 


[ S (2) dz 


21 
حيث ان ١ء ١‏ ها الاحداثيتان الثالثتان للنقطتين السفلى والعليا 
على التوالي» للجسم م . من الواضح اننا نستطيع القيام بنفس الشيء 
وبطريقة ممائلة للسابقة. فيا يتعلق بالعبارتين (2) و (3). 
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3 الحجم ذو البعد * لمتوازن وجوه ذي بعد 
أ . تسمى المجموعة 20م المؤلفة من الاشعة # المعطاة بالدستور : 
O<SaS1l, i=1,..., Rk‏ موده 1 ...+ x = Cf‏ 
متوازي اضلاع بعده # مولدا عن الاشعة ميم ,... .ريم (في اي فضاء 
شعاعي ). الرسم 5.3 9 من اجل3 = ). 
إذا زودنا الفضاء +8 ذا البعد 6 المولد بالاشعة »8 .... .ريم 

بجداء سلمي فإننا نستطيع حسب 15.3 - أء ادخال بنية فضاء شعاعي على 
اية بلاطة منه؛ يتبين بفضل 3 ران متوازي الاضلاع ,م يصبح 
جموعة جوردانية, إذن يمكننا وصله بعدد (يم),”/1 وهو حجمه ذو 
البعد 

لتكن ,هت ....ح ۽۸ ,۸ جلة فضاءات ابعادها منتهية ومولدة علل 
التوالي بشعاع الاول. شعاعين الاولين »...» ۾ شعاعا الاول من جموعة 
معطاة من « شعاعا مستقلة خطيا ,م ....ء م ,(۸ع) » ونفرض ان 
الجداء السلمي في كل من هذه الفضاءات هو جداء اكبر هذه الفضاءات 
الذي هو ..8. هناك صلات بين الاحجام ,۷ ...., 7 لمتوازيات 
الاضلاع ,* »...ل المولدة على التوالي عن' الاشعة ع +¢ 4E 2 R1‏ 
...ثم 6 ... ري وهي الاشعة التي سنقوم بابرازها. بما ان 
الاحجام لا تتغير بواسطة تحويل عمودي  15.3(‏ ص). يمكننا افتراض 
ان وضع المحاور في الفضاء م7 ' يجعل الاشعة ,يم ..... 6١-١‏ تقع في 
المستوى المصعد 0 = ,نه ان المقطع الافقي لمتوازي الاضلاع: 


Cnfn,‏ حل af, +...  Cn-18n-1‏ = نه {t€ Raq:‏ = رم 
O<au S1, i =1, ..., r}‏ 


1 : بواسطة ر = ,ته يأخذ الشكل‎ 
Ey = {ZE د :م8‎ = Caf FF... + An-1En-1 + dn (Y) En, 
0 >> ع> ره‎ 1, i=1,..., n - 1 


ويمثل مسحوب القاعدة السفل 
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Eo = {tz © Rp: ل ... عل هبه = نه‎ An En) 
لشعاع ثابت .ىم (7) ,ه . ولذا فإن لكل المقاطع ,۴ نفس المساحة‎ 
(المساوية ل -7). وهكذا فإن لدينا إذن:‎ 
Vn ا د‎ e Va-ıFn, 
حيث ہ۸ = لام هو طول مسقط الشعاع مم على المحور ,= = لاي‎ 
ارتفاع متوازي الاضلاع .,2. اخيرا نرى ان حجم متوزاي اضلاع يساوي‎ 
جداء مساحة أي مقطع افقي» بصفة خاصة القاعدة» في طول ارتفاعه.‎ 


(1) V, = Van = 7 كك اوساو‎ 
... = Va... hn = hha... hn. 





الرسم 5.3 - 9 


ب . يمكننا بواسطة الدستور (1) البرهان بطريقة جبرية محضة على ان (ل 
37.8): 


)2( Va = V det (gn (رم‎ || > | det ll EPINl, 


حيث يمثل (ع الاحداثية ذات الرتىة خم للشعاع دع ضمن اساس 
عمودي كيفي ( لكنه ثابت ) للفضاء .,ر 
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ج . يتبين من 25.3 - أ ان الحجم من البعد # لمتوازي الاضلاع ذي البعد 
م المنشأ على الاشعة 8 »...» عي في +2 يمكن حسابه بدون الخروج عن 
الفضاء ذي البعد 8# #۸ لمولد عن الاشعة ٠‏ ,8 ....» + والمزود بالجداء 
السلمي المأخوذ عن .۸ . يؤدي بنا ذلك الى الدستور : 

هب Va = V 3061 )4: BI Fat,‏ (3) 
نذكر هنا بأن لدينا المساواة: 


(4) detll (ge, Elli ims, ..., «= eM (Miri (E ٠... لمك‎ 


ا 1 2 Mum.‏ 
حيث يشل اليد الاصغري من الرتبة # للمصفوفة | |5٣‏ 
لا ,1= رهن (i=l,‏ الموافق للسطور ذات الارقام 

0 الى (ل. 37.8). 


سنقوم بتطبيق الدستور (4) لاستنتاج بعض خاصيات الحجم من البعد 
م »٠وهى‏ الخاصيات التى سنحتاجها في المستقبل . 
د. نرمز لحجم متوازي الاضلاع المنشأ على الاشعة رع ٠...٠‏ خم ايضا 
ب [[بيم ,... .]| . (ان للرمز [ءع .... 401] معنى لكننا لن 
نوضعه الآن.) 

إذا كانت الاشعة # .... ,ع متعامدة على كل من الاشعة 


ااه ...م Eh:‏ فإن 
5 لو منت مرج©] [ أ له مح ٠‏ نر4] | = | لمهم ٠. ٠...‏ 40] | 


لدينا بالفعل: 


IE, ..., زوم‎ | = 
(€1, £1) ۰۰۰(8 £0 0 506 0 


و وھ ی ر توك ماو انث a‏ جه a‏ بو وق هن احا E a CFR OTE ETE oe a‏ 


_ [i £0 ‘(En ED 0 4 ed 0 
3 0 ان‎ 0 (Birt, Ei) r (Bin, لمع‎ 


0: ... 0. (gn E) ٠ (Ex, Ex) 
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| £) ۰۰. (81, 8 


aoe وى‎ SS ® 


` ler E1) ۰<. (8i, 80) 


(Bits Ei) e (firt )مع‎ 











(Bk, Bi41) ... (Ek, ER) 
5-5 | g1. و‎ 8:] | | [gi+y و مع و6 06م‎ 


وهو المطلوب. 
ون أذ اد انعا ن 
,| لوه ,°°° ,82 نه] | = | لمم .... بو# CBs,‏ عل رم] | 

وهو ما ينتج مباشرة من (4) ومن خاصيات الاصغريات يأتي من ذلك 
بكل سهولة ان حجم متوازي الاضلاع من ¿ المعد م لا يتغير عندما نضيف 
لاي شعاع يم من الاشعة التي تولده  ٠,‏ . . ,1= ) عبارة خطية 
للأشعة الاخرى. 
س. من اج سل /27 >> |41 | ...<1 < | و4 | hı l< m,‏ 

...ل كاايط]| (حيث1 )> n"‏ < 14) فإن احجام 
متوازيات الاضلاع المولدة على التوالي عن الاشعةءة +60 ٠٠٠١‏ أ ٣‏ 81 
و 4*8 .... .ويم بالدستور : 0 


)5( | [gı حل‎ hy, وده‎ En + hx] حير‎ 
= [E °< E] | + Cam (M + 1ع | 0 ,ةزيم‎ 


حيث ٤۸‏ ثابت .((1ہ) 3۸ > )C,‏ 


بالفعل ليكن: 416 = hı = Duet ٠ e‏ 
نشري الشعاعين ٠۸,‏ ريم وفق اساس متعامد (,م) . نرمز ب(1) 
للدليل مركب ث2 ,... ب( ER‏ يقن و لمي 
لير ,... ب = ز أي تبديل للاعداد ر¡ ...» ۸أ و () ع اشارة 


46 


عند رد 
حر *[ ن ۰ . ... haj) 2j‏ لل رنيه) E (J)‏ 92 2 د 3| [يه ر... روم igi thr,‏ 
= [ زی ... وتععرزية (j)‏ € 2 ا (J) Qij 2j ٠‏ ع 2[ ر2 = 
2 


(DD )7( 


2 ا‎ 6 (j) © زمه . .< وزة6رز‎ [2 + R= | [g, £2, ۰°, ER] 2+ R 
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حيث نجد» عندما نرمز ب « لتبديل كيفي للأعداد ه مه ريا ,200 بأ 
د Pe (De () aij ٠٠١ niha < anv,‏ 2 ألم IRIS‏ 
ani, I<‏ ... ون فرناة (J)‏ € 12 + 


< 2 [2 M21 ل‎ 727101-18 
> 2( ] ا‎ m+ (Dm J< 
< amM*“ (k 1)3 < Am M21, 


حيث 40 ثابت هو 
An = 3 max (kI)3 <3 (n!)3.‏ 
kh‏ 
وهكذا نجد ان 
2 
= | لوه ,. .< [gy 8a,‏ = | لمم ,... بوم lg + hy,‏ | 
A,nM™*-0,, 0, | < 1.‏ 5 2 1 1 


بطريقة ماثلة نحصل على : 

= | لوه ,... بوه ha,‏ + وم lg + hy,‏ 
يزيم + (M‏ صرق + | FR -.., fa, <. ., BÎ‏ وهأ | = 
و1 >> |10 
+ يبيرع ,... +h,‏ ريما ا = "| [ي8 ۳+ ,0ه ... lg, + hy,‏ 

A,m (M - m)* -1 Oa, | 0% | <1.‏ + | أمع ع للك 

بجمع المتساويات نحصل على (5). 

3 . امثلة اخرى. 

حجم بسيط: نسمي بسيطا بعده م مولدا عن الاشعة f1 °‘° <, Ek‏ (في 

اي فضاء شعاعى) المجموعة :< المؤلفة من الاشعة × المعطاة بالدستور: 


hk 
)1( 1= f1 <. . ينه >> 0 كوه ل‎ >)1 2 <1 


(المغلف المحدب للنقاط (0 اه بم ١‏ .. € ). بطريقة ماثلة ل3 .55 - أ 
نلاحظ ان البسيطات ذات البعد # في الفضاء الاقليدي ۴١‏ ها احجام 
ابعادها # . هناك علاقات تربط بين الاحجام | ,2 | ,... ,| :2| ٠1د‏ | 
للسيطات ‏ 24 .ث8 ,= المولدة على التوالي عن الاشعة :8 6 :61 
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يم ,. 8١:.‏ 0001 وهي العلاقات التي سنبرزها الآن. 
ارتفاع بسيط ,= هو الطول .خم للعمود الساقط من طرف الشعاع م 
على الفضاء الجزيئى Rk‏ المولد عن الاشعة 88-1 و .° 81 (الرسم 3 .5 
- 10). إن البسيط ×2 ١‏ معطى بالشروط (1)؛ اما مقطعه بالمستوى 
الموازي ل ,»۸ والذي يبعد عن 5+1 بمسافة 5 فتعينه الشروط: 
ولو لا ويه ل ... (agit‏ سح ند 
8-1 
لكيام O<au<h (i=1,...,k—1),‏ 
من الواضح ان هذا المقطع يمثل هة الآخر بسيطا نحصل عليه انطلاقا 
من 2۸-1 بواسطة انسحاب وتحاك نسبته slhk‏ يتبين من 15.3 - اس ان 
عا ااه 0 لدي 
مساحة المقطع يساوي .| ,< | 1 (). 
ينتج بفضل مبدأ كالفييري 45.3 ان: 
IZ» | - | ) = J Ina ds= In|.‏ 
م 
ثم من العلاقة البديهية ,| يم | = ,م - | ,<| يأتي: 
لعش ... دك ,|= .2 
بمقارنة ذلك بحجم متوازي الاضلاع 55.3 (1) نحصل على: 


لاله | حل - مط | 





م ^ 
الرسم 5.3 ۔ 10 الرسم 5.3 - 11 ۰ 
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ب . حجم كرة ذات بعد »« ليكن : 
Sn (7) = {z2 6 Rn: || <}.‏ 

بما ان كل كرتين من نفس البعد متحاكيتان فإن: 

حرم = (1) ركهم :- | () 5| حيث م06 ثابت ينبغي ايجاده. إن مقطع 
الكرة () م5 بمستو مصعد >١‏ |۸| ,۸= «ة كرة ذات بعد(1 - )١"‏ 
نصف قطرها 7= ۷⁄۴ (الرمم 5.3 - 11) طبقا لمبدأ كالفييري 45.3 - 
أفإن: بم 

dh |‏ 2 | 6 - نه جحت ,مك ال Sn I=‏ 





نجري التعويض 0 10» م - س پ جد عندئذ (ي 11. 45): 








2/2 
cos" 0d0 =‏ | “م د |( Sn‏ |= ثرت 
2~ 
1م 1 1 
! د : “م0 - (كت , ج) ",= 
2 
ومنه: 
(5ي) م2 _ e‏ 
)41+( م 0 ' 
بما ان 4(=2) رى = فان ا ES‏ )3( 2 2 -,06 وعموما 
لدينا : 
1 
a E OD) rr) |‏ 
نے )2+4( )3(" )@ r‏ 
e‏ _ )2( )2( 10-1 
OE‏ 10" 
ياي الخيراء 7 ظ 
وين )2( 
2 


3 . معامل عوج حجم بواسطة تطبيق قابل للإشتقاق . 
. ليِكن (») > = » تطبيقاً قابلا للإشتقاق من ساحة محدودة ,8 > في 
ساحة ا كا يكتب هذا التطبيق بالتفصيل كما يل : 


= T1 (WM, ۰.<, Un), 
(1) 1 


Tn = Tn (My, <. Un). 
يتبين من 15.3 - ب ان صورة حافة كل بلاطة > #جموعة قابلة‎ 
للإهمال في الساحة × ؛ وبالتالي يحرّل التطبيق 0) » كل بلاطة 8 الى‎ 
:)54.3( جموعة جوردانية (8) ۾ . نريد ان نحسب معامل عوج القياس‎ 
لعل سنا = () و‎ a 
تطبيقا خطيا فإن (8) نه هو متوازي الاضلاع الذي تمثل‎  )( إذا كان‎ 
اضلاعه صور اضلاع البلاطة بواسطة (ي) 2 ليكن:‎ 


(Au, 0, .., 0), 
(0, Aus, ..., 0), 


اضلاع البلاطة 8 و : 
ومشتويه ل . . . حل Ql‏ = ود 
FF @annln‏ ... حل Tn = anıl‏ ا 
التطبيق (») :ده = » عندئذ تكون صور اضلاع البلاطة 8 هي على 
التوالي : 


)611 0219 و6..‎ dns) Aur, 


(212, 2889 <°, @n2) Aus, 


ها ي ي ي و كو و د ي a o o‏ 


وهكذا يكون حجم متوازي الاضلاع (8) 2 مساويا (55.3 ۔ ج) 
لك : .| |detllayll || B‏ ع det ll aij ll | Au, . . . Aun‏ | = | (8) به | 
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إذن 
8 | 


1 =| et || ےuراا‎ |, 





)2( 
ب . نعتبر الآن تطبيقا قابلا للاشتقاق وكيفيا  )(‏ . نبرز عند نقطة 
معطاة 7 € #6الجز لجزء الخطي الرئيسي : 


)3( د‎ (a + Au) = 2“ (a) Au + o (Au). 
إن المؤثر («۸ + ,7) (۸) ' معطى بالمصفوفة اليعقوبية (52.1 - أً)‎ 
û4 )©( 0r, (a) 
du, E 01 
01 (a) SN EE EE RoE 
2z, )4( zn (a) 
dun °° un 


نظرية: من اجل تطبيق قابل للإشتقاق (م) ± » فان معامل عوج الحجم 
یکن حسابه بالدستور : 
li = | det z’' (a) |.‏ 











04) (a) = lim 
البرهان: نقوم به في عدة مراحل. نثبت في البداية العلاقة (4) في الحالة‎ 
التي تكون فيها البلاطات 8 المتقلصة نحو النقطة © هي المكعبات. نرى‎ 
` بعد ذلك ان (4) تبقى قائمة من اجل كل بلاطات وحتى من اجل كل‎ 
جموعات جوردانية تتقلص نمو النقطة © (85.3 - ب).‎ 
ج. نفرض في البداية ان التطبيق «م) '» غير منحل أي ان‎ 
عد (0) “د 086 . يتبين من النظرية 65.1 حول التابع المقلوب أنه توجد‎ 0. 
# ساحة ۷ تحوى النقطة صورتها بواسطة تطبيق تفاتشاكلى ساحة ×ے‎ 
تحوى النقطة .(04) + = ط‎ 

عندما يتجول الشعاع في المكعب ,م ع ۸ في المكعب 
(* ,.,1 - : ,ل > به > ج إفإن الشعاع ۸ (ه) '» يتجول في متوازي 
الاضلاع غير المنحل 5 الذي حجمه هو | (م) سم امل | = |8| با ان 
متوازي الاضلاع 5 غير منحل فإنه يحوى في داخله كرة نصف قطرها 
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0< ». نثبّت بشكل كيفي عددا 0< ع ونعتبر هم الجوار ىم 
منمتوازي الاضلاع 5 إن هذا الجوار مغطى باتحاد متوازي الاضلاع ي 
مع مسحوبات متوازى الاضلاع و . علا ان كل متوازى اضلاع من 
متوازيات الاضلاع الاخيرة له نقاط مشتركة مع ى لان كلا منها يحوى 
كرة نصف قطرها .مم . وهكذا فان كل ال هم جوار مغطى بمتوازى 
الاضلاع ى زم + 1) نحصل من اجل حجم المجموعة ء5 المتراجحة 
التالية : : 
See | >> (1 + e)" |S | = (1 + e)” | det z' (a) |. ٠‏ | 


مها كان البلاطة المكعبية 4 ذات الضلع 8“ فان حجم ال 8م - جوار 
من البلاطة 4 (©) '2 يمكن تقديره, بسبب التحاكى » کا يل : 


(z” (a) Aero | < )1 + e)" |" (a) 4 | =‏ | 
e)", 8“ | det z' (a) | = (1 + e)" | 4 | | det z’ (a) |.‏ + 1( = 
لیکن 0< ه معطى» لنبحث عن 0< 6 بحيث تكون الكمية (:4) 0 
في (3) تقبمل مناجل كل 6۷۸ > ١|‏ |التقدير: 
e | ۵ |.‏ >> : |(هنة) )١‏ | لتكن ۷ے 4 بلاطة مكعبية ضلعها 8 تحوى 
النقطة 0 في داخلها أو على حافتها 4 + © = 8من اجل 4 ع « فإن النقطة 
۾ + ۾ تبعد عن ۾ بمسافة ”۷ ق على الاكثرى وبالتالي فإن المسافة بين 
الشعاع (م | ») ۾ والشعاع ‏ (ه) ' + (4) ± لا تتجاوز قهم اي ان اول 
هذين الشعاعين ينتمى الى ال 6ءء - جوار من متوازى الاضلاع 
۸ (») “د + 5 . إذن يمكننا ايجاد حاد اعلى ل |  )8(‏ | يكتب بدلالة| 8 |: 
> | ملك (z' (a)‏ | ع | مزق (a)‏ “ع + 6) | (s) | (PIS‏ 
e)" | 4 | [det z' (a)| =| (1 + e)" |8(١1 det 2 (a) |.‏ ل 4) < 
كي نحد من الادنى | (8) ×| بواسطة | 8 | » نستدل كمل يلي : 
نرمز ب« + (لمتوازى الاضلاع المتحاكى والمتحد المركز مع متوازى 
الواضح ان 0 (م) 'د = 2 حيث يمثل © + © البلاطة المتحاكية والمتحدة 
المركز مع البلاطة المكعبية4 + ي علا ان نسبة هذا التحاكي: هيم 1. 
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ليكن () ه = »ا التابع العكسي للتابع () ته بحيث ان (5) = = © إن 
التابع () س قابل للإشتقاق في الساحة,77 ولدينا : 
u (b + k) = a + uw’ )6( k + o (R).‏ )6( 


من اجل 0< ء معطى » نبحث عن 0< 8 بحيث تكون الكمية (8) 0 في 
(6) قابلة للتقدير |#اع>>|0)8| من اجل كل .8 >|*|. من 
المؤكد أننا نستطيع ان نقبل بان يكون نفس العدد 8 الذي يؤدي الى 
المتراجحة (5). يطبق المؤثر (0) س متوازي الاضلاع 5 على البلاطة 
المكعبية ,0 عكسياء ومتوازى الاضلاع 2 على البلاطة المكعبية 0 . إن 
صورة متوازى الاضلاع م + ث بواسطة التطبيق (2) u‏ ج 2 محتواه في 
ال 8ه جوار من المكعب0 + ع. وبالتالي في المكعب 8 ؛ بعبارة اخرى : 
(a) C) CB‏ “د + u (b‏ 
أو وهي الام نفسه: 
6م + b‏ > (8) د 
ينتج من ذلك المتراجحة التالية الخاصة بالاحجام : 


(C1 = |‏ ماع | 6م (BDI>= 1d +e‏ ءاور 
e)" |x’ (a) A4 | = (1 — e)" | B | | det z' (a) |.‏ — 1( = . 
عند مقارنة المتراجحتين (5) و(7) يمكننا التأكيد على صحة المتراجحة 
المضاعفة التالية وذلك من اجل كل 0< ء وكل بلاطة مكعبية 8 ضلعها 
©) 8 > وء نحوى النقطة ۾ : 

)1 “زه‎ det x’ (a) |<< (1 1+ e)"| دعل‎ (a) | 


يثبت ذلك النظرية في الحالة التي يكون فيها 0 عجو ٠ det xz’ (a)‏ 

د. نفرض الآن ان 0= )١(‏ '* لكن 0 عو (ه) 'ه . عندئذ يحول المؤثر 
٠‏ (©) ”2 المكعب 0 الى متوازى الاضلاع المنحل0 (ه) 'د = ى نرمز ب 
« > > 0 لمرتية المصفوفة (ه) . يقع متوازى الاضلاع ى في مستو م 
بعده + وهو يحوى كرة بعدها 7 ومركزها في مصدر الاحدائيات ونصف 
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قطرها ». من اجل 0< ه نبحث عزوت 8 بحيث تكون الكمية (Au)‏ 2 
في المساواة (3 ) نقبل التقدير | 18 6 > | (8) |٠١‏ من اجل كل« = ٤۸u‏ 
>> | اء إن الشعاع (م + م) ۾ ينتمي» من اجل كل 4 6 الى 
ال 6م جوار من متوازى الاضلاع4 (م) ' + هة لكن تقاطع المستوى 
7 وهذا الجوار. كما هو الحال في ج» تقع في متوازى اضلاع 7 حجمه 
(ذو البعد م )ءا 8115|" + 1) >. ثم إن ال ومه ‏ جوار المذكور 
يحوى بعض النقاط غير المنتمية للمستوى ۷ وتنتمي كل هذه النقاط الى 
جداء متوازى الاضلاع 7 في كرة نصف قطرها 5 في الفضاء الجزئي ذي 
البعد ٣‏ - «» العمودي على المستوى م » في الفضاء م7 هذا السبب نجد ان 
حجم الساحة (8) 2 لا يتجاوز الكمية: ٠‏ 
0 م“ + 1) - مق | |T |r (e8) > )4 1-e)" e" O‏ 


lz (B)| 
[8| ® 








+e er-| Sr |. 


من اجل ۾ ه 5 أي © ٠ه‏ 8 فإن لدينا: و لا سال 
ر . تبقى معالجة حالة واحدة وهي عندما يكون.0- (م) '# بحيث ان المؤثر 
(ه) ”# يحوّل المكعب ٩‏ الى نقطة. وهي مصدر الاحدائثيات في الفضاء 
× . ليكن 0< ه معطى » نبحث عن 0< 6 بحيث تكون الكمية (8) 0 في 
(3) تقبل التقدير| 81# > | () ١0‏ من اجل کلم >> | ۸| وهكذا فإن 
المسافة بين الشعاع (م + ») × والنقطة م = (4) 2 لاتتجاوز. من اجل 
ة > | |ءالعدد .8ء. وبالتالي فإن الصورة (8) × للبلاطة د ف 
الكرة ذات نصف القطر 858 . المتمركزة في النقطة .0 . 


121 <c EF # cer 


TA و‎ 
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وعندما يؤول 8 الى © (اي ٠‏ الى 0) فإن الكمية لا تؤول الى 
0. اخيرا لدينا في كل الحالات الممكنة: 
lim 1 —| det z' ) |,‏ 
|8| ممعم 
ل ب . 
3 . تغيير المتغيرات في تكامل مضاعف . بمقدورنا الآنء بتطبيق 
النظرية 3 صياغة القاعدة الاساسية لتغيير المتغيرات في تكامل 





نظرية. ليكن (») ه  -‏ تطبيقا جوردانيا (54.3) قابلا للإشتقاق من 
جموعة متراصة جوردانية ,8 > 7 على مموعة متراصة جوردانية ,8ح × 
بحيث يكون داخل المجموعة 7 مطبقا بواسطة (س) + على داخل 
او ا ان . لنفرض ان تابعا 2) f‏ مستمر على 
المجموعة ‏ . عندئذ يتحقق الدستور الموالى : 
E EDE‏ )1( 

حيث ((م) f )z‏ = (س) م . | ١‏ 
البرهان: إذا كان 7 مكعبا في ,8 ء فإن النتيجة المطلوبة تأتي 
النظريتين 54.3 و 75.3‏ ب وهذا عندما نأخذ بعين الاعتبارء في ١‏ 
الراهنة» كوننا نستطيع اختيار كخلايا جماعة مكعبات محتواة في 7 (3 
- ص). إذا كانت 7 مموعة اولية أي اتحادا منتهيا من المكعبات بدون 
نقاط داخلية مشتر كة» فإن النتيجة المطلوبة تنتج بجمع المتساويات من النمط 
(1).المكتوبة من اجل كل مكعب من هذه المكعبات . 

لنعالج الحالة العامة التي يكون فيها 0ا جموعة جوردانية كيفية نبحث» 
من اجل 0< ه معطى» عن جموعة مفتوحة أولية م8 ح 0 تحوى الحافة 2 
للمجموعة -× تماما في داخلها وها قياس .م> إن الصورة العكسية التامة 
1ا #للمجموعةلا 0 ا جزء مغلق من ل ليس له اية نقطة مشتركة مع 


تح 
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الحافة # للمجموعة 7 بحيث أن W(<0‏ ,۶) 4= 32.3(8 - د). م 
باستخدام التوطئة 15.3 ط؛ نبحث عن مجموعة اولية ۶ قياسها ع 
تحوى 17 تماما في داخلها وهي نفسها محتواة في ال 6 - جوار من 187 . إن 
الفرق 7 - امجموعة أولية تحول الى جموعة جوردانية× ح ۲تحوى المجموعة 
0 - × یٹ ان .ع > 0م > n) - 5١‏ . يمكننا الآن كتابة: 
ش f (z) dz,‏ أ (mde | 1 (de4‏ | 
24 


لآم 
لا كانت المجموعةم ‏ #77اولية فإن النتائج المحصل عليها هنا تستلزم : 
(u) du = | f(z) dz.‏ ملفل )£ | 


U-P 


٤ (u) det z' (u) du = أ‎ g (u) det z’ (u) du + g (u) det 2' (u) du. 
UP 


8 
: فان‎ m(X —Y) >> رع‎ mP <s on a بما ان‎ 
| f (2) dz |< max|f )© | 9 
xy + 


| ١ g (u) det ثم‎ (u) du | < max | f (z) | max | det a (u) |e. 
5 x U 
: ومنه يان‎ 
| ١ 1(2) dz— | g (u) det xz’ (u) du |< max 7 (ه)‎ [fF max [ 001 (we, 
x 0 . 
وبما انه << عكيفي , فإن لدينا المساواة (1). وهو المطلوب اثياته.‎ 


det ¥ (a) |:‏ |= كه بك سنا )2( 


الذي برهنا عليه اعلاه ف حالة المكعبية ع . لتكن ,#8 › 
.. به ,... :8 + متتالية كيفية من المجموعات الجوردانية ذات 
القياسات الموجبة| ,8 | = ,8:#المتقلصة نحو النقطة ۾ . يتبين مما ابتناه في أ 
ان: 





dz= | [det x’ (u) [du ;‏ | -إل8) نا 
ب8 *(B,)‏ 
بالتالي » يأي من استمرار س) '2 : 


L1 
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det z' (u) | d> [det x’ (@)|:‏ | ل دوا 





وهكذا يتضح ان الدستور (2) قائم ليس من اجل المكعبات فحسب 
سنکتب فیا يلى |4| بدل |4 6 | . 


95.3 . امثلة. 
أ. مساحة شكل مستو ضمن الاحداثيات القطبية. 
ليكن (« ,*) = و# ح × شكلا مستويا (ساحة جوردانية). تكتب 
مساحته على الشكل التكامل : 
م ]وده 5 
إذا انتقلنا الى الاحداثيات القطبية 


=rsin 0‏ نز وو 0085 " عد د 


فإننا نحصل على : 








sin p‏ "ب د - پت“ y) ar‏ ,2( را 
(r QP) Jr Yo | lsine eos‏ 
وبالتالي نجد. من اجل الساحة 7 المواقة لذلك في المستوى ٣,۹,‏ 
s= | | azdy= | | rara.‏ )2( 
7 ¥ 4 


نفرض أن الساحة × محصورة بنصفي مستقيمين ى - م وم = + ومنحنى 
(و) +-ء (الرسم 5.3 - 12). عندئذ» بوضع التكامل (2) في شكل 
تكامل مكرر, تكامله الداخلى بالنسبة + نجد: 


دن Oe‏ اماك 
a‏ حدم | p=‏ 
وهو الدستور الذي استنتجناه مباشرة (ي 26.8( . 
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الرسم 12-3 


ب . مساحة شكل © تحدود بملحن ‏ (0,2<0< هم 1 لای م 2۸ے 
وحوري الاحداثيات . نفرض ان الاسيّن 26 و2 عددان حقيقيان 
موجبان . 

نستخدم في البداية المتغيرين ۲ س ا ,× ب 18 لأننا ننوي استمعال 
الاحدائيات القطبية. إن الساحة ‏ الموافقة لذلك في المستوى ۷٠×‏ مقسمة 
هي الاخرى بواسطة حوري الاحدائيات وبربع لدائرة .1 = ١‏ +× , 
زيادة على ذلك لدينا: 


لطيو ل Aux‏ 





(mW) 1 0 5 
| دا‎ 0 uy | 
إذن:‎ 
8= أ‎ ١ أ | ۸ = وف عه‎ xi-iyu-! gx gy, 

6 9 


ننتقل الى الاحداثيات القطبية ,9 +٠05‏ - × » م هزوم = 8 » وبمراعاة 


ىق 5.1 نجد: 


كَ 


1/2 1 5 
8 = يوون 1 طاخم ا 1 أ إل‎ sin" و1‎ dp dr = 
0م 0عدبي‎ 
2/2 
ام )نم1 سه‎ 
| cos" 1q sin” ap= ŞÊ 7 B )2 (= 
0 
Mr (E 
AL 1 (5) 1 ( 2 ) 
2A 8( م‎ ( ۳ ١ 
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حيث يمثل ٩‏ ,م) 8 التابع بيتا لاولر (؟عاناظ ). اما )م فهو التابع 
غاما لأولر (ي 45.5.11). 





1 ٍ 1 1 1 
حالات خاصة (الرسم 3.3 = 13 ا _(2) 12 
بر 5 دا 5 T() A‏ 4 
(قوس دائرة) 4 © 4.ى 
2 زق تق ة): 2 12 2 
3 
۳ . 2 15 
p3‏ ( قوس منحنى کو کې ) : 3)2 
FT (3) 33`‏ 4 


الفضاء الاقليدي ذي الثلاثة ابعاد ۴٠‏ حيث ترمز ء,رو,» للإحدائيا 
المستطيلة» من الكميات التالية (الرسم 5.3 14) 





الرمم 5.3 13 الرسم 5.3 - 14 


المسافة + التى تفصل النقطة © عن النقطة (ء ,و ,) /2 
الزاوية ٩‏ التي يشكلها نصف المستقيم 084 مع نصف المحور الموجب 
الحامل للعناصر ء 
الزاوية © التي يشكلها المسقط 7 لنصف المستقيم 0۸ على المستوى ي ,2 
مع نصف المحور الموجب الحامل للعناصر + . 
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من الواضح ان ,0 و00 معدم 
s=rain deen,‏ { (3) 


sin 0 sin q.‏ ع ر 


زيادة على ذلك : 





sin 0 م وى‎ rcos Ocosp —rsinO sin p 
ا لتقم‎ sin Osin مو‎ rcos0 sin و‎ rsin Ocos و‎ |= r* sin 0. 
1 3 cos 0 راع ب‎ 0 


وبالتالي» من اجل ساحتين 6 73 الاول توافق الثانية عند وصفها على 
التوالي ضمن الاحداثيات الديكارتية والاحداثيات الكروية» نجد ان: 
te J, 2 dzdydz= Û | | f ), y, 2) r sin 0 dr 40 dq,‏ 

ك بض فويض اراتم ارچ ف الطرفة الاءن 6 ارا 

الواردة في (3). 

د. لنحسب حجم جسم و8 > انطلاقا من معرفة مقاطعه مء بواسطة 

انصاف المستويات © = ثابتا [€10,27 (حيث يمثل © الاحداثية 

الكروية الثالثة [ راجع ج ]) (راج جع الرسم 3 - 15). 

لدينا ضمن الاحداثيات الكروية: 

ıe = [ | [ ل -ممسهفهم | | [ ديقع‎ 1 r*sin 0 dr dû } dq. 
a ندخل في ا ا پګ الاحدائيات الديكارتية‎ 

و وونوء دم . عندئذ نحصل من اجل الساحة 66 الموافقة لذلك في 


المستوى ۶٠,۶١‏ على: 
r sin 0 dr 00 = | f o asan.‏ اأدصعممك | | 
6 8 





إن التكامل الوارد في الطرف الايمن يمثل الاحداثية الافقية (م) مم 
مركز ثقل الشكل م©  45.3(‏ ب) بعد ضربه في المساحة 6.1 لهذا 
الشكل . نحصل بذلك على : 2 

6 |- | oc (Ip lav. 

سيكون مسألتنا محلولة بمجرد ر اجل كل 0,280]ع ٠‏ » 
لمساحة الشكل م6 والمسافة ©) م التي تفصل مركزه عن محور العناصر 
. 

لديناء من اجل الطادة المبينة في الرسم 16.5.3 

| Gq | = ra", pc (م)‎ = R; 


وبالتالي : 


| T | = 2 لثمم‎ = 2r°a?R. 


9 6.3. تکامل سطح 
3 . تعريف تكامل سطح. 
أ. لیکن (,# + ,8)  )»(‏ = > تطبيقا معرفا وقابلا للإشتقاق باستمرار 
في ساحة ,8 - 7 لتكن تا ح © مجموعة جوردانية مغلقة. تسمى المجموعة 
٠ )6( ۴‏ = تا سطحا بعده م في ,8 . 
نريد أن نعرف تكامل السطح: 
كه ©)/ | )1( 

لتابع (2) f‏ معطى ومستمر على 5. 1 

يكن ان نفسر التكامل الموافق له على ساحة مستوية 5 ككتلة كلية 
هذه الساحة. هذا إذا مثل التابع (2) / كثافة الكتلة عند النقطة ×. بطريقة 
ماثلة» ينبغي ان يكون للتكامل (1) مفهوم كتلة كل السطح 5. إذا كان 
(«) / يمثل الكثافة. بصفة خاصة, وباعتبار 1 > (2) » فإن تعريفنا هو 
تعريف مساحة السطح 5. 
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الرسم 6.3 - 1 


كي نتجنب تراكب الاجزاء الرئيسية للسطح 5. نفرض ان تطبيق 
(:) ©- * تقابلي باستثناء ممكن بمجموعة قابلة للإهال .6ح 2. 
ب . ننتقل الآن الى التعاريف الدقيقة. نعتبر تحزئة جوردانية كيفية 
١ = )80(‏ للمجموعة 6 ؛ ليكن (11) ۾ » كالعتاد القطر الاعظمي 
للمجموعات :8 . نثبت نقطة كيفية ١‏ في كل جموعة ,8 » ونعتبر في 
المجموعة ,# » التطبيق الخطيب «الماس»: 

Au.‏ (رع) "و + (رة) و جدبرة + رة 

إن صورة المجموعة ,بم بواسطة هذا التطبيق مجموعة جزئية جوردانية 
للمنوعة الخطية ذات البعد ءا الموافقة لها: تؤلف المجموعات ۴١‏ تغطية على 
شكل « قرميدات» للسطح 8 (الرسم 6.3 -1). نزوّد كل « قرميدة» ,۴ 
ب« كثافة» منتظمة ‏ ((5) f)‏ . فنرى ان «وزن» كل التغطية 
« القرميدية» يساوى : 

(2) 2 f (Q )5(( |i la. 

نبحث الآن عن القيمة | :۴ | . يكتب التطبيق () © = ± على شكل 

احداثیات كالتالي : ّْ ش 


Tq = و‎ (Ug, °<, Ua), 
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إن المشتق () '© مؤثر خطي (80 + ,۸) مصفوفته هي 








0 0 
Ou, 0 OUR 
ل‎ (u) lle وان اق .ام‎ eo 
Qn Qn 
1 du, ° . م6‎ 


نعتبر في البداية :2 متوازى اضلاع مستطيلا اضلاعه: 
,) 0 و 0 (Au,,‏ =£ ا 


ي يس و و ي ي و ى فاه قاف a‏ 


Aun).‏ ,... ,0 ,0 )سيمع 
عندئذ يكون ,8 = ,8 (5) ٠‏ متوازى الاضلاع المنشأ على الاشعة: 


0 2-27 م ديم (E)‏ “٠و‏ 





NE E BE EFO TE موا ور‎ ek e A انو كوا‎ aa 


(ED مو‎ = (E 
اما ا ,| :5 | فيساوى» طبقا ل3 .25 » الجذر المربع‎ 


لمجموع مربعات كل الاصغريات من الرتبة » للمصفوفة («) “٠و‏ بعد 
ضربه في «لاك ... :4. نرمز حسب 55.3 - د ذه الكمية ب 
SÊ [ | au... Aun.‏ , ... لكيه ]سمه (3) 
ان اية جموعة وا ا اس د او و 
الاشكال من الخلايا ري ؛ م إن الكمية ‏ (,5) 5 ثابتة من اجل 1 
مثبت؛ ولذا نرى» عند القيام بنفس العملية من اجل ,ا (مكان ۴)» 
ان الدستور (3) يبقى قائا من اجل كل المجموعات الجوردانية: 
|| | للع ,... (GÊ,‏ | ماه | )4( 
يكتب إذن المجموع (2) على الشكل: 
(GE, ..., Ela:‏ م8166 








OUR 
وهو يمثل مموعا تكامليا للتكامل:‎ 
(5( اننا‎ a, ..., S| du, 


ما ان ((7)©)0 و هيوه .... .2 مستمران على © فإن 
4 4 

المجاميع التكاملية (4 ) تؤول الى التكامل (5) عندما يؤول (4)11 الى 0. 

وهكذا نصل الى التعريف التالي : 
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اه | قي .... ]اسه jma‏ )6 


بصفة خاصة» نسمي قياسا من البعد 16, او باختصار مساحة السطح 8 

التكامل (6)» حيث 1 = 2) /. أي الكمية: 
a= (E, ..., A] |e‏ ~1 رم 

ج. يحب اثبات ان التعريف الوارد .اعلاه 52 ا لا يتعلق باختيار 
الوسيطات التي تعين السطح 5. نفرض انه يوجد الى جانب التمش 
© © م (u),‏ م z=‏ » تمثيل ثان (ن) + = به لنفس السطح 8» حيث يتجول 
الوسيط ۷ في ساحة,۸ ى 7 والوسيطان « ب« مرتبطان بالعلاقاتين 
المتعا كستين : 


(م) س = ن u = u)»,‏ (8) 
مع العام ان التابعين () س و )ن قابلان للإشتقاق. نقول عن مثل 
هذين التمثيلين (مم) و = ± و () م = م إنها متكافئان. 
لدينا حسب التعريف: 


8 (My, ..., UR) 
0 (Dt, «<, 2 | 


| -عهه/‎ frwen| (FE, E 


* Our 








لکن يتبين من 33.1 ب ان: 


0ن 
(f, ..., DK)‏ 0 


0(۰. 3 8 
کے‎ det2 ذل‎ k-det2 a ° الع‎ 
Vz O (Ut, ۰<. UR) 0 Û (Uf, ..., UR) 


(i) 


00 ل و‎ ) 
EN RS ob (م)‎ A )0( 
VF tert det Ot «<» UR) e9 Ug) | 2004 O 20 1 


|] ... 0m 


01 3 7 OUR 














ينتج من ذلك ان : 
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reml | 8, ... , لني‎ 
0 


= reml ] ..., [| مه‎ 





وهو ما يثبت ثبوت قيمة التكامل في الطرف الايسر بالنسبة للتمثيلين 
المتكافئين للسطح 5. 
3 . حالات خاصة . 
أ ليكن 1= ۴؛ يتعلق الامر بمنحن (( > ا > ,(ہ۸ جم 1)() ند = L=({z‏ 
في الفضاء +48 ذي البعد 8. تملك المصفوفة () 2 عموداً واحداً هو 

E Th ()}‏ ,0( 2{ م إن: 

liz’ (OJI = [a (0 | == VÈ ior [zi (0. 

يأخذ الدستوران 3 .6)16( و(7) على التوالي الشكلين : 


)1( ا ش‎ f(z) dl ا ح‎ f(z (0) 5 (zi ()]® dt, 
L a i= 
b SESE 
)2( z= jar= jV 3 [zi (]® dt. 
L a 1-1 


نلاحظ اننا متعودون على هذين الدستورين الخاص أولمما بتكامل تابع 
(#) على طول منحنى 1 وثانيها بطول المتحنى 1ء وذلك منذ ي9 .19 
(8=5) و ي36.9. 
ب. إذا كان 2= فالامر يتعلق بسطح ثنائي البعد 

S = {r = Ç (u, vw) ي8)‎ > Rn), (u, vu) 6 6 CRY}. 

مع العام ان للمصفوفة ( ,») ' عمودين هما: 

ال 20 ) تي هه SN‏ ,... ,0خ - يي )3( 

إن الكمية |[ .]| هي الجذر التربيعي لمجموعة 
مربع الاصغريات من الرتبة 2 للمصفوفة 254 . ثم إن العبارة 
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dz @z‏ 7 ء 

ج ]| التي تمثل مساحة متوازى الاضلاع المنشأ على الاشعة 
(3)» يمكن كتابتها لعى نحو آخر: إذا كانت ه هى الزاوية التى يشكلها 
الشعاعان ت و حي فإن لدينا: 


o‏ ع 


dv Pu 

0x 02 |2 dr 21١2 - يمسي‎ 

“VIR |) &) =VEG=F, 
۵ 


سا 


ع0 


2 -1[/1-- e082 0= 


Qzr 
du 





|] 2[|- 











sin 0 = 



































وهكذا فإن التكامل 3 ) يكتب › من اجل «k=2‏ کا يل : 


)4( 2 [| 1) زه رسام )1 | سكة‎ [/ 56-15 du dv, 
8 G 
ومساحة السطح 5 (7(16.3)) هي:‎ 
(5) |s|= | as = | VEGT—F? dudv. 
8 6 


ج. إذا كان 21عط فإن الامر يتعلق بسطح ذي بعد 81 


S = (2 = ا‎ (U, ريت‎ n4) (Rn > Rn), (Un, a Un-4) © c Ra-f. 


إن المصفوفة () ,90 تملك 21 عموادو ۸ سطراً : 


OQ, (1) OQ, (4) 

, duy. °°’ dunt 
YW .......... : 

: Qn (4) Qn )0 

duy °° ممطة‎ 
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Opn (4)‏ (2)يهة 

u. الى ىا‎ dp 00 
N= 0 SL =u? °°° ا‎ 

Opn )(‏ (2) يوة 

QuUn-1 | un4 


الجداء الشعاعي للأشعة .سيو ,... ,2 . من الواضح ان هذا 
الشعاع عمودي على كل شعاع ك4 (أي عمودي في .8 على 
السطح 5)» وطوله هو بالضبط الكمية: 
I‏ 
duy ` Tun‏ 
وهكذا فإن تكامل التابع 2)/ على السطح يحسب في هذه الحالة 
بالدستور : 
|1 9- ع ت 
mas [re |] J| =|‏ 7 
f (e (u))|N | du.‏ 
نستنتج مساحة السطح 5» كلمعتاد بوضع :f=1‏ 


|| چ ,... ]| | = | = ] =| (7 








( 








du, * dun-t 


د. نشير الى حالة معروفة جيدا حيث يكون السطح 5 معطى بمعادلة ذات 
الشكل : 
Zn-1) €Q c Ran-ı‏ وم ٠ه‏ ,21( Tn-1),‏ و Tn = 9 (F1,‏ 


اوء وهو الامر نفسه. بحملة ذات الشكل : 


T= Tt, 
1= 29, 
م2‎ = 2-1 


Zn = Q (Z1, وه‎ Tn-4). 
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€4 64 ... n4 











6 û n 
N= 01... 0 و02‎ = )—-1( (e E 1...1 mag — en), 


ی ا و ا او و 








ات 1 0 0 
ومنه يأقي 
...+( 0 
|N|= (2) .. +) 1.‏ 
نخصل › من اجل التكامل 3 .16 )6( للتابع (#) 1 على السطح «8S‏ على 
العبارة : 


SS ..., nt © (F4, <<<, Fn-4)) X 
8 


e 
البعد أ إن اللمصفوفة 0) “© 8 سطرا و عمودا؛ ثم إن حجم متوازي‎ 
الاضلاع المنشأ على الاشعة لكي ,... ,ثم يساوى القيمة المطلقةء‎ 





u? ' dun 
:)7( »)6(16.3 عبن هذه الاشعة. يتحول الدستوران‎ 





| as e | مساو‎ du, 
ETE 





الى الدساتير المعروفة الخاصة بتغيير المتغيرات في التكامل المضاعف ١‏ مرة 
3 ). 

3 . امثلة. 

أ. نبحث في 80 عن مساحة جزء سطح الكرة ذات نصف القطر 8 
المعين بالاحداثيتين الكرويتين م و والمحصورتين كا يلي ,9 > 9 > * 
وه > 6 > 0 (راج جع الرسم 6.3 - 2). 


347 


“ z= Rosin 0 cos © لدينا ضمر الاحداثيات الكروية‎ 
راجع 3 _ ج) ما يللى:‎ ( z:= R cos 0 3 y = R sin 0 sin © 


dz dy 05 
op 869 و65‎ 
02 dy 02 
86020 0 


—Rsin 0 م صنق‎ . Rsin Ocos ¢ 0 


9 














8 بو مزهو 0 وم 8 يوم 0 ومن‎ —RsinO 


بث أن 


0 


0z ١2 0 2 ج07‎ 2 
( dp ۳ dp Op} R? sin*0, 
7 dr: Or dy 0 02 02 


لد لمل 


Op OWT 206 20 io” 


($) (= 


0, 


ينتج من ذلك ان : 


“2 02 %2 02 
%4 8, 94 81 


= R? (ري — وم)‎ (cos و0‎ —cos 0»). 


بصفة خاصة نصحل باعتبار سطح الكرة باكملة:,:2 > بع 0» 
320 < 0 < 0 على : 


|S | = R.22 = يك‎ 


ب. نسب الآن سطح الطارة المحصل عليها بالدوران حول حور العناصر 
للدائرة ذات نصف القطر 8 التي تقع في بداية الدوران في المستوى . , 
حيث يكون مركزها في النقطة .0 = ,0 = بن ,رم < ف) دم 
نحصل مباشرة عن تمثيل وسيطي للطارة (انظر الرسم 6.3 3): 


z = (b + a cos (طد‎ cos p, y = )5 + a (طدقمه‎ sin ,بي‎ 2 = asin Y; 
حيث تتغير الزاويتان © و« من 0 الى ,چ2 . بما ان:‎ 
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— (bt a cos (مد‎ sin © (0-a cos p) cos © 0 | 
— a sin þ cos © — asin ¢ sin ب‎ a cos ¥ jÎ ° 








dz oy 82 


0 يلق مة 
5+1 2# ج86 ا 
Ap oy‏ 





E ل () ع‎ acos%), F=0, G= af, 


2N 2 21.27 


5= | VEG—Fidçdp=a أ‎ )5 +a cos Y) dq dp = 4x" ab, 
0 0 


0 0 





الرسم 6.3 - 2 الرسم 6.3 - 3 


ج. مساحات السطوح المتحاكية. نقول عن سطحين بعداها ۾ : بك 
و و5 معرفين على التوالي بتطبيقين قابلين للإشتقاق: ش 
,() © = 2 
z = be )u(‏ 
(z © Rg, 5 >0),‏ حيث يتجول المتغبر *:«. كالمعتاد. في ساحة 


جوردانية ,»۴ > 6» إنها سطحان متحاكيان ونسبة التحاكي هي 5. 
لنبحث عن العلاقة التي تربط مساحتي هذين السطحين. يسمح الدستور 
3) بكتابة عبارتي هاتين المساحتين: 
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سه |[ ج ٠.‏ ]| = )1( 
:]|| =1 )2( 





بوضع المعامل ط في شكل عامل مشتركه في كل عمود من الاعمدة 

البالغ عددها » للاصغريات الواردة تحت رمز المكاملة في (2 ). نرى بأن: 
RIS, 1.‏ ع وى | 

وهكذا يتبين ان نسبة مساحتي سطحين ( بعداه| 6ا) متحاكيين تساوى 
نسبة تحاكيهها مرفوعة قوة ` 
46.3 . مساحة سطح بوصفها نهاية مساحات متعددات وجوه محاطة 
بهذا السطح . 
أ. كنا عرفناء في اوانه» طول منحنى كنهاية اطوال مضلعية محاطة بالمنحنى 
المعتبر . ويتبين الآن انه بالامكان تعريف مساحة سطح بطريقة بقة ممائلة أي 
كنهاية :مساحات سطوح متعددات وجوه محاطة بالسطح المعتبر عندما تقسّم 
تلك الوجوه بشكل لا متناهي. الا انه تجدر الملاحظة بأن هناك متتاليات 
سطوح متعددات وجوه محاطة بالسطح المعتبر ولا تليق للحصول على 
مساحة هذا السطح بواسطة الانتقال الى النهاية عندما د تقسم الوجوه بشكل 
لا متناهي ( راجع التمرين 5). سنقوم بابراز بعض الأنماط من متتاليات 
سطوح متعددات وجوه حاطة بسطح معطى» بحيث تكون نباية هذه 
المتتاليات هي مساحة السطح المعطى. 

ليكن (,#ا- 7 € ا ,(ا) م = م) = ى سطحا بعده م في الفضاء ذي 
البعد .١‏ نفرض أن التطبيق (») © يلك في الساحة المغلقه 7 مشتقا 
٩ )(‏ مستمرا وغير منحل بحيث يكون جموع مربعات كل الاصغريات 
ذات الرتبة عا للمصفوفة (») ب اكبر من عدد موجب #م او تساويه. 
يمكن التعبير على هذا الافتراض الاخير كا يلي: إذا كانت «8 ٠٠٠١‏ 4 
هي اشعة الاساس في الفضاء +8 فإن المتراجحة التالية تتحقق في كل 
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الساحة ل : 


es 








du, ° OUR 
أو. ايضا: من اجل كل 0< 8 لدينا:‎ 
(1) | lp’ (u) OB, .. ل‎ ©" )u( Sg] | > c8^. 
Q = {u1 < ين‎ >> Bı, . 0, Ax < من‎ >> Ê») ب. لیکن‎ 


مكعنا بعد ه k‏ محتويا ف الساحة a, = ٠.‏ ىم =. د ره - رق وت يمكن 
تقسيم المكعب الى إم بسيطا ابعادها ‏ وما نفس المساحة  65.3(‏ أ) 
وهذا حسب القاعدة التالية. لتكن هيم ,... 81 اضلاع المكعب 0 النافذة 
من رأس ثابت ۴» مثلا من الرأس مه ح ين و ,و = u‏ لتكن 
يأ ,... .رغ تبديلا كيفيا للأعداد .# ,. . . ,1 نعتبر الاشعة: 
رلوم ل ..- (gu‏ رقنا ...ل لونم لل hg i, 4 Ae (Ei,‏ 
حيث .اکهاا... + ,0حا.... ,0ح 
انها تمل بسطا 0:20 رؤوسه عند النقاط ۲ ب + P‏ 3 
وري 1 F Big oP +E...‏ ريع + P‏ ¢ إن حجم هذا السبط 
يساوي › حسب 65.3 أ 
= ليم + ... Ei Eu FE Rut‏ | 
hh‏ 1 
FT ,‏ - | لوم Hes ٠...‏ حي TIlE «<s eqJl=‏ < 
بحيث ان كل البسيطات 0,٠...‏ طا نفس المساحة. لتثبت ان كل 
نقطة من ١‏ لكعب ‏ تنتمي الى واحد على الاقل من هذه البسيطات من 
اجل نقطة معطاة 260 نعين الدليلات «ا ...أ بحيث تكون 
الاعداد ,6 » في التمثيل : 
c1,‏ 2 ,0م برهم ل . .. لهرت عد سابع )2( 
متناقصة :..ه << . . .< وه < . نؤكد عندئذ عل ان النقطة ۶-× تنتمي 
الى البسيط 0,٠...‏ > اي ان لدينا التمثيل : 
P = Mga, + a (Ei, FE) + ... Aa (gi + ۰...8),‏ ديع (3) 
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حيث .1 >> ,3+ ...+ ىذ ,8 0 ,4 = :) 0< ,۸ . بالفعل يمكننا 
وضع (3) على الشكل: ِ 

z— P= (ha +... FAN لديم‎ Aa F-... Fn) Bia ... + Anety 
: عند مقارنة ذلك ب(2) نرى اننا نستطيع وضع‎ 

Ca =a +... FA, <... Cx = Ag.‏ مل + =A FF...‏ نه 


نستنتج من ذلك : 
0ع به = Î‏ 217 ,0 < وم اوم = و۸ ,0 ع e‏ سام = A‏ 


A+... +A =e 1ع‎ 

بحيث ان 8-* ينتمي بالفعل الى ., ...0 . بصفة خاصة» نرى ان 
اللسيطات ,:....:0 ليست لا مثنى مثنى اية نقطة داخلية مشتركة. لان 
جموع احجامها يساوي * اي يساوي حجم كل المعب ©.. 
ج. نعتبر الآن البسيط 0۰۰0 . إن صور رؤوسه «P, P + gı P‏ 
.م + ...+ ع + 2 ,. بواسطة التطبيق () © تمثل 1+ « نقطة على 
السطح 5 نرمز لها ب لي ...)© .... ,لل:۶) © ,(۶) © على التوالي . 
تعين ال 1+ نقطة» بدورهاء. بسيطا(م: ...:0) © في الفضاء ۸١‏ محاطا 
بالسطح 5 بمعنى ان كل رؤوسه تنتمي الى السطح. يمكننا إذن ان نحيط 
السطح 5 ب الم بسيطا ١(ي:...:9)0.‏ إذا اعتبرنا الآن تحزئة 11 للفضاء 
+8 الى مكعبات فب اضلاعها 8 وعزلنا منها المكعبات المحتواه باكملها 
في الساحة ت ثم قسمنا كلاً من هذه المكعبات الاخيرة الى ا۸ بسيطا 

0106 “من تقس المباعتة :وايفانا السات اناف 
(؛ ...0010© . فإن هذا الانشاء, المأخوذ باكمله» يعطي سطحا متعدد 
الوجوده ,11 تنتمي كل رؤوسه الى السطح 5 أي سطح محاط ب8. ٠‏ 
د . نحسب مساحة السطح المتعدد الوجوه ..م11. إن حجم البسيط 

(PJ, ..., 9 (P۰. 14)‏ ب de sommets q (P),‏ ),1.. .0%( و 
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هو: 
... ,(©) وح ليع ريع + ط) و ,(ض) وح ريع + ©) م] ]جم )4( 
gq)— q (P)]|.‏ ل ...+ gu,‏ ل 5) ور ا 
من اجل 0< 8 معطى» نبحث عن 0< © بحيث نكون المتراجحة: 
lo (u) (| >> ©‏ 
محققة بمجرد تحقق: .6 > | ”س “| . إذا كانت اقطار المكعبات 00 
لا تتجاوز 6 فإن نظرية المتوسط 6(24.1) تعطى : 


,ةلهس (Pelt‏ “و > ررط) ب- رزاع + (Py‏ 
(gi + gf) + e8,‏ (رط) “و = (رط) وس (لواع + gf?‏ + رط) و 


ي ي ي #» و ي عه ي يو ي ي ي يو ي ي ي ي ي . ي ي .اه ي اه م6 مث © 


(Py +g +... +g) — o (P=‏ و 
q' (P,) (gO 1... +e) +ef?s,‏ = 


هه 


i=1, :‏ ره >> #و| . بنقل هذه العبارات في (4) وتطبيق 
3 ر» س اال على : 





lo (O. = gr le (P9) eR +e, . 
..., 9 (رط)‎ (g tt = 
- جه‎ ly’ (رط)‎ gf +-e?8, ..., 9’ (رط)‎ g + e?8] |= 
- ar le’ (رط)‎ gf, . . ., (رط) "ب‎ g1 + 
+ جع‎ eê (M + e6)*-10, |0|<1, 


M =sup|¥' (رط)‎ gl? |<D8, D=sup|l o’ )# ||. 


يكن كتابة العبارة 0-*(8ع | 8)84ع,60 كا يلى: 
Creê*0,, |0|<|0<1.‏ = 710 “تزع ب C,eê* (D‏ 
عند القيام بتبديل للأشعة في الحد الاول من الطرف الثاني لعبارة 
...0 خحصل على : 
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1 
lo (O. P= Fe l4" (PD) gf, <... e (ر)‎ gf) |“ 


Chneê2*0, 
x (i لل لا‎ 
Ilo’ (Pj) gf, ..., 9’ (Py) IP ١ 


وهذا يستلزم نظراً للكون المؤثر 7,8) في (1) غير منحل: 
gf,‏ (رط) le’‏ جيب = lo (O.‏ 
EI‏ 


اي ان : 


(ز) 


| رفم (PD)‏ ...< للع le (P)‏ جب -- | لين. 0001| 





بمراعاة المتراجحات: ... ,تم (رم) © و <I+#‏ ب + 1/1 
1 | ]0 | "طح “8ق "> | لهم (رط) م ,... 
جد آن: 
+] اع (PD‏ “و . . ,الع Tr le (PD‏ -:ل:.(01)؟1 (s)‏ 
.| 0 | !ع" Cae,‏ 


U1...‏ > و 


نجمع هذه العلاقات على كافة البسيطات ...© (من اجل [) 
مثبت) نحصل على : ٠‏ 
Cire, 00|‏ + | لقاع (رص) “و .. (PDE,‏ “و | - ال..0) plr‏ )6( 

م نجمع على الاعداد ز فتأتي العلاقة : 
g1! 41-C e0, | U |‏ ررص) 'ور. . . IPO. I= Dlo’ (PNY,‏ ل )7( 
إن الحد الاول الوارد على اليمين يساوي امجموع التكاملي الذي يعطيه 
تعريف مساحة سطح 16.3 ب (راجع ايضا 33.3 ج). عندما يؤول 
»الى 0» نلاحظ ان هذا المجموع يؤول الى مساحة السطح؛ يؤول الحد 
الثاني بطبيعة الحال الى 0. وهكذا فإن نهاية مساحات السطوح المتعددة 
الوجوه التي انشأناها تساوى مساحة السطح الذي انطلقنا منه. وهو ما 
ذهبنا اليه. 
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ر. نفرض ان لدينا تابعا (2) / على السطح 58 وعلى جوار له» مستمرا 
بتقطع ومحدودا (بالقيمة المطلقة) بعدد 88. لو ضربنا قبل جع العلاقات 
(6) العلاقة ذات الرتبة ف في العدد ,رفم) ۶ لوجدنا مكان (7) 
Je, ,...‏ )سا( KD‏ 3= الس )لا j FP)‏ 
(FP, Jeg HN+G © MIU!‏ 
حيث .1 > | ,8 | إن نهاية الحد الاول من الطرف الاين » عندما يؤول 


نلاحظ ان الحد الاول يختلف عن تكامل التابع (2) م على السطح 
المتعدد الوجوه ,11 بكمية لامتناهية الصغر لأن لدينا من اجل تابع مستمر 
بانتظام ,(2) 27 العلاقة: ٠‏ 
ل -|او.0# 310 1(P%‏ 8 كوه / | | 
I, 1‏ 


زفق 


(OR. -‏ اهم 5 - نه هم / 1 ×| 
1 ملق 4 9ه 


(Dj 
f.4, 


-|8 3 t~ t(PMas|<e 
لوه رك‎ 

وذلك عندما يكون ط صغيرا بكفاية؛ باعتبار تابع مستمر بتقطع يمكننا 
)و م جع النتائج . 

وهكذا يتبين ان التكامل على السطح ك لكل تابع (2) # مستمر بتقطع 
يمكن الحصول عليه كنهاية لتكاملات نفس التابع على بعض السطوح 
المتعددة الوجوه المتقارية نحو السطح .S‏ 
56.3 . الطبقة المولدة عن سطح ذي بعد .k‏ 
أ. ليكن 5 سطحا ثنائى البعد قابلا للإشتقاق في .و8 . نرمم الناظم 
(العمود) (62.1 - ب ) عند كل نقطة من 8 ونرسم ايضا على كل من 
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هذه الناظمات قطعة مستقيمة طولها 5 ونرسم ايضا على كل من هذه 
الناظمات قطعة مستقيمة طولها 8 من جهتي السطح 5. يسمى الجسم الثلاثي 
البعد (5)م7 المحصل عليه بهذه الطريقة طبقة سمكها ط مولدة عن 
السطح 5 

ليكن 2 منحنيا قابلا للإشتقاق في .و8 . نرمم عند كل نقطة 
المستوى الناظمى ونعتبر في هذا المستوى الدائرة المتمركزة عند النقطة 
وذات نصف القطر 8. يسمى الجسم الثلاثي البعد (1) ۾ المحصل عليه 
بهذه الطريقة الطبقة ذات السمك 2١‏ المولدة عن المنحنى .1 . 
ب . تعمم هذه التعاريف الاولية الى الحالة التي يكون فيها السطح من بعد 
م في الفضاء ,8# . وهذا بالطريقة التالية. 

لیکن 5 سطحا بعده م في 4 , 

S = {zr 6 Fn, z = و‎ (u), u © U بلعل‎ 

او» بالتفصیل : 
)1( 


(Uu, <<<, Un),‏ و0 T=‏ )ع 

o 

نفرض ان التابع (ي) ب = #» أو (وهو الامر نفسه) التوايع 

٠. ., e, . .., Qn (Mı, <. <, 1)‏ ,) 1© تملك مشتقات مستمرة من 

الرتبة الاولى والثانية في الساحة ,.8. 

يوجد عند كل نقطة ± من السطح 58 مستويا ماسا 11 بعده 1 ومستويا 

نظيميا (او ناظميا) بعده (2-1) [المتمم العمودي ل11]. نعتبر في 

المستوى الناظمي الكرة ذات نصف القطر 1 المتمركزة عند النقطة .ه. إن 

اتحاد كل هذه الكرات تمثل مموعة (5) ,م7 بعدها 28 نسميها طبقة بعدها 
۸ہ وسمكها ط2 مولدة عن السطح .S‏ 

ج. تقبل الطبقة ذات البعد 8 المولدة عن السطح 5. في بعض الحالات» 
تمثيلا وسيطيا « قانونيا » وهو التمثيل : 
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LAR‏ ا ا ا ا KN‏ ال ل لا ل ان 


fo (My, ..., Uk, UR, < Un) = f (tL, vw),‏ حت وق 
|( 


Zn = fn (My <<. ks Ukyt, *. Un) = fn (U, >), 


حيث تمثل التوابع مإ ٠٠ ٠...‏ مشتقات اولى مستمرة في الساحة 
0x Qc R,.‏ يل ,# > 7 الساحة الابتدائية ذات البعد (2-1) وذات 
نصف القطر 8 المتمركزة في النقطة u = (Uy, ..., U)  «(¥=0‏ 
من جهة اخرى يجب على جلة التوابع (2) أن تحقق الشروط التالية: 
1( من اجل ۷=0. ينبغي على التوابع )0 fn (u,‏ وه ,)0 (u,‏ 7 ان 
تكون مطابقة على التوالي للتوابع (ه) ري ,. . . #١ ٠,‏ التي تعطي التمثي 
الرس مطح :5 
2) من اجل 7 € » مثبت» تعطى التوابع (2) تمثيلا ايزومتريا للكرة ذات 
البعد (2-1 )لمتمركزة ف النقطة .5 © (») بو = ±z‏ 
إذا كان التطبيق (2) معطى. ف فمن السهل حساب القيمة المطلقة للمعين 
Kf coo În)‏ 
و7 ٠,‏ . وة عند نقاط السمطلح «S8‏ أي من اجل القيم : 
: = وبون . نعام (65.3) ان تلك القيمة تساوي حجم صورة الخلية 
A, + 8, 0 < Ur‏ كك Up‏ كك Û, <... AR‏ عل يه كك رن كك يه 0 = رن = 
في cS, . 0 <n‏ بواسطة التطبيق 
(2 ,نة) '/ = يدبعد قسمته على حجم هذه الخلية المساوي ل ."8. يحول 
لتطبيق (ن cf (u,‏ من اجل(0 8 (u, 2) = (dı, : nO,‏ الخلية 
| اي E‏ .. وق لل S4‏ عدت 
1 0 
ا e‏ ,8 > كبا يحل الخلية 
SÛ) CV‏ ,من > 0 ,.., Û,‏ كك V+‏ > 0)( التي حجمها مق ) الى خلية 
في المستوى الناظمى لها نفس الحجم ê.‏ 7 
فها يخص نسبة الاحجام» لدينا: 
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| متسس‎ 6)... fn) 


O (ly ءءء‎ Un) ١ ۰9n) 





Karê. 1 n 6 [| 0-« 
-| ||. 


ينتج من ذلك بصفة خاصة, ان التطبيق ا مجرد وجوده» تقايل 
(ويقبل الاشتقاق وكذا تطبيقه العكسي ) ف 0 لكل نقطة عادية من 
السطح 5. اي كل نقطة يكون فيها :0 عو |[ 2 ٠‏ ]| . لدينا 
إذن» عند نقاط السطح 5 





O (Q1, .... QE) 
duy ... QUg = E 80 | aw, ... ولا‎ 





| 0 (f4, ۰, fn) 


O (M1, ۰<, Dn) 


(f... f) IT 
2 (ty ٠ ٠. Un) اي ان جداء المعين اليعهقولي‎ 





جك ... 0:1 يساوي مساحة عنصر السطح .S‏ 
د. إذا كانت القيمة 0ع (من ,... .رجوت) = س مثبتة 
و(«ه ,.. . ..ن) حم تتجول في المجموعة 7 فإن التوابع (2) تصف سطحا 
٥‏ بعده ءا من الطبيعي القول عنه إنه « مواز » ل5. بما ان صورتي الخلية 
SUR ax + 8)‏ بره ,... ,5 + يه كك رن كك (a‏ € 7 والخلية 
(8 عد رط ع> مه < رط ,8 ل nı b+‏ > + 7 بواسطة التطبیق۴ لا 
تنتميان » عموماء الى المستويين المتعامدين (ذي البعد ‏ والبعد (ع1ا-ه)). 
فإن الجداء ٠‏ بيه . . . رسك لانن ليس عنصرا من السطح .,5 . 
لكن» إذا كان التطبيق م و =« في (1) يجعل صورتين الليتين 
المشار اليهم] اعلاه منتميان الى المستويين المتعامدين من اجل ,0 ع ده فإن 
التعليل السابق يبقى قائما وتمثل العبارة ويل . . . ري لطا 
مساحة عنصر من السطح .رى . 
ر. إن مكاملة تابع (») م على طبقة (وى) ,س يتم» عموماء وفق القاعدة 
3 دأ: 
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3 اا‎ F (f (u, w)) | EL | duy... dun. 
لنجر المكاملة بالنسبة للمتغيرات ب » من اجل « مثبتة؛ نحصل عندئذ على‎ 
| : التابع‎ 
0 )4( رمات‎ | FO, o) | EH | ريرك‎ . 1. dun. 


إذا احتفظ التطبيق ۴ بتعامد السطوح ,8 عل اكرات الموافقة ل ا = 
ثابتا فإن التكامل (4) يمتد الى السطح ,5 كما رأينا ذلك اعلاه. لدينا فيا 


(5) ا‎ F (xz) dz ح‎ | O (u) dv, 
يآ‎ Qa: 


الذي يكن معالجته كا يلي: نبحث عن تكامل التابع (#) ۶ على 
السطح ,ى » ثم نكامل النتيجة على الكرة .,0. في الحالة العامة التي يكون 
فيها السطح .5 غير متعامد على الكرات» = ثابتا فإن العلاقة (5) تبقى» 
بطبيعة الحالء قائمة لكننا لا نستطيع الآن القول بأن الكمية (ن) © هي 
تكامل التابع (م) / على السطح وک . يمكئنا فقط ان نو كد» حسب النظرية 
3 _ أ حول استمرار تكامل بالنسبة للوسيط, بأن التابع ) © في 
(5) مستمر» إذن فهو على وجه الخصوص يؤول الى الكمية (0) © عندما 
يؤول ن الى 0ء علا ان هذه الكمية الاخيرة هي تكامل التابع (ه) # على 
السطح 5. 
س . يحدث أن يكون» في بعض الحالات» وجود تمثيل قانوني (2) للطبقة 
(5) «7# بديبيا. لتكن مثلا 8 الكرة ذات البعد (8-1) نصف قطرها ٣‏ في, 
۴٠١‏ ومركزها في النقطة 0 . أو جزءا من هذه الكرة مساحته موجبة. 
عندئذ تكون الطبقة ذات البعد 8 (5) ,77 (حيث 2 > 2)) المولدة عن 
الكرة هى الساحة المحصل عليها بحذف من الكرة ذات نصف القطر ط+م 
الكرة التي ها نفس المركز ذات نصف القطر ه-5. يستنتجح أي تمثيل 


قانوني (2) من اي تثیل للكره 
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2, = ري‎ (U, << <, n), 
Zn = Qn (Uy, ° <° <, Un -1) 
. بإضافة الى الطرف الثاني من السطر الثاني الحد .(۸ >| من ا) «/رومت‎ 
تمثل الكرات س = ثابتا قطع مستقيمة اطواها 28 من انصاف المستقهات‎ 
(النصف) قطرية؛ ثم إن السطوح(م > ۸ > ن > #-),ىهي اجزاء سطوح‎ 
عمودية على انصاف المستقهات ( نصف)‎ »٣ + u كروية» نصف قطرها‎ 
القطرية. وبالتالي فإن المساواة (5) تعني في الحالة الراهنة؛ ان تكامل التابع‎ 
م في الطبقة (5) م17 يمكن الحصول عليها بمكاملة التابع (2) م على‎ )2( 
الى‎ ۲-١ الجزء اللائق من سطح الكرة ,5 ء ثم بالمكاملة بالنسبة ل « من‎ 
طن‎ 
ص . لنثبت هنا شرطا كافيا يضمن الوجود المحلى لتمثيل قانوني (2) من‎ 
١ اجل سطح كيفي بعده ع[:‎ 
نظرية. إذا كان بالإمكان. من اجل سطح بعده ع1 ,8 كى الاشارة فما‎ 
يتعلق بمستو ناظمي (أو نظيمي) (ج) م » لأساس متعامد ومتجانس‎ 
التي تقبل مشتقات مستمرة‎ 40+: )2(, = €n (2) مؤلف من الاشعة‎ 
بالنسبة ل فإن كل نقطة 2,65 تقبل جوارا تكون فيه الطبقة‎ 
قابلة لتمثيل قانوني.‎ 7 )5( 
البرهان . ليكن .© ,... ,٠ء الاساس الابتدائي المتعامد والمتجانس‎ 
للفضاء ۸۸ و؛‎ 
رو = رد‎ (My, ۰.<, Un), <. ., An = Qn (Uy, <<<, Up) 
تمثيلا وسيطياء بالنسبة لهذا الاساس» لسطح 8 بجوار نقطة 0 . نعتبر جملة‎ 
: التوابع‎ 


#الهه .د .عه Ch gg o‏ ىه دقاف aA Cg‏ فاه .ىده eee‏ 


١ و ع ونه‎ (Ut, و“‎ UR) Uk, (Enns e4) + e + Un (En, €4), 
6 


Zn = Qn (Ms, ۰<. UR) لل‎ Vara (Fars, en) حك‎ ... F Un (Bn €n) 
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من البديهبى أن لديناء من اجل 0-مط = ...= رب نقطة ± 
للسطح 8. بتثبيت ونه ,. .. ,وت نجمع الشعاع الذاهب الى النقطة × على 
السطح 58 مع الشعاع PF Unfn‏ ...حل يبوهيجيوه = م الواقع في 
المستوى الناظمي (2) م ؛ عندما تتجول الوسيطات مل ,... +« في 
كرة نصف قطرها م في ,80 فإن الشعاع م + 2 يتجول في كرة 
ايزومترية نصف قطرها 7 ومركزها 2 في المستوى .(2) «. يتبين من ج ان 
معين المصفوفة ا غير منعدم عند النقاط العادية للسطح 
5: بحيث ان التطبيق (6) تقابل في جوار لكل نقطة. من مثل هذه 
النقاط» وهو المطلوب تبيانه. 
ب . لنبرهن انه بالامكان. في جوار لأية نقطة عادية ± من السطح 28 
اختيار اساس من النوع المطلوب, في النظرية ص» في المستوى الناظمي 


. 4 )2( 


نظرية. من اجل كل نقطة عادية (م») © = م2 في السطح 8. يوجد جوار 
+ - 70 يمكن أن نعرف فيه التوابع الشعاعية المتعامدة والمتجانسة 
« ,. . ,1 + = 0,1 ©) رهالتي لها مشتقات مستمرة وتأخذ قيمها في 
المستوى الناظمي .(2) 7 . 

البرهان . ختار اساس متعامدا ومتجانسا كيفيا (م) ,م .. . . ,(20) 8۸+1 في 
المستوى (,2) ١‏ . ثم من اجل كل نقطة اخرى ى ع ۾ » نبحث في المستوى 
(#) ۷ عن الاشعة (2) مو ,... ,(2) جج التي تتطابق مساقطها في المستوى 
(ه2) 8 مع الاشعة (#0) ميم ,... ,(20) +« على التوالي. من المعروف ان 
مثل هذه الاشعة موجودة ومعرفة بطريقة وحيدة في جوار لنقطة = . 
تعطي لنا خاصية التعامد والتجانس للأشعة (2) مو ,. . . ,(2) 1+« الاشعة 
المطلوبة .(2) مع ,. . . . ,(2) يجمم. 

حتى نعين الشعاع (2) ر+«٩‏ علينا ان نكتب جملة المعادلات: 


361 


(any (2), يط‎ (2)) =0, Yi()= OA, i, yk; 
(7 dui 


(dns (2) - gaj (2o), مم‎ (2)) = 0 
Fr=k+t+1,...,n; i=h...,n—Rk)., 


لیکن CR, PCR,‏ 0 € د معلومين. نعتبر التطبيق من الثنائية 
(س ,») في .8 الذي تعرفه الدساتير : 


,)))( ڳ( (Î, hı‏ حرق 


TT هاو‎ 


8) مق‎ = (Î, pa )© (4)), 


:))0( دجم (Zo),‏ ربوج — (Î‏ = ربييق 


En = (J — Envy (0), En ((0نه)‎ 


إن هذا التطبيق خطي بالنسبة للاء ثم إن مشتقه بالنسبة ا۷معين 
بمصفوفة احداثيات الاشعة ,. . . ,(20) 1+«£ ,((2) (Q‏ رطى . . : ٠,(ل(مس)‏ م) رط 
.(,2) «8. نلاحظ ان هذه المصفوفة غير منحلة من اجل 0« = ب على 
الاقل؛ أما القيمة م» = » فهي توافق نقطة عادية من السطح. حيث ان 
الاشعة((2) ؟) ٠‏ ...٠(م»)‏ م) بر مستقلة خطياء وتشكل الاشعة 
(وه) بجوي » ٠...‏ (م) مم اساسا متعامدا ومتجانسا في المستوى الناظمي 


: وبالتالي‎ «¥ (7o) 


| را‎ (@ (0)), ..., a )© (to)), Ea+ı (Zo), . ١, رع‎ (Fo) | = 

0 ع |[(لوث) ( [py (Q (0)), . . ., Ya‏ | = 
من جهة اخرى فإن الاطراف الاولى في الجملة (8) تنعدم من اجل 
من = ناد 0) ربمم ‏ نيو . بتطبيق النظرية 35.1 حول التابع الضمني. 
يتبين انه يوجد في جوار للنقطة م تابع شعاعي وحيد هو (س) س يعدم 
بشكل تطابقي الاطراف الاولى في الجملة (8)» ويساوي 0تت) ر+ء4 من 
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اجل وه = :. نحصل بوضع () س = (ن) ر+ء«و على حل الجملة (7). وهو 
المطلوب . 

إن التوابع () ٩+‏ مستمرة وقابلة للإشتقاق بالنسبة ل »ا وذلك 
بسبب قابلية اشتقاق التوابع (7,)0)00: (نفرض ان السطح 5 يقبل 
الاشتاق مرتين) وبفضل نظرية التابع الضمني . 

يُعطى تعامد وتجانس الجملة (/) ر+ءم» التوابع (») ر+عيم المستمرة 
والقابلة للإشتقاق لأن معاملات التعامد والتجانس يعبر عنها خطيا بواسطة 
نسب الجداءات السلمية للأشعة (2) ر٠‏ على المعينات ذات الشكل: 
fF‏ ])( رو ٠...‏ ,)0( يجيها | ,. ٠‏ . كا [) وجيو ,( يجموا | Tan (DII,‏ | 
(راجع ل.15.7)؛ إن هذه المعينات مستمرة بالنسبة لد وتساوي 1 من 
اجل ,وده = سء وبالتالي فهى غير منعدمة في جوار للنقطة مس . انتهى 
برهان النظرية. ٠‏ 


66.3 . مساحة سطح بوصفه نهاية المساحة المتوسطة للطبقة ذات البعد 
«n‏ التي تولدها. 

أ. ليكن 5 سطحا ثنائى البعد في و۴ و(؟) ,۷ الطبقة ذات السمك 28 
المولدة عنها (56.3 - أ). يُسمى حجم الطبقة بعد قسمته على 28 الا 
المتوسطة للطبقة» هناك تخمين جد طبيعي يتحقق بالفعل» على الأقل. في 
الحالة التى يكون فيها وح 5 مستويا وهو يتمثل في كون المساحة 
المتوسطة للطبقة تؤول الى مساحة السطح 5 عندما يؤول 1 الى 0. 
بطريقة ماثلة» إذا اعتبرنا منحنيا 1 قابلا للإشتقاق في م8 و الطبقة 
7١ )2(‏ ذات السمك 2١‏ المولدة عنها  56.3(‏ أ). يسمى حجم الطبقة 
بعد قسمته على 5898 الطول المتوسط للمنحنى ؛ يمكننا القول أيضا كا هو 
الحال في الحالة التي يكون فيها «4- ا مستقهاء أن الطول المتوسط 
للطبقة يؤول الى طول المنحنى ا1 عندما يؤول ط الى 0. 
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ب. إن التخمنيين السابقين صحيحان» وسوف نصيغ نظرية عامة 
بسطح بعده م في .م . 

لیکن ,8 ح 5 مسطحا بعده !ا و (5) م77 .الطبقة ذات السمك 28 
المولدة عنه. يمسى حجم الطبقة بعده قسمته على حجم الكرة ذاتها البعد 
(-2) ونصف القطر 1 المساحة المتوسطة للطبقة 7 من اجل عا>1. اما 
واذا كان 1-ظ! فيسمى الطول المتوسط للطبقة). 
نظرية. إذا قبلت الطبقة ذات البعد ه: (ئ) ,۷ وذات السمك و۸ > ۸ 
المولدة عن السطح 8 تمثيلا قانونيا 2056.3 ) فإن المساحة المتوسطة للطىقة 
تؤول» لما ط-0. الى مساحة السطح 5. 
البرهان. إن حجم الطبقة (5) ,۷ معطى بالتكامل 3(56.3) 


: )# (ها‎ = 1( 
du, eno ونال‎ 





8 (lU, «۰ Un) 


0 (f, <, fn) 
سي | )کا‎ 
UXVA 


لنجر المكاملة بالنسبة للمتغيرات نا. من أجل ؟ مثبتة؛ نحصل بذلك على 


: التابع‎ 
du, ono dua. 





O (Vari, ..., (= | LI ESD) 
U 


8 (M1, و...‎ Dn) 
مستمر بالنسبة لمتغيراته. إذا كاملنا‎ © «+ ٠٠.١ ( إن التابع‎ 
على الكرة .,7 :ثم قسمنا النتيجة على حجم الكرة فإننا نحصل على‎ © 
المساحة المتوسطة للطبقة م5 » المساوية إذن للقيمة المتوسطة للتابع‎ 
+ع0) © في الكرة .88 . تؤول هذه القيمة المتوسطة. لا‎ ٠...٠ , («ظ‎ 

20-8 الى قيمة التابع (م8 ,. . . برجوه) = © .عند النقطة.0 = من د 

= ,بيه وهكذا فإن المساحة المتوسطة للطبقة تؤول الى: 

ا ...0ه 

بإستخدام قيمة المعين اليعقوني ا على السطح 8 


ويد  56.3(‏ ج) نرى أن: 





du, . ٠.١ لا‎ 
5 1, 
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dw,‏ |[ ف es‏ ا الوا سنا 


وهي قيمة تمثل مساحة السطح 8. 
ج. مثال. نبحث عن مساحة سطح الكرة ذات البعد (8-1) 
() ,8۸ = ی وذات نصف القطر 8 في .,. كما سبق ان رأينا في 
3 _ س فإن الطبقة (5) ,3# ذات البعد 5 المولدة عن سطح هذه 
الكرة هى الساحة المحصل عليها تحذف من الكرة «+,0 ذات نصف 
القطر ا إن الحجم | | |١,‏ لكرة ذات نصف القطر ۲ في الفضاء ذي 


البعد 8 يساوي» حسب 65.3 ب ب: 


o 2 اع‎ 


ا .0 | 
)2+4( 
بتطبيق النظرية ب نرى ان مساحة سطح الكرة ذات البعد (n-1)‏ 
ونصف القطر r‏ ف الفضاء 2 تساوي : 


| _اجم©0|-اهيم9‎ dOr __ nr 2rn-4 
22 = mz 


JWA(S)I 1.‏ م 
E dr n‏ 2 1 
)م 











د. نستخلص عند دمج نتائج ب و 56.3‏ ط: إذا كان السطح 
(«۴ > 6« ,() © = ء) = ى معطى بتابع يقبل الاشتقاق مرتين 
(,8 + «۸) () م. وكانت 20 نقطة عادية من هذا السطح فإنه يوجد 
جوار © للنقطة 8ت يمكن ان ننشىء فيه طبقة بعدها (5) ,17 سمكها 
21 مولدة عن السطح 5. يمكن حساب مساحة جزء السطح الواقع في 
الجوار © على شكل نهاية المساحة المتوسطة للطبقة عندما يؤول 8 الى 0. 

هناك سؤال يطرح نفسه : هل توجد نظرية ماثلة بمفهوم غير محلي» أي 
من السطح 5 بأكمله ؟ يرتبط هذا السؤال باعتبارات طوبولوجيةء مثلا 
بعدم وجود نقاطا تقاطع ذاقي للطبقة ,(ى) «# . والاجابة عليه معقدة 
بشكل لا يسمح لنا بمعالجة هذه القضية في درسنا هذا. 
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§ 7.3 . التكاملات الموسعة 
3 . تعاريف أساسية. كنا وضعنا تعريف تكامل تابع محدود على 
ساحة محدودة ( مجموعة جوردانية) في الفضاء .,. نعمم هنا هذا التعريف 
الى الحالات التالية: 
أ ) تابع حدود حلا لوو ع ور جار ( تكامل من النمط 
الاول)› 
ب) تابع غير محدود في ساحة مغلقة ومحدودة (تكامل من النمط الثافي)› 
ج ) تابع غير محدود في ساحة مغلقة غير محدودة (تكامل من النمط 
الثالث). نسمى هنا ساحة مغلقة جموعة مغلقة تمثل ملاصق جموعة 
ا ٠‏ 
أ . نفرض أن هناك ساحة مغلقة غير محدودة 8 > € نعرّف عليها تابعا 
ا ) f(x‏ أي محدودا ومستمرا بتقطع على كل جموعة محدودة, نريد 
ان نعطي معنى للتكامل الموسع من النمط الاول: 


(1) If | f(a) dz. 
& 
62 C@و نختار بشکإ كيفي متتالية ساحات مغلقة ومحدودة ح‎ 
تحقق الشروط الموالي: من اجل كل‎ n جح برا‎ SEG 


كرة (م > | | :,# ع 2) = ملآء يوجد عدد 28 بحيث تحوي الساحة م6 
( وبالتاليي كل ساحة موالية ل« ) المجموعة .6 م م7. نقول عن مثل هذه 
المتتالية من الساحات انها متتالية معمقة. إن التكاملات 
n= | / (2) dz‏ 

موجودة. إذا آلت المتتالية أ1 » عندما مه ج م الى نهاية (منتهية) .لا 
تتعلق .باختيار المتتالية المعمقة 4 نقول ان التكامل (1) موجود (أو 
متقارب) ونضع تعريفاً : 

(3) If ع‎ | 1 z= | f (z) dz. ۰ 


26 
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إذا كانت التكاملات /م1 لا تقبل نهاية» +¬ م نقول عن التكامل 
(1) متباعد . 
ب. نفرض ان لدينا في ساحة مغلقة وحدودة مت 6 تابعا مقبولا 
(×)۴؛ يعني ذلك مرة أخرى» انه توجد جموعة قابلة للإهمال 6 > 2 
بحيث يكون التابع f(x)‏ خارج كل جوار (32.3 5 ب لها حدودا 
ومستمرا بتقطع . نريد تعريف التكامل الموسع من النمط الثاني : 
I= | (dz.‏ )4) 
نختار بشكل كيفي متتالية جموعات جوردانية EEG,‏ 
ع ...ت بحيث تكون كل جموعة متممة © - ۴ محتوية 2 تماما في 
داخلها . وهى نفسها محتواة في م« جوار للمجموعة 2. وهذا مع 
0+ سء لما مه ج ”«. نقول عن مثل هذه المتتالية .© 6١ >٩:‏ إنها 
معمقة. إذا كانت التكاملات ` 
عه )1 | = ٠ Inf‏ (5) 


dh 
تؤول» لما ده + ”» الى نهاية لا تتعلق باختيار المتتالية ,6 . نقول ان‎ 
التكامل (4) موجود أو متقارب (نقول انه متباعد إذا كان الامر‎ 
: عكس ذلك) ونضع تعريفاً‎ 
(6) f= | / ) مه‎ ia, | f (2) dz. 
/ )±(| تابعا‎ »@ E ج. نفرض ان لديناء في ا مغلقة وغير‎ 
قد يكون غير حدود. على وجه التحديد» نفرض ان كل كرة‎ 
(م > || :ع8 € 2) = م7 تحوي جموعة قابلة للإهمال ,2 بحيث يكون‎ 
التابع (*4 محدودا ومستمرا بتقطع على الفرق بين © 0 ,7 وكل جوار‎ 
ل ,2. نقول عن مثل هذه التوابع إنها مقبولة. يصاغ تعريف « التكامل‎ 
» الموسع من النمط الثالث‎ 
(7) I= | 1) مه‎ 
G 
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کا يى. نسمى كل متتالية مموعات ©ح ...ح .6 © ,6 جوردانية 
دوه ةمال نعف إو "الها وحن ادل كل رة 
{(rTERa:|\z| <o}‏ ع Po‏ ومن اجل كل0 < ع» اأيحاد عدد ۳ بحيث 
تحوي الساحة 6 (وبالتالي كل ساحة موالية ل..6) المجموعة © 0 ,7 
باستثناء ال ع- جوار للمجموعة م2 » وبحيث إذا كانت هذه الساحة م٩‏ 
من اجل عدد م< ,م محتواة في الكرة ,م فهى لا تحوي ال 8 جوار 
للمجموعة .,,2 . عندئذ تكون التكاملات: ٠‏ 
دفلا = Inf‏ )8( 
معرفة؛ إذا ا ا نحو نباية 14 لا تتعلق 
باختيار المتتالية المعمقة .,,6» نقول ان التكامل (7) موجود أو متقارب 
( نقول إنه متباعد إذا كان الأمر عكس ذلك).. ونضع تعريفا: 
If = | 1 (2) az lim jee‏ (9) 
د. ع انشاء المتتاليات للعمقة في الحالات” الثلاث أ بء ج بخاصية 
مشتركة: إذا كانت . . . ے ي6ج )6ء ...ے و6ج 6 متتاليتين معمقتين 
( باعتبار تكامل موسع من نفس النمط) فإن كل ساحة ”6 من المتتالية 
الاولى محتواة في ساحة 6 من المتتالية الثانية» والعكس بالعكس. 
وبالتالي» إذا كانت لدينا متتاليتان معمقتان: بانه يمكن دائما انشاء المتتالية 
المعمقة «المزدوجة»: 
0 رمه Gy CGY‏ (10) 
ينتج من ذلك ان وجود نهاية للتكاملات من النمط (2) وفق كل 
متتالية معمقة يستلزم لوحده تطابق كل هذه النهايات: يجب ان تكون 
النهاية وفق المتتالية المزدوجة (10) مطابقة للنهاية وفق النهاية. . - و6 ح ,6 
ومنه يأتيتساويهذهالنهايات ومطابقة أيضاً للنهاية وفقالمتتالية ... . .> :6 - ;6 
ر. نرى إذنء في جميع الحالات» ان تعريف التكامل الموسع 1۴ لتابع 
مقبول (*42 يرد الى تعريف نهاية متتالية تكاملات غير موسعة للتابع () / 
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وفق متتالية معمقة كيفية. يأقي من ذلك» بصفة خاصة » ان التكامل الموسع 
كما هو الامر فيا يخص التكامل غير الموسع» يتمتع بخاصية الخطية: إذا 
كان تكاملاً تابعين (2) ,/ و (2) و متقاربين فإن تكامل كل عبارة خطية 
من الشكل 2) ووه + (2) بره (حيث © و 20 عددان) متقارب 
أيضاء ولدينا: 


I (cf F eafa) = elf, + calf. 


3 . التكاملات الموسعة لتوابع غير سالبة والتقارب المطلق . 

أ . إذا اضفنا الى الافتراضات 17.3 الشرط الناص على أن التابع (×)؟ غير 
سالب : (× )0>۴ تصبح كل تعاريف التكاملات الموسعة 113 أ ج اكثر 
بساطة. يكفى اعتبار التكاملات غير الموسعة من النمط (2) من اجل 
متتالية معمقة واحدة 6 والتعرّف عا إذا كانت متتالية هذه التكاملات 
محدودة. بفضل العلاقة المشار اليها في 17.3 د والتى تربط المتتاليات 
المعمقة المختلفة» يتبين ان التكاملات (2) محدودة على كل متتالية معمقة 
أخرى عندما تكون هذه التكاملات محدودة على متتالية .6 والتابع (*«6 
غير سالب. لكن عندما تكون متتالية التكاملات /م1! محدودة 
و... > ا > ا فإن نهاية الاعداد ى[ وفق كل متتالية معمقة 
موجودة, ومنه يأتي» حسب 17.3 - دء وجود التكامل الموسع الموافق لها . 
ب. نفرض أن (×)#>(×)0>۴ وان التابعين (*8 و (*)8 مقبولان 
 17.3(‏ ج). إذا كان التكامل على الساحة © ل(*)8 موجودا فإن 
الامر كذلك فيا يخص (*2 ولدينا ع1۴>1. بالفعل » فإن تكاملات (×)ع 
على متتالية معمقة من الساحات تؤول الى نهاية» وعلية فهذه التكاملات 
محدودة من الأعلى بالعدد 18., وبالتالي فإن تكاملات (×)۴ على نفس 
المتتالية المعمقة محدودة من الأعلى بالعدد 18 ينتج من ذلك عند مراعاة 
أ ان التكامل 1۴ موجود ولدينا العلاقة: 15>18. 
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إذن» نحصل على النتيجة: إذا كان لدينا (×)«>(×)0>۴ وكان 
التابعان (*8 و(*)8 مقبولين وتكامل (×)۴ على الساحة © متباعداً فإن 
التكامل على نفس الساحة للتابع (*)8 متباعد أيضا. 

تمثل النتيجتان السابقتان مقياس المقارنة للتكاملات الموسعة. 

. إذا كان (*2 تابعا مقبولا وغير سالب وكان التكامل )16 = /1 
ساحة G‏ متقارباً» فإن التكامل ہا على كل ساحة6ے 0 ءتقارب 
أيضاء ولدينا: .اه1 > أ1 . بالفعل. لنرمز ب (#) × للتابع المميز ‏ 
للساحة ©. عندئذ نرى ان التابع () / (2) ×٩‏ مقبول عندما يكون (×)؟ 
كذلك» وهو يحقق المتراجحة: :(2) / >> 2) / (2) م» > 0 ؛ بتطبيق أ 
نغصل على : 


1 أولاك‎ 6 Taf < Ich, 


وهو المطلوب. 

نحصل إذن على النتيجة التالية: إذا كان التكامل على ساحة © لتابع 
مقبول (×)0>۴ متباعداء فإن تكامل (*)4 على كل ساحة0 د € متباعد 
أيضا. 
د. إذا كان (×)۴ تابعا مقبولا يحقق (*«)0>4. وكان تكاملاه على 
جموعتين جوردانيتين “6 و "ي متقاربان. فإن تكامله على المجموعة 

= “ول 6 متقارب أيضا. 

عند تعويض *6 ب" م ')-”#يكننا الاكتفاء بالنص على النتيجة 
السابقة في الحالة التى تكون فيها المجموعتان الجوردانيتان اى و € غير 
متقاطعتين. لتكن 9 متتالية معمقة من المجموعات الجوردانية 
للمجموعة “ع و ي متتالية معمقة من المجموعات الجوردانية للمجموعة 
“6 . عندئذ تشكل المجموعات ي ل بى » بطبيعة الحال» متتالية معمقة 
للمجموعة 6. 
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وبالعكس» فإن كل متتالية معمقة .© للمجموعة © تولد متتاليتين 
GC, = © 66‏ أه ,6 0 '6 = € معمقتين حتا للمجموعتين “6 و65 
على التوالي . 

لدينا حسب 33.3 ب: 


(1) 7 (z)dz = f (z2 dz + 0 / (x) dz 


وبما أن كلا من التكاملين الورداين في الطرف الثاني يؤول الى نمايته فإن 
التكامل في الطرف الاول له أيضا نهاية. ينتج استنادا الى 17.3 - د» 
وجود تكامل التابع 1 على الساحة "ي ل “6 = © بصفة خاصة, إذا 
كانت الساحتان “6 و “6 غير متقاطعتين فان الانتقال الى النهاية في (1) 
de. 0‏ )1 | دعة )1 ] 1azm‏ ا 
. 1 مورا.0 

من الواضح ان النتيجة المحصل عليها تشمل الحالة التي نعتبر فيها عددا 
كيفيا (منتهيا) من الساحات الجوردانية ."ي ,... ,© ,6 7 
د .مبدأ «المحلية» . ليكن (×)>0 تابعا مقبولا وغير محدود في ساحة 
مغلقة ومحدودة,مح ©. إذا استطعناء من اجل كل نقطة © ع مء إجاد 
جوار (7)8 يكون فيه التابع 8(11 قابلا للمكاملةء (أي ان التكامل 
الموسع من النمط الثاني للتابع 1 على (۷)4 متقارب) فإن التابع 1ع 
يقبل المكاملة على كل الساحة 6. وإذا استطعناء من اجل نقطة ۾ ع 6 على 
الاقل ايجاد جوار (6) 7 يكون فيه التابع (×)۴ غير قابل للمكاملةء فإن 
(*8 لا يقبل المكاملة على كل الساحة 6. 


البرهان. بتثبيت» من اجل كل نقطة @ ع م. جوار (7)8 يكون فيه 
التابع (×)۴ قابلا للمكاملة نختار من بين هذه الجوارات تفط ا 
V (ax)‏ ...37360 للساحة ©. ينتج بفضل د ان التابع المعتبر يقبل 
المكاملة على الاتحاد 6 للجوارات الواردة آنفاء وهو المطلوب اثياته. 
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يتبين من ج انه إذا كان التابع (*؟ غير قابل للمكاملة على الجوار 
(ط)۷ فإنه لا يقبل المكاملة على الساحة 6. 
س . التكاملات المتقاربة مطلقا. ليكن (*)8 تابعا مقبولا على ساحة 
. ,8 ح 6 نفرض وجود تابع مقبول غير سالب 1لا( تكامله على 6 
متقارب. عندئذ إذا كان (2) م >> | () 17 فإن التابعين (×)؟ و|(2) /! 
يقبلان أيضا المكاملة على الساحة 6. ولدينا: 
عه مام ] {lar‏ >إعة هار | )2( 
لإثبات ذلك نعتبر متتالية معمقة كيفية ‏ يى C6, cC...‏ ,€ من 
. المجموعات الجوردانية: لدينا من اجل k<ص:‏ 
عدا 0 ا يه !| 


عه مام | dz= | mr‏ (2) ع KES‏ |< 
إن ارف الأخير هنا 0 ويؤول الى الصفر يؤول ‏ الى 
ده و" الى مه وذلك بفضل تقارب تكامل (*)8 بتطبيق مقياس كوشي 
نرى ان تکاملات التابع (×)۴ على الساحات م ها نهاية. يعني ذلك» 
حسب 17.3 ج» ان تكامل (×)۴ على © موجود. إن وجود تكامل 
| (ا/| ينتج من ب. لما ننتقل الى النهاية؛ بجعل " يؤول الى مهء في 


الماراححة: ش 
sede 00‏ [كماه را ل > عه ل | 


نصل الى العلاقة المطلوبة (2). 

نقول عن تكامل تابع (*)4 يتمتع بكل الشروط الواردة اعلاه أنه متقارب 
مطلقا . الجدير بالملاحظة انه لا يوجد عموما في ,7 تكامل متقارب وغير 
متقارب مطلقا (انظر التمرين 6). 

3 . أمثلة . ۰ | 

أ. لیکن (0>81 تابعا معطى على نصف المستقم > ۵>۲ >0 ومستمرا 


372 


در 


بتقطع على كل جال منته 8>5>0. بوضع *] | = a‏ بم = ٣‏ غصل 
على تابع مقبول هو ا2 ع fM‏ معرف في ۴۸ نعتبر هذا التابع 
في الساحة (5 6 ري ,© < | * | :۸۸ © هع = ۾ حيث يمثل < مجموعة معطاة 
مساحتها موجبة على سطح كرة الوحدة في .۴۸ نناقش تقارب التكامل 
الموسع من النمط الاول: ش 


)1( e 
= (rERpiaSlzl <S: ٤ نختار كمتتالية معمقة الساحات!(2‎ 
36د اولي‎ E E اجاج‎ E لوو كان الى‎ 


د أن : 
ن على (1mam) dr‏ 4 ا 

حيث توجد المجموعة 8م على سطح الكرة ذات نصف القطر ۲ . با 
ان التابع (475 ثابت على هذا السطح» فإن التكامل الداخلي يساوي. 


حسب 36.3 ب ج: 


IMIrSI=f(MDr™ |x | 


لدينا في الاخير: n‏ 
frtar.‏ | |8 ادعوم ] 
Gm‏ 


لدراسة تقارب التكامل (1)» علينا أن نجعل " يؤول الى مه+. ترد إذن 
مسألة تقارب هذا التكامل الى التقارب في ,# للتكامل الموسع: 
r" dr..‏ 0 
فمثلا» يمكننا القول» باستخذام النتيجة ي 11.11 - أء أن التكامل : 
dz‏ 
د 
متقارب من اجل ,رح ي ومتباعد من اجل .م > » نشير الى أن 
النتيجة لا تتعلق باختيار المجموعة عل بعلم ا الرحدة في R۸‏ » التي 
تعين الساحة © ( شريطة ان تكون للمجموعة 8 ساحة موجبة). 
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يتبين من مقياس المقارنة 27.3 ب ان طبيعة التكامل 
م )2( 

(حيث (ي) م تابع مقبول له نهاية 00 Eee‏ 

هي طبيعة التكامل الوارد آنفا. إذا كان التابع (2) 0 محدودا فقط لما 
مه + | | فإنه لا يمكننا القول بالاستناد الى مقياس المقارنة 27.3 ب أن 
التكامل (2 ) متقارب من اجل .۸< * . 
ب . لیکن (0>15 تابعا معطى على مجال ا>0>5. مستمرا بتقطع على كل 
جال ا>٣>ه‏ (0>8). قد يكون غير محدود .0 جه« . نحصل. عند وضع 

۳وا = ف لأ ب هر ا ء على تابع مقبول ا )1م / 


> 1 


معرف من اجل 0>|*>8 (حيث .۴ ). نعتبر هذا التابع في الساحة 
 5(‏ بمررط >> | | > 8,0 6 2{ = € حيث 2 جموعة (قياسها موجب) 
على سطح كرة الوحدة في Ras‏ نناقش الآن تقارب التكامل الموسع من 
النمط الثاني : 
f (r) dez.‏ 
1 (3) 
نختار كمتتالية معمقة الساحات: 
2 كك 
rE}.‏ ,فاه كب Gn= {zE Rn:‏ 
لدينا باتباع طريقة ماثلة للتى سلكناها في أ: 
aC‏ 
لامر | ادعو م1 | 
: 5 عدم Cm‏ 
وهكذا فإن مسالة تقارب التكامل )3 يرد الى التقارب في FR,‏ 
للتكامل ٠ ١‏ التمط الثالى : 
مل الموسع من ف 1 
احاتم زم f‏ 
فمثلاً: نرى باستخدام النتائج ي 22.11 أ أن التكامل 5 


r 
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متقارل من أجل « > ي ومتباعد من أجل .۸ < » 
يتبين من مقياس المقارنة 27.3 ب أن طبيعة التكامل: 
| )4( 
(حیث () 0 تابع مقبول U‏ .0< 2.) هي طبيعة 
التكامل الوارد آنفا. إذا كان التابع () 0 محدودا فقط من اج ل 0ے 
فان مقياس المقارنة 3 ب لا يصلح سوى لإثبات تقارب التكامل 
(4) من اجل م > » . 
ج. نحصل كنتيجة من أ وب على ان: التكامل من النمط الثالث للتابع 
على « زاوية صلبة» (2 © ريم :8 ع م) = 6 (حيث 8, کا هو 
الحال اعلاه» جموعة قياسها موجب. على سطح كرة الوحدة في,2 ) غير 
موجوة. مهيا كانت قيمة *. 
. يتعلق الامر هنا بمناقشة لدابت ٠‏ التكامل: 
ال 
على كل ساحة ٩‏ ( حيث 1-1,2,3) من الساحات البادية في الرسم 7.3 
1 





dy‏ وه ل 


ل 
4 


Gs 
0 1 1 
1 7.3 الرسم‎ 
. نعتبر الساحة به‎ 
من أجل كل ة موجب و أ كبير بكفاية, فإن القطاع:‎ 
(م<عمهة-1»> ماعو > © :و8 6/ ) محتو في هذه الساحة‎ 
نلاحظ ان التابع المعتبر يساوي على الاقل #م/0 (حيث 0<0 ) في‎ 
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القطاع السالف الذكر. وبالتالي» فإن التكامل (5) على هذا القطاع» 
وبالضرورة على الساحة . ,6 . متباعد بفضل أ ومقياس المقارنة 27.3 - 
تحوى الساحة وي القطاع : 

:)1< جره — 1 > <yvlz‏ 0 :و8 ع رز ,د ) ۽ نلاحظ هنا ايضا ان 
التابع المعتبر يساوي على الاقل :من (حيث ,0 < © ) في هذا القطاع, 
وهكذا يتبين ان التكامل (5) على ,6 متباعد . اما فا يخص الساحة :6 
فيمكننا ان نختار متتالية معمقة من لمستطيلات المتكابرة 

Gn = {z, 17 © ار كه 2 < 1{ :و18‎ 0 Cy <1). 

لدينا عندئذ : E E‏ ت 0 


EAN 
فإن التكامل (5) على الساحة‎ « Mm —> co 2 بما أن الطرف الأخير‎ 
. متقارب‎ Gs 








ر. نعتبر في سأحة مغلقة ومحدودة ,۸ > € سطحا: 
(: 72 6ل ,)ب = مع = 8 معينا بتابع يقبل الاشتقاق مرتين 
() © ولا يقبل شواذ (يعني ذلك أن المصفوفة ري) ب غير منحلة) 
نرمز ب (5 ,2) م = م للمسافة بين نقطة × والسطح 5. السؤال المطروح 
هو ما هي قم » التي تجعل التابع رى ,) >م/1 يقبل المكاملة على 
الساحة 6. 

نطبق مبدأ المحلية 27.3 ر الذي ينص على انه يكفي مناقشة وجود 
التكامل على الجوارات الصغيرة بشكل كيفى لكل نقطة .ي ۾ . تقبل كل 
نقطة 5 4 4 جوارا يكون فيه التابع )8 ,) »221/0 محدوداء وبالتالي 
قابلا للمكاملة. نعتبر نقطة .465 . يتبين من 56.3 ص وجود طبقة 
(5) ,78 تحوى جوارا (۷)4ء معرفة بالوسيطات 


(u, v) چ‎ (U1, .. و2‎ UR; وإجيزظ‎ * <“, Un), u € U (a) cU, 
0ع ان‎ =): |v | = < RF, 
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بحيث تعطي التوابع : 


2, = ,ل) ونه‎ U), 


E 7‏ 
من اجل ,لا = ,مه = ...= ہیں تمثيل جزء (5)8 من السطح 5 
(في الجوار المذكور للنقطة )2 كا تعطي تلك التوابع» من أجل 
ل ,... ,") = 4 مثيتة. تطبيقا ايزومتريا من الكرة "۸> | ما ذات 
البعد (2-1) في الكرة ذات نصف النقطر 8 والمركز 8 الواقعة في الفضاء 
الجزئي ذي البعد (8-1) النظيمي على السطح 5. يكتب تكامل أي تابع 
( محدود) (×)۴ على هذه الطبقة. حسب القاعدة 85.3 كما يلى: 
لج | ((« ,ن) مه) / أ = f (z) dz‏ | ا 


O (ut, 
Wp (8) . U (aX م0‎ 


هناك تطابق في حالتنا هذه بين الكمية (5 ,)"م و ا نختار 
كمتتالية معمقة الساحات م6 ذات الشكل: 


du duv. 








Gn = (EW, (S8): 2 =z (u, ,(ن‎ uEU (a), جل‎ <o |<}. 





لذا 
Nes‏ لعو ۰ dz 0 (Z1,‏ 
Un) du } d=‏ , يما 0 5 سكي م | e 62) Sy‏ )6( 
r SloIshk‏ 
AUS‏ 5 
١ | du,‏ س 
8ك 
حيث لده.... (zy,‏ 
UA) du.‏ 90 أ = (v)‏ 2 








U (a) 





In :‏ 
إن نهاية التابع (م) 0 « HO‏ 1 = إن|اء هي مساحة السطح 
(5)8 (56.3 - ر). استنادا الى 37.3 ب فإن التكامل (6) يقبل نهاية. 
ما مه ج ص إذا وفقط إذا كان -م>ه. إذنء يتبين ان التابع 
(5 ,) *م/1 يقبل المكاملة على الساحة © إذا كان k-«>ه‏ فقط. 

4 .3 . التكامللات الموسعة المتعلقة بوسبط ش 
أ. إن نظري التكاملات الموسعة المتعلقة بوسيط » والتى قدمناها في ي 1 
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4 من اجل ساحة مكاملة وحيدة البعد تعمم بسهولة الى الحالة التي تكون 
فيها ساحة المكاملة متعددة الابعاد. لنعتبر تكاملا موسعا من النمط الاول: 

(1) 1M = | 1 ,ع)‎ dz 
متقاريا ی آل كل ف الرسيظ عا تر تقر لبغن افا‎ 
إنه متقارب على ۸ إذا تمكناء من اجل کل 0< ۾» من‎ )1( 





ايحاد 0< مبحيث تتحقق العلاقة التالية من اجل كل ساحة 6ح لا تحوى 
أية نقطة من الكرة ,(م >> | | :م8 € ) = 

6ه عر .1 | | 
ب يُعالج التكامل الموسع من النمط الثاني المتعلق بوسيط 

(2) 7 0(- | H(z, dz 


بكيفية مماثلة نفرض ان التابع (2 ,) 2 محدود ومستمر بتقطع ف 
ساحة مغلقة ومحدودةم8 > » خارج كل جوار جموعة قابلة للإهمال مثبتة 
(لا تتعلق ب 2) .مح . وهذا مھا كان ,4 6 2 . نقول عن التكامل 
الموسع (2) إنه شرب بانتظام على ۸ إذا استطعناء من اجل كل 0< »م 
ايجاد 0< 6 بحيث تتحقق المتراجحة الموالية مها كانت المجموعة © التي 
تحوي المجموعة Zz‏ في داخلها تماما. والمحتواة في ال م - جوار للمجموعة 


[1er ,ع >> | عه‎ 5 
0 ١ : 


نتوسع في ذلك لأن تطبيقاته غير واردة في هذا الكتاب. 
إن البرهان على النظريات الموالية المتعلقة بالتكاملات من النمط الاول 


يم بشكل شبيه تماما بالحالة التي تكون فيها الساحات 'وحيدة البعد (ي 
1 - 45). 


د . لیکن ۸ فضاء متريا و (+ ,2) / تابعا مستمرا بانتظام على كل الجداء 
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۰ م ©) »× ۸ إذا كان التكامل (1) متقاربا بانتظام على .4 فإن 
() / تابع مستمر ل2. 
و" ]ذا كان 4 فقا مرا و زد اعا مسا اة رة 
الثنائيات (2 ,2) المنتمية لأي جداء (م7 0 ©) × ۸ وكان التكامل (1) 
متقاربا بإنتظام على ۸ » فإن التكامل الموسع للتابع 
f(z, a‏ | - اع 
على الساحة © متقارب» ولا 5 


0 ENES (te, aa) az. 


س. إذا کان ۸ فضاء شعاعيا نظيميا قبل التابع 0 ,7) f‏ مشتقا 

لا مستمرا بالنسبة ل (۸ ,) على كل جداء (م7 0 6) × 4ء 
وكان التكامل : ١‏ 
مل دا 

0۸ 
متقاريا بانتظام عل فإ التكامل:(1 )يضح موود بمجرد وجوده 
من اجل قيمة8 € ۸= ۰۸ وهو يمثل تابعا قابلا للإشتقاق » ولدينا: 
يوك = | d=‏ 2 
6 
للبرهان على هن :اانا نطبق بدل النظريات” ي 48.9 و ي 77.9 
المستخدمة النظريات 641 و3 .53 _ <= حىث يتعلق الأمر بالإشتقاق في 
للفضاء نظيمى بدل الاشتقاق في .R,‏ 
ص . كما هو الحال في ي 74.11 أء فإن أبسط شرط كاف للتقارب 
المنتظم للتكامل (1) يتمثل في وجود حاد أعلى يقبل المكاملة» أي وجود 
تابع مقبول (*0>9 يحقق الشرطين: 
F (a) > | (z, 2( |, quel que soit AEA:‏ 
F(z) dz < co.‏ | 


G 
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ط. فما يخص التكاملات من النمط الثاني والثالث يمكن البرهان على 
نظريات ماثلة للسابقة (ج - ص) بنفس الطرق. 
3 . رد تكامل موسع مضاعف الى تكاملات بسيطة 

حتى لا نثقل العرض» ندرس هنا الحالة 2-2» مع العام ان الحالة العامة 
'تعالج بطريقة ماثلة. 
أ. نعتبر في الفضاء الو بال و (« ,) 1 . نفرض 
أنه يقبل على كل جال منته ع>لا>ه- حادا أعلى قابلا للمكاملة, أي تابعا 
مستمرا بتقطع 0 < (2) ۴۰ بحيث: 


)> ( ونه 1 ,مه Fe(Ddz<‏ | 


)1( 
<I < oy —= CY S0).‏ 00( 
نفرض أيضا أن التابع 
H(z, de‏ | ع ري) 6 )2( 
( الموجود حسب مقياس المقارنة 27.3 . ب) مستمر بتقطع عل كل 


جال 96> . 


نظرية. نحتفظ بالشروط الواردة اعلاه. عندئذ فان وجود تكامل من 
التكاملين المواليين يستلز م وجود التكاملٍ الآخرء ولدينا المساواة بينهها: 
[f res azan, 1= {re (dy } dy.‏ =1 (3) 


البمرهانث . إن وجود حاد أعلى قابل للمكاملة يستلزم التقارب المنتظم على 
کل جال —C<YSC‏ للتكامل )2( والمساواة: 


f(z, 0000-0 1 (١ f(z, dy} dz‏ { أن 


= lim 1 { e أ ا عه [ ر‎ j e. (لا‎ dz dy. 
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إذا تقارب التكامل 1 في (3) فإن الطرف الثاني في (4) يبقى محدودا 
من الأعلى بالعدد 1 من أجل كل » ؛ يستلزم ذلك وجود التكامل الثاني 
والمتراجحة .7 >,7. وإذا تقارب التكامل ,7 في (3) فإن الطرف الأول 
في (4) يبقى محدودا من الاعلى بالعدد :17 مهما كان ه؛ إذن. مهما كان 
8 وه فإن العدد 41 يحد من الاعلى التكامل : 

f(z, y) 020‏ 1 أ 
وة بأل وتجوة التكامل 3ق (3) والعلافة ,227 وسكذا فان وجوه 
تكامل من تكاملي (3) يستلزم وجود التكامل الآخر والعلاقتين ,,1 > 1 
cD >1,‏ إذن ,7 ع «1I‏ وهو المطلوب. 1 : 
ب. لیکن (×)0>8 (مه>> كمه )و( 0>)189(مه> ی >مه) تابعين 
مستمرين بتقطع بحيث يكون التكاملان: ظ 
١ g (a) dz, | ana‏ ۰ 

موجبين من أجل قيمتين 8 و©. نضع f(x,y )=s(x)h(Y)‏ 
نظرية. نحتفظ بالفروض الواردة أعلاه. إن وجود التكامل: 


)5( 1= | ] f(z,  deay 
کا جود انان‎ 
6) 1= e و1 عه‎ | nay 
۰ وتنتج عن ذلك المساواة:‎ 
)7( [1e masey j 2ء أ‎ [mar 
: البرهان. من اجل كل 8 و لدينا‎ 
(8) أ‎ / f(z, فهرو‎ Î ٠ اء‎ h (y) dy. 


اذا وجد التكامل (5١‏ فإن الطرف الأول من )0 مجدوذ من الأعلى 
بالعدد آ وهذا مها كان a‏ و©6. بالإنتقال الى النهاية ) Caco‏ « 
© حه ) نثبت وجود التكامل الاول في (6)؛ وبالإنتقال الى النهاية 
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( مه جه ) نثبت وجود التكامل الثاني والمتراجحة .7,5 < 1 . إذا وجد 
التكاملان (6) فإن الطرف الثاني من (8) يكون محدودا بالعدد واي 
ومنه ياقي وجود التكامل (5) ولمتراجحة ./,1 > 1 . لدينا في كل 
الحالات المتراجحتان [> ,/,2 ووكر5 > 1 أي المساواة ولط = 1 » 
وهو المطلوب. 
3. تغيير المتغيرات في التكاملات الموسعة. نقتصر هنا أيضا على 
الحالة التي يكون فيها 0-2 وعلى تابع غير سالب ومستمر بتقطع (:1)32. 
أ . ليكن : 
(ز I= | | f(z,‏ (1) 
ع8 ء 
تكاملا متقاربا. نفرض أن الساحة 6 (سواء كانت محدودة أو غير 
محدودة) في المستوى (ل,×) صورة بواسطة تطبيق قابل للإشتقاق 
( ۷ )»=× (, ,») و = # لساحة © ( محدودة كانت أو غير محدودة) في 
المستوى ("ا,نا). لشت أن التكامل : 
! )2( 





موجود وان قيمته 0 قيمة E‏ 7 

تتحول متتالية معمقة ©ح . . . - و66 . بطبيعة الحال» بواسطة 
التطبيق (نه ,::) ع = ل ,(د ,»)± = # الى متتالية معمقة 0 - للح QOCQ‏ 
بتطبيق القاعدة 75.3 المتعلقة بتغيير المتغيرات في الساحة .م6 2 نجد: 

dıı dv.‏ 2 د |د y) dz dy > 0 f(z e v), J(u,‏ ل 

نجعل " يؤول الى «+. يؤول عندئذ الطرف الاول من المساواة 
الاخيرة بفضل تقارب التكامل (1) الى النهاية 1 وبالتالي فإن للطرف 
الثاني نفس النهاية» ومنه يأتي» طبقا ل 27.3‏ أ وجود التكامل (2) 
وتساويه بالتكامل (1). 


ب.. مثال. نرى انطلاقا من التعريف (ي 15.11) للتابع غاما : 
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T (ه)‎ > ٍ e“xza~1 dz 
0 


ومن 57.3 - بء أن: 


( 3 ) r (e) T )(( = أ‎ erxza-1dz | eV yb! dy أحار احم لوحي عد‎ dz dy. 
ادق سسسراء‎ 
ننتقل الى الاحداثيات الجديدة‎ 
(4) بل س )س ک2‎ y= u 


يحول التطبيق (4) الربع الاول من المستوى (,×) الى نصف الشريط 
1 > ”> 0 ,ره > u»‏ > 0 من المستوى (7,ا) والعكس بالعكس. 











لدينا : | 
ن رس1 2 ,)0 | 
Qu vu) | |—u ul‏ 
يتج من أ 1 1 مم - 
du do =‏ مياسن 0-1 رن سب 1) er ugT+b-2‏ أ ع )0( FT (a) T‏ 


u=0 0-0 
oo 


-| a ١ vP-1 (1—v)a“1du=T (a+b) 8 (a, b); 
نحصل مرة أخرى على العلاقة التي تربط التابعين غاما وبيتا. نلاحظ ان‎ 
الطريقة المستمعلة في ي 35.11 والتي لا تستخدم سوى التوابع لمتغير واحد‎ 
أكثر تعقيدا من الطريقة الواردة آنفا التي تعتمد على التوابع ذات متغيرين.‎ 
التكاملات الموسعة ذات شذوذ متغير‎ . 3 
أ. سوي تواجهنا كثيرا في المستقبل تكاملات ذات شذوذ متغيّر تكتب‎ 
على الشكل:‎ 


هه 


فشكلا | دن م ` 
lz > /‏ 6 )1( 


حيث تمثل | - | المسافة بين النقطة 8 € × والنقطة ,۸ € # وتمثل 
«8 >€ ساحة محدودة. نفرض ان التابع 668 حدود ومستمر في ساحة 
01 حيش ,ال cC‏ 81ل 

إن التكامل (1)» من اجل © 6 / و0< »» تكامل موسع من النمظ 
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الثاني وهو متقارب (مطلقا) حسب 3 ب إذا كان 8كه. 

على الرغم من ان التكامل (1) تكامل موسع يمثل تابعا لوسيط فإن 
النطرية العامة للتكاملات المتعلقة بوسيط المعروضة في 47.3 لا يمكن 
تطبيقها هنا لأن الشذوذ في التكامل (1) غير مثبت وهو يتلعق بموقع 
الوسيط 2, لا لهذا السبب . نقدم بعض خواص التكامل (1) بطريقة مباشرة 
دون اللجوء الى النظرية العامة 47.3 . 
ب . توطئة. إذا كان ه>» فإننا نستطيع » من اجل كل 0< ۰٤‏ أيجاد 
0< ,8 بحيث تتحقق العلاقة الموالية مها كانت الكرة مآ التي تصف 


6 >> قطرهاءمة‎ 
0100 y) dz 
(2) ل‎ |]z—y | > 


البرهان . إن التابع (,)4 مستمر بالنسبة للمجموعة (9,*) وبالتالي فهو 
حدود بحيث ان لدينا مثلا .5*,8(|>0|. لما كان تكامل 2 

متقارب فانه يمكننا ايجاد. من اجل 0 <- م , عدد 0< ۲ بحيث تتحقق 
المتراجحة التالية من اجل الكرة () +73 ذات نصف القطر + والمركزن : 


| لبون ا‎ e 


حيث لا يتعلق العدد + باختيار النقطة 9. يبقى ان نعتبر الكرات 
المتمركزة في النقاط الاخرى. إذا وجدت كرة (ي) ,۲ داخل الكرة 
) .۷ فإن المتراجحة (2) قائمة بطبيعة الحال من اجل 
۷١ ):(‏ = م۷ .ثم إن التابع محدود (بالطويلة) خارج الكرة 

() »۷ بعدد عا. بالتالي فإن تكامله على اية كرة .7 مركزها خارج 
الكرة ري و۲ ونصف قطرها 7/3 > م (إن مثل هذه الكرة غير 
متقاطعة مع الكرة (ي) و»۷ ) لا يتجاوز الكمية “م,890 = ٠م۸۱۷‏ 
(يمثل .2؟ حجم الكرة الوحدة في ,# ) الاصغر من م عندما يكون م 
صغيرا بكفاية» مثلا.3/ > 6 > م. لكن» بما أن كرة نصف قطرها 
احص السك A‏ دن O‏ لزن تر عرفا مركيو E‏ 
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Vas )7(‏ إذن» مهما كانت الكرة (“) ء7۷ دات نصف قطرها 
up <6‏ فإن المتراجحة (2) محققة. وهو المطلوب. 
ج. نثبت هنا نظرية متعلقة بإستمرار التابع (81 (1). 
نظرية. إذا كان (4)*,8 مستمرا بالنسبة لمجموعة المتغيرات («,×) وكان 








: فإن التابع‎ a<n 

Fy) - | Lm ن‎ 

4 | س 
البرهان . بتطبيق التوطئة ب نبحث» من اجل 0< ع معطى »2 » عن عدد 
0> 6 حيث تتحقق المتراجحة التالىة» من اجل كل كرة Ve‏ نصف 
قطرها :S‏ 

(rz, )س‎ 3 

E | |< $‏ (3) 
نرمز = (« ,٭) ب . نشت بشكل نقطة 1١‏ € مس . وليكن 

)4( : عندئذ‎ E 


IF—FuNI=| | le, =e إعه الودت)‎ > 
<| ] إعفاوو يمه زيمم‎ | § lo >|مة متم و-رر‎ 
Vg (vo) G~ Vg (0) 


< | lomldr+ ] lo uldr+| | دض مها‎ 


Vg (0) ١ Vg (#0) 6-37 4(0) 


dz|.‏ 1701 ,7( و 
إن التابع («ء×)م مستمر بالنسبة لمجموعة المتغيرات (9,*) في الساحة 


Vs (o)}‏ € لا (z 6 © — Vs (yo),‏ > يتبين من النظرية 53.3 - أ أن 
التكامل الاخير في الطرف الاين من (4) يمثل تابعا مخفا لل بصفة 
خاصة» من اجل © معطى. يمكننا ايحاد 6/2 > م بحيثٌ: 


)5( | ل‎ v~ (z, vaz |< ,چ‎ 
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وذلك بمجرد قيام المتراجحة م >> | وين ين |. 
ينتج من المتراجحات  )3(‏ (5) أن: 
عسي + خدج > | لوه) 5- )”| 
وهذا عندمام >> | من - ين« |. 
وهكذا فإن التابع ()۴ مستمر عند النقطة .,«8. با ان هل نقطة كيفية 
من الساحة 85 فإن (ر)؟ مستمر اينا كان. وهو المطلوب. ش 
د. مكاملة تكامل موسع ذي شذوذ متغير بالنسبة لوسيط. 
نظرية. إذا كان 8>ه وكانت النقطة « تتجول في سطح 8 بعده × 
ومساحته منتهية «(1<k<n)‏ فان | 
عه (j lae} a= ]) | ay)‏ | 60" 

البرهان . نلاحظ» بفضل النظرية جء ان التكامل الداخلى في الطرف الاول 
من (6) تابع مستمر ل وهذا يضمن وجود كل تكامل الطرف الاول. 
ثم إن التكامل الداخلي في الطرف الثاني بوصفة تابعا. ! *. ليس معرفا 
ل 
السطح 5 فإن قيمة التكامل الداخلي تتزايد لا نهائياء عموماء بحيث ان 
التكامل المكرر في الطرف الثاني يصبح موسعا وجموعة نقاطه الشاذة مطابقة 
للسطح 5. هذا السبب فإن وجود التكامل في الطرف الثاني ليس بديهيا 
مسبقاء وهو يأتي كما هو الحال بالنسبة للعلاقة (6)» من استدلالاتنا. 

نرمز کا ورد اعلا E‏ = (8 ,) © لإثبات وجود التكامل في 
الطرف الثاني من (6)» علينا أن نعتبر متتالية تكاملات غير موسعة: 

= |, {jee ne} عه‎ (m=1, 2, ...), 

حيث تتقلص الساحات 8 ا . يمكننا في كل تكامل 

1 » حسب النظرية 53.3 - بء تبديل ترتيب المكاملة: 


ا 
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نرمز للتكامل الداخلي ب «() ٣‏ لنثبت ان التابع () ہ۴ متقارب 
بانتظام في 8 من اجل مه ج مم نحو التابع : 
Q (7, y) dz.‏ | =۴ 

يمثل الفرق بين (۴)۷ و )يم تكاملا على الساحة ,8 : 

(7) F (y) - Fm (y) = أ‎ Q(z, y) dz. 

من أجل 0< ه معطى» خت باق التوطئة ب عن عدد0< 6 

بحيث نحصل» من اجل كل كرة ,۷ نصف قطرها 8> م٠‏ على 

المتراجحة: 

Ilo mldr<}. 


o 
نفكك التكامل (7) الى جموع تكاملين: الاول على الجزء 8 من‎ 
الساحة 20 المحتواة في الكرة (ر) ,7 والثاني على الجزء 8% المتبقى.‎ 
۰ نجد:‎ ٠ 8 بمراعاة اختيار‎ 
| 00 ١ 
Bn 
وذلك مها كانت قيمة 8 إن التابع (8 ,2) م محدود من الاعلى في الساحة‎ 
0 بثابت لا يتعلق ب )؛ با ان حجم الساحة :85 د ,,8 يؤول الى‎ ( 8: 
: 5>۳ لا ج س فإنه يوجد عدد × بحيث يكون لدينا من اجل‎ 
| loz كمه | زر‎ 1 
:×>۳ وهكذا نجد من اجل كل‎ 
IF (ي)‎ -« mis عه وها ل جعةا كاه ل‎ + 
فإننا نرى ان‎ yCH بما ان هذه ا ا و النقطة”‎ 
41.3 المتتالية (ر) م متقاربة بانتظام نحو (5)7. ينتج من ذلك» حسب‎ 
۰ س» ان 4 يؤول الى النهاية:‎ - 
] 7 a= | ) [ o(z, maz} dy. 
8 G 


تم البرهان على وجود التكامل الوارد في الطرف الثاني من المساواة (6) 
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وكذا هذه المساواة نفسها. 
ر. يكن تعويض فرض استمرار التابع (ن ,) / بالنسبة للمتغيرين ,© € نت 
و7 © في النظريتين + و د بشروط اضعف: 
1) التابع (8 ,ء) / محدود من اجل © 6 2 و7 6 ل 
2) مها كان 0< 8 » فالتابع (ن ,«) f‏ مستمر بالنسبة لمجموعة (ل,*) 
المنتمية للساحة | 

)6 »ا‎ 8( - {e yilr—y|< 8}. 


بالفعل يمكننا ضمن الشرطين السابقين كتابة: 
”و داك f(z,‏ د 7 f(z,‏ 


7| وا َ 
عندما يكون 0< م صغيرا بكفاية فإن اس المقام لا يتجاوز ه؛ إلا 
أن البسط مستمر بالنسبة لمجموعة المتغيرين (,×) اينا كان في (#×6)» 
وبالتالي تبقى النظريتان + و د قائمتان. 
س . من لسهل اثبات قيام النظريتين ج و د باعتبار الافتراض الوارد في 
رء وذلك من اجل توابع (,×)؟ ذات قم في فضاء شعاعي نظيمي . يمكن 
تطيقها» مثلا.ء على جداء تابع عددي ([, 6 في الشعاع الواحدي 
(8,* )»© الذي يأخذ الاتجاه من النقطة × الى النقطة لا. إن هذا الجداء تابع 
شعاعي» وهو غير مستمر عموما من اجل ل«ا+»* حتى ولو كان التابع 
0 ,2) / مستمرا. 
ص . إشتقاق تكامل موسع ذي شذوذ متغير, بالنسبة لإحدائيات 
النقطة الوسيطة. 
نظرية. إذا كان التابع (ي ,«) / مستمراً بالنسبة لمجموعة المتغيرين ©» به 
و عن وله مشتق ‏ تك مستمر بالنسبة لمجموعة («ب×) (أو 


يحقق على الأقل الشروط 0( فإن لدينا من اجل :a<n_1‏ 


9 )1 7 0 )مل )- _ق 
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البرهان . نعتبر دائا ج 1 0 = 8 ,#) ۾ نصل بواسطة حساب يسيط الى 
العلاقة 
وعد ولا ٠‏ ديه 


ع فييك عرد ك سسسسس ها سس ا ام م اي n‏ 
ay || gy‏ || 1 


حيث يبمثل ره الزاوية التي يشكلها الشعاع «-لا والمحور ذو الرتبة ). ينتج 
من ذلك أن: 


fw‏ م _ ے 2:1 م7 
ا “ان a 7 ea E‏ 





وهذا يؤدي» بمراعاة كون التابعان (۴)×,۷ و ا حدودین » الى 
التقدير : 


1 37 <| )9(2 افيف 
o (ey °‏ 


حيث )0 ثابت . يتبين من هذه المتراجحة ان التكامل بالنسية للمتغير 
x‏ للتابع (002.8© متقارب مطلقا من اجل 8-1>». 


رdy‏ 
للبرهان على هذه القضية» نفرض الآن انه يوجد تابع (8 ,2) ه© محدود 
و 2) وهة 
ومستمر بالنسية لمجموعة المتغيرين (2)*.7 وله مشتق E:‏ 
مستمر بالنسبة لمجموعة (,×)» ويحقق العلاقتين: 
dz 1 Q(z, y) dz,‏ ,)وو ) lim‏ | 
ج 6-0 (9) 
APs (zy) (z, ١ 60 (z, y)‏ : 
dz 1 0, 9‏ 7 كيه | و 


بانتظام بالنسبة لل, 





: ليكن‎ 
F (y= | q(x, y) dz, F(0) = | (لا عام‎ dz, 
G 
FN) = | للقي‎ dz. 
2 
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بمراعاة النظرية 53.3 د نجد أن: 


نحد 
dz.‏ 09 9 01 سقع | (y)‏ وكاة 
G‏ 





=7 | y) dz 
e )9( تأخذ العلاقتان‎ 
jim Fo (y) =F (y), 
._ AF 0 
ip “ayy =F 
(64.1) ينتج من ذلك حسب النظرية الخاصة باشتقاق متتالية توابع‎ 
ان التابع (5)9 يقبل الاشتقاث بالنسبة ل رس وأن‎ 
Fo) AEM 
و(‎ 


وهو المطلوب. 


( 1/r pour حي‎ 
م‎ )7( = B—rFA pour O<r <8, 


حيث نختار ۸ و 8 بشكل يجعل مرور القيمة ۲ عبر العدد 6 لا يمس 
استمرارية وقابلية اشتقاق التابع (م) ,م (الرسم 7.3 - 2). من الواضح 
عندئذ ان المتراجحتين التاليتين قائمتان. 

0 (0<r < oo), 


(10) 


|16 () |< جل‎ (O< < oe). 
. ) 


i 


hsfr! 


نضع الآن: 


Qo (7, J) = hê (lz — yg) f (z, Y). 


لديا CATR‏ 
+ ا رن د ) ۴ے 0 
د لاله ( لا — Rê (lz‏ (| لاس جه |) Yang‏ 
ينتج من المتراجحتين (10): 
(r W)C‏ 
yj a‏ 5 كب >> | (ن ,)| 


8 ع معط 2 اختيار‎ e ثابتان . يمكن اذ من‎ Cs و‎ Cs حيث.‎ 
F0 -: I=) | ها‎ (e, ( - مو‎ (a, [عة إ(ن‎ - 
=| 1 lo (z, y)— qe (¥, ([ dz |< 
Vg) 


< | lo lar+ | low lde<C, [ 
Vg () Vg () Vg») ١ 


بشكل مستقل عن موقع النقطة 7# ع ر كا يمكننا الحصول بتصغير 0< 8 
إذا دعت الضرورة» على العلاقة 
- ستبث] ]| =| 7 ,)ا ووة - |= F0‏ كمأ 
G‏ 


ayy 7‏ 3 
كل 4 ك4 


ناك شا | + س عه 


26 


zy > 


1-6 


جكب | 06> 


vp 
بشکل مستقل عن موقع النقطة ر ع رس . وهكذا فان العلاقات (9) قد‎ 
اثبتت وكذا النظرية.‎ 
القارين‎ 
: المطلوب رد العبارة التالية الى تكامل وحيد البعد‎ . 1 


263 22 


Fm 0 أ‎ | #4... nf (ED den ... dn. 


sn Û x2=0 معدو‎ 


391 


2 . احسب التكامل : 
fena‏ 


حيث 1,و(۸ شكل تربيعي معرف موجب. 
3. عبّر على التكامل 


dz e V3)‏ 1 ا 


بواسطة تكامل وحيد المعد . 
4. المطلوب زد تكامل السطح الموالي الى تكامل وحيد البعد 


I= [ fle, mas, 
Sn-1(4) 


حيث () بيرك سطح كرة نصف قطرها 1 في #۸ . 
5 .(مثال شفارتز 1دو841«6) ندخل على اسطوانة دائرية قائمة © 
(ذات الارتفاع 1 ونصف قطر القاعدة 1 ) الاحداثيات الاسطوانية الطبيعية 
14 4 هيه 0 ,2 > و > 0 :م و لرمسم على مقاطعها 2-2 
(...,1-0,1,2) النقاط e...‏ ,20 ,0= وعلى المقاطع 
.2 4 ,0 -<ع ,5 +28 = ءالنقاط ... ,م5 ,38 به عدو (طا وه 
معطيان). تعين نقطتان .متجاورتان من مقطع أه + 1 مع نقطة المقطع 
(1جم)- الواقعة بينها مثلثا محاطا بالاسطوانة ©. أثبت ان متعدد 
الوجوه المشكل من كل المثلثات من هذا النمط يقترب بشكل لا نهائي» 
عندما يؤول ط و » الى الصفرء من سطح الاسطوانة. لكن مساحة متعدد 
الوجوه يمكن ان تكون له اية نهاية اكبر من |16 أو تساويه. 
6. نفرض أن تكامل تابع (* ( مستمر بتقطع ومحدود محليا) على ساحة 
غير محدودة ,8 ے 6 متقارب. اثبت ان هذا التكامل متقارب مطلقا. كيف 
التوفيق بين هذه النتيجة مع وجود تكاملات نصف متقاربة على رم ,0] 
؟ 





7 . نعتبر الشحنة التالية على مجال [ط,ه]: نختار بمثابة خلايا كل المجالات 
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(المعتادة) الممكنة وكذا تقاطعاتها مع المجموعة 8 المؤلفة من النقاط الناطقة 
أو مع المجموعة © المؤلفة من النقاط الصماء في المجال [8,5]. نختار 
كقياس مجال أو قياس تقاطعه مع © ظوال المجال نفسه» اما قياس تقاطع 
مجال مع 8 فنعتبره مساويا للصفر . تأكد من كل خاصيات الشحنة وشر 
الى خلاياها غير الجوردانية. 
8. أثبت ان مركز ثقل مخروط دائري قائم ( في ,8 ) ( مها كانت زاويته 
الرأسية) يقع على محور هذا المخروط وان المسافة التي تفصله على القاعدة 
يقع في منتصف هذه القطعة. كيف تفسر ذلك 
9 نزمز ب Sr (kK, n, e)‏ لجزء سطح الكرة r}‏ = | ها :8 © Sr (n) = {r‏ 
المعين بالمتراجحات : 

0< ع © < | 2 (n,‏ | ,<< ,8 >> | (2 مية) | 
حرف #4200 0.0. ةف أشعة متعامدة ومتجانسة. أثبت ان 


lim [Sr (k, r. e)| 


nace Sra) 


0. برمز ب (م )k, n, ٤,‏ ,۲ لجزء الكرة Ra: |* | <r}‏ © م ) = Vr, (n)‏ 
المعين بالمتراجحات: 


| مية)‎ DISE, .... | بية)‎ DI > م بع‎ > || <r 


حيث ۾ ...با أشعة متعامدة ومتجانسة. أثبت ان 


lim zs, r, رامت‎ 


Yr (r) |‏ | نيتنا 
1 . إن الاحداثيات الكروية بم .... روم برج ,+ في الفضاء »7 


1. 


معينة بالدساتير : Fr COS P1,‏ = رد 
r sin ÇP, COS Pa, 1‏ عد za‏ 
COS Pg,‏ وو Zs = rsin 01 sin‏ 


Za-ı = r Sin رو‎ Siİn و©‎ ... Sin Png COS Pa, 
Zn = r sin رن‎ Sin و0‎ ... Sin Ppa SiN وير‎ 
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أثبت أن 
(F4, ee Ta)‏ 0 


15 “ 1و قم ىن gi n~“!‏ اا سه IIS TR‏ سه 
مس9 افق in Pq.‏ وه iP?‏ زو LOT,‏ 


2 . أثبت في الفضاء الميلبرتي المؤلف من التوابع ‏ 2)/ المستمرة على جال 
ط>×>4. أن مربع حجم متوازي الوجود المنشأ على الاشعة©) مأ .. .. ,(2),/ 
يساوي : 
(م2):!... fled‏ ناوا pj‏ م 
(م) fer) fa(ta) ... fo‏ ا أ 2 

...ا 


01 nse 43 


هاه هه دقار هد QQ‏ قاع Qa‏ 


fn (7) fn (ta) ... fn (n) 


0 


13 تسمى العبارة : 


ٍ a ا‎ f (Zs seg, tp) e UT. Fn dry ... dE = Q (01, رح‎ On) 
Rn 


تحويل فوري من الرتبة ‏ للتابع 0/ . أثبت ان تحويل فوري لتابع متناظر 
كروي هو أيضا تابع متناظر وكروي. 

4. ضع » باعتبار 28-3. تحويل فوربي لتابع متناظر كروي (×)۴ على 
شكل تكامل وحيد البعد. ٠‏ 

5 . أثبت.. من اجل 5-3, ان تحويل فورلي )م لتابع متناظر 
وكروي وقابل للمكاملة مطلقا f(x)‏ تابع قابل للاشتقاق. 


6 . أثبت ان تحويل فوربي للتابع : 


2 
يث ان الشكا|ا 0 معر ف موجبء يساوي 
PYD,‏ علا أن: 


وما عا عداو وو 
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نبذة تاريجية 

ظهر التكامل المزدوج ( أي المضاعف مرتين) على ساحة مستوية محدودة لأول 
مرة عند أولر (1770). قدم هذا الأخير قاعدة حساب التكامل المذ كور 
برده إلى تكامل مكرر. كان أولرء ثم لاغرانج قد اعتبرا أيضا التكاملات 
الثلاثية (المضاعفة ثلاث مرات). اقترح كلاههما بعض القواعد الخاصة 
بتغيير المتغيرات, إلا ان هذه القواعد كانت غير كاملة رغم ظاهرهاء وقد 
قدّمت الطريقة السليمة أول مرة من طرف استروغرادسكى 08108120514 
(1836 ) بخصوص التكاملات المزدوجة والثلائية ثم قام عازن (1841) 
بنفس العمل من اجل التكاملات المضاعفة تضاعفا كيفياء وفي هذا الاطار 
ادخل جاكوني المعينات التابعية التي أطلق عليها سيلفستر 81965662 اسم 
يعقوبيات (نسبة الى جاكوي). 

عرض جوردان في مؤلفه «دروس في التحليل»  1882(‏ 1887) 
نظرية عامة لقياس الاحجام (في الفضاء ذي البعد 8). 

على الرغم من اننا على عم بكيفية حساب مساحة سطح ببواسطة 
التكاملات المزدوجة منذ القرن 18 (أولر 1770). فإن. التعريف السلم 
لفهوم المساحة ظل مدة طويلة مفقوداء كان الاعتقاد السائد انه يكن 
تعريف المساحة كنهاية مساحات متعددات وجود محاطة بالسطح المعتبر. 
أخيرا جاء ه.شفارتر (1870) بمثاله المدهش فجعل المختصين يفكرون في 
ضرورة ايحاد تعريف متين لمفهوم المساحة. قدّم هذا التعريف ( بواسطة 
التغطية «القرميدية » و «الطبقة المولدة عن سطح») جوردان في مؤلفه 
السابق الذكر. 1 

اقترح ستيلجاس 86161165 سنة 1894 مفهوما جديدا للتكامل يختلف 
عن المفهوم القديم لتكامل ريمان بكون مالين متساويين على المستقم 
( العددي) يملكان قياسين مختلفين وكذلك فإنه من الممكن ان تحمل نقاطا 
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منعزلة قياسا موجباء مع العام ان تكامل ستيلجاس» مثل تكامل رانء 
يستنتج من مجاميع تكاملية بواسطة الانتقال الى النهاية. وقد اعتبر هذا 
التعريف بعد ذلك العديد من المؤلفين. لكن ظهور تكامل لوبيغ (1902) 
الذي عممه رادون 2830082 من المستقم الى الفضاء المتعدد البعد سنة 1913 » 
كان قد وجه نظر الرياضيين نمو مسائل مرتبطة بقياس جعي عدودياً, 
وظل تكامل ريمان ‏ ستيلجاس الذي لا يتطلب سوى الجمعية المنتهية 
للقياس (ويتطلب في الحالة التى يأخذ فيها القياس قما مختلفة الاشارة» 
الشرط الاضافي الناص على أم القياس ذو تغير محدود) مهملا. 

رغم ذلك فقد احتفظ تكامل ريمان ‏ ستيلجاس بقيمته في مسائل 
متعلقة بالتوابع المستمرة» وهكذا حصل ف. ريس 81652 سنة 1909 على 
العبارة العامة لتابعية خطية في فضاء التوابع المستمرة على مجال مغلق 
وحدود» وقام رادون بنفس المهمة فها يخص التوابع المستمرة على متراص 
بعده 8 (1913)» في شكل تكامل على قياس ججمعى فقط. 

نجد في كثير من الاحيان التوابع الجمعية للساحات في الميدان الفيزيائي . 
وقد ذهب بعض العلاء الى القول بأن هذه التوابع تتمتع دون غيرها بمعنى 
غ.أ.ت.ت.لء 1953.» (بالروسية). 

وهكذا فإن درجة الحرارة وكثافة الكتلة مفهومان مجرد أن يقابلهه) على 
التوالي المفهومان الحقيقيان كمية من الحرارة والكتلة في حجم حوري نقطة 

درست في الفترة 1938 1943 القياسات الجمعية ( من وجهة نظر اكثر 
عمومية) من طرف .أ ماركوف Markov‏ و أ .د . الكسندروف 
07 1ك . نشير الى ان انشاءنا للتكامل مستوحى أيضا من افكار انشاء 
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تكامل ريمان ‏ ستيلجاس راجع فيا يخص الصلة بين القياسات الجمعية 
والقياسات الجمعية عدوديا على متراص بعده 8 چا شيلوف و ب.ل. 
غوريفيتش : التكامل والقياس والاشتقاق » ط .2 . « ناوكا »» 1967 , الفصل 
الثاني ( بالروسية). ٠‏ 

إن الطريقة الاستدلالية المتبعة هنا لا تصلح في فضاء بعده غير منته» 
وهذا أمر غير مفاجىء : فإن كرة ذات بعد غير منته تحوى عددا منته من 
كرات (أصغر حجا) متساوية هندسيا وغير متقاطعة مثنى مثنى » وبالتالي 
إذا أردنا ان تكون الكرات المتساوية هندسيا من نفس الحجم فإننا نتعرض 
الى بعض التعقيدات. من جهة اخرى فإن الحجم يساوي تكامل التابع 
المساوي ل1 في الساحة المعتبرة وعليه تصبح المشاكل المتعلقة بالاحجام 
مشاكل في نظرية المكاملة. نشير الى ان هناك نظرية مكاملة في الفضاءات 
ذات الابعاد غير المنتهية لكنها تختلف اختلافا كبيرا عن النظرية المعتادة» 
الامر الذي يجعل تقديم كلا النظريتين في نفس العرض غير معقول ( راجع 
ج. شيلوف. وفان ديك تين: التكامل والقياس والاشتقاق في الفضاءات 
الخطيةء «ناوكا» 1967 (بالروسية). وكذا المراجع الواردة في هذا 
الكتاب ) . 
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الفصل 4 
المكاملة والاشتقاق ‏ 

إن العمليات التفاضلية: والتكاملية على التوابع المتعددة المتغيرات تربط 
بينها علاقات تعمم دستور نيوتن - ليبنيتز القائمة من اجل التوابع لمتغير 
واحد. كنا رأينا في الفصل السابق علاقة من هذا النوع وذلك عند تعريف 
كثافة تابع جعي لساحة وانشاء هذا التابع حسب كثافته. هناك علاقات 
اخرى تلعب فيها حافة الساحة المعتبرة (الحافة هى طرفا المجال في حالة 
التوابع ذات متغير واحد) دورا رئيسياً. فيا يخص التوابع المتعددة المتغيرات 
فإن هذه العلاقات يعبر عنها بدساتير اوستروغرادسكي وغرين وستوكس . 
كانت هذه العلاقات تكتب في البداية في شكل عددي أو «سلمي». م 
تكوّن, بتأثير مسائل الفيزياء الرياضية, التحليل المسمى بالشعاعي المتميز 
بعملياته التفاضلية الخاصة (التدرج» التفرق, الدوار). اصبح من الواضح 
ان مسائل التحليل الشعاعي ما هي سوى المسائل المتعلقة بطبيعة العلاقات 
بين الاشتقاق والمكاملة ( في الفضاء ). إلا أن لغة التحليل الشعاعى ظهرت 
اك اة بوتا :من «اللغة' القدهة والسلمية» اللرياضين»: ذلك نما 
احدث اعادة انشاء «شعاعي » لكل هذا الفرع من الحساب التفاضلي 
والتكاملى اما فيا يخص التحليل الشعاعي فهو يستمد « كساءه» من الفيزياءء 
وتبين ان تناسق عملياته التفاضلية من الرتبة الاولى تناسق طبيعي وتام الى 
عد ما تق إلى: أن التحليل الشعاعي القديم. يطبق. فها يخص الجزء 
الرئيسى (الدوار) منه. في الفضاء الثلاثى البعد (أو الثنائى البعد). كان 
ذلك كافيا لتطبيقاته الاولى في جال الفيزياء الرياضية. لكن تطبيقاته المواليه 
تطلبت تعمما الى الفضاءات المتعددة الابعاد. خاصة وان النظرية الرياضية 
نفسها تبحث هي الاخرى على نصوص عامة قائمة من اجل اي بعد. 
اتضح انه من الممكن تعمم التحليل الشعاعي الى حالة الابعاد العالية؛ سنرى 
كيف يتم ذلك ضمن الفصل 7. 
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8 1.4 دستور اوستروغرادسكي 
4 . تدفق حقل شعاعي وتفسيره ال هيدروميكانيكي. لیکن 
() ۸ = 8 حقلا شعاعيا مستمرا معطى في ساحة 6 من الفضاء م8 ؛ 
يعني ذلك انه يقابل كل نقطة © 6 2 شعاعا (2) ۸ يتعلق باستمرار 
بالنقطة ± . ( ظهر مفهوم الحقل الشعاعي في الفيزياء وهو يطابق المفهوم 
الرياضي للتابع الشعاعي .) نعتبر في الساحة © سطحا 5 مرنا بتقطع, 
شعاعه الواحدي الناظمي (×)" يتغير باستمرار على الجزء المرن من السطح 
5. تسمى العبارة: 
رماس WEE ١‏ )1( 
تدفق الحقل (*)8 عبر السطح 5. 
إن لهذه الكمية تفسيرا ميكانيكيا بسيطا. نفرض ان الساحة 6 مليئة 
« بوسط مستمر» (أي «سائل») متحرك وان الشعاع (×)۸ يمثل سرعة 
السائل في النقطة 2 ؛ لنقم كمية السائل العابرة للسطح 5 خلال الزمن 
dt‏ . 
ليكن 45 عنصر السطح 5؛ يكن القول » لدى اهمال تغيّر الشعاع 
2) 8 على العنصر ون . ان السائل العابر لكل خلال الفترة غك يملا 
الاسطوانة ذات القاعدة 45 والمولدة +4(*)# (الرسم 1.4 1). 
نلاحظ ان حجم الاسطوانة يساوي: 
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عند جع الكميات المحصل عليها على كل العناصر كلك ؛ نرى ان كمية 
السائل العابرة للسطح 8 خلال الفترة ال هي : 
(ى (mr, R) dS = 42.177 (R,‏ رأ dı‏ 
في الاخير يمكن تفسير التدفق (8:5) على انه السرعه (الحجمية) 
لحركة السائل عبر السطح 5. او على انه كمية السائل العابر للسطح 
خلال وحدة زمن, وهذا لأن هذه السرعة لا تتعلق بالزمن. 


زيادة على ذلك. با أن 0< ((2) 2(,#8) *”) عندما تكون الزاوية المشكلة 
ب (ه) ”و ه) 8 حادة و0 >((ء) ۸ ,2) س) إن كانت هذه الزاوية 
منفرجة» فإن التكامل (1) لا يمثل الكمية المطلقة للسائل العابر للسطح 8 
في وحدة زمنية بل يمثل المجموع الجبري لكمية السائل الذي يجري في اتجاه 
الناظم ( بالاشارة +) وكمية السائل الذي يجري في الاتجاه المساكس 
(بالاشارة -). ٠ ١‏ 
نعتبر الحالة التي يكون فيها السطح 5 مسافة ساحة 6 ح 7 والشعاع 
الناظم (×)” موجها نحو خارج ۷ (الرسم 1.4 - 2). نسمي مثل هذه 
السطوح التي تقسم الفضاء الى جموعتين داخلية ( هي الساحة ۷) وخارجية 
سطوحا مغلقة ( راجع المحيط المغلق), وهو الامر الذي ينبغي الا يخلط 
بالمعنى المتري للفظ «١‏ مغلق» (اي الحاوي لنقاط تراكمه). نرمز لتكامل 
تابع (×)۴ على سطح مغلق 5 في و۸ بجا يلى: 
كه هر رآ ١‏ 
في حالة سطح مغلق. فإن حركة سائل في اتجاه الناظم تعني بان السائل» 
في المكان المعتبرء يخرج من الساحة ۷ وان الحركة في الاتجاه المعاكس 
تعني بأن السائل يدخل في ۷. يمثل التكامل (1) إذن فرق كمية السائل 
الخارجة من السائحة خلال وحدة زمنية وكمية السائل التى دخلث ۷ 
خلال نفس الفترة. إذا كان التكامل (1) منعدما فإن هاتين الكميتين 
متساويتان, والّا فإنها مختلفتان. بصفة خاصةء إذا كان التكامل (1) 
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موجبا فإن كمية السائل الخارجة من الساحة تتجاوز الكمية الداخلة فيها. 
يعنى ذلك ان الساحة ۷ تحوي مصادر (للسائل) أي اماكن ينشأ فيها 
ا السائل بشكل من الاشكال ( مثلا فإن الماء ينشأ من ذوبان الثلج). في 
هذه الحالة» يمكن تفسير القيمة العددية للتكامل (1) على انه المعدل(*) 
الكلى للمصادر في الساحة ۷. إن كان التكامل (1) سالبا فإن كمية 
السائل الداخلة في ۷ تتجاوز الكمية الخارجة من 7؛ يعني ذلك وجود 
آبار في الساحة 9. اي اماكن يزول فيها السائل (بالتبخر مثلا ). يمكننا 
بطبيعة الحال استخدام لفظ مصدر بدل آبار شريطة قبول الكميات السالبة 
من السائل . لهذا السبب» نستطيع تفسير التكامل (1) على انه المعدل الكلي 
للمصادر الواقعة في الساحة ۷ كا تفر نسبة هذا التكامل على الحجم 
۷ بأنه المعدل المتوسط للمصادر في 7. نشبت في الساحة © نقطة 
لا ونعتبر متتالية ...,,7 ,... ,۷ من الساحات المحدودة.على التوالي 
بالسطوح ... ,وى ,... ,8 المتقلصة نحو النقطة 9. يمثل العدد 
)R, ۲/1 ۲» |‏ 177, كبا سبق وان قلناء. المعدل المتوسط للمصادر في 
الساحة «7 . نفرض أن هذا المعدل المتوسط يؤول» من اجل مه جم نحو 
نهاية (8) م = م لا تتعلق باختيار الساحات «7 ( شريطة ان تتقلص نحو 
النقطة 9). من الطبيعى ان نسمى العدد (,) م معدل (أو كثافة) 
مصدر الحقل (×)۸ عند النقطة «. تسمى هذه النهاية ايضا تفرق 
الحقل (×)۸ عند النقطة 2. وهكذا لدينا تعريفاً: 
ان »ا لج ie‏ - الول )2( 

وهذا مع افتراض ان النهاية ل 

عندما يكون التفرق » أي معدل مصدر الحقل (×)۸ عند كل نقطة 
معطى» يمكننا استنتاج» بالمكاملة» المعدل الكلي لمصادر هذا الحقل في كل 
الساحة ۷. نرمز لهذا المعدل الكل ب( ,(2) 8) م. لدينا إذن» 





(«) يقال ايضا المدد او الدفق (المترجم) 
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E )8 (a), V)= أ‎ ١ ا‎ div R )( dz. 
¥ 


ا كان هذا السياق مستقرا (أي (×)۸ لا يتغير مع الزمن) فإن كل 

السائل المنشأ يعبر حتاً الحافة» ومنه تأتي المساواة: 
R)dS‏ ف لاع مع زر (3) 
التي ها تفسير فيزيائي واضح. 
4 . ننتقل الآن الى الدراسة النظرية 
أ. يمكن تعميم تعريف تدفق الحقل الشعاعي المعطى في 11.4. وذلك 
تغييرات كبيرة» ليشمل حالة الفضاء ,8 . ليكن ۸)×(=۸ حقلا شعاعيا 
مستمرا بتقطع في ساحة ,۴ے 6. مها كان السطح 6ے كدذو البعد 
(2-1) المرن بتقطع المزود بالشعاع الواحدي المستمر للناظم (×)ص*)ء 
يمكننا تعريف تدفق الحقل ۸ عبر السطح 58 بالدستور: 
(m (z), R(z))dS.‏ 1 ح رك W(R,‏ 

نشيرء کا هو الحال في ,۸ ء الى اننا نقول عن سطح ,۸ے 5 إنه 
مغلق إذا قسّم الفضاء #١‏ الى مموعتين داخلية وخارجية. ترمز لتكامل 
على سطح مغلق ب © . على الرغم من انه ينبغي حسب الرمز (إ] 
المستخدم في ۸ استخدام الرمز 9223 في ,8 . 

هج 

إن تدفق الحقل ۸ عبر سطح مغلق قاسم لساحة 7 يثل» حيث 

وجهنا الناظم نحو الخارج» تابعا للساحة 7: 
Wy (R)= § (m, R)dS.‏ = (ى W(R,‏ (1) 

ب. انهم الآن بكرن التابم ‏ () "ا تابعا جعيا بقوة للساحة ۷. 
نذكر اننا نقول عن تابع (/1) © للساحة ۷ إنه جعي بقوة (14.3 - أ) 
إذا تحققت لدينا المساواة التالية من اجل كل ساحتين ,۷ وولا. بدون 





(«) إن وجود شعاع واحد مستمر للناظم على سطح مرن 5 ليس مضموناء عموما» حتى في ,۸ 
(التمرين 15). نلاحظ ان وجود مثل هذا الشعاع شرط اضافي على 5 ١(‏ توجيه 2»5)؛ انظر 
التفاصيل في القسم الثالث, الفصل 8 . 
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نقاط داخلية مشتركة (وقد يكون ما جزء مشترك على الحافة) اتحادهها . 
هو ۷: 
(V) = @ (V) + O (VY.‏ ® )2( 
إن الجمعية القوية للتدفق (1) تستند على كون الشعاع الناظمي ” 
يجب ان يكون موجها نحو الجزء الخارجي من الفضاء؛ وبالتالي فإن 
الكميتين (50,8). من اجل كل نقطة على الجزء المشترك من حافت ,۷ . 
و .لا (إن كان هذا الجزء موجودا) لما اشارتان مختلفتان, اما الجزءان 
الموافقان طاتين الكميتين من التكاملين (۸) , W۷,‏ و (8) .18 فيختصران؛ 
تمثل النتيجة إذن تكاملا على كل حافة الساحة ۷. ش 
نشير الى ان الاستدلال السابق لا يقوم الا من اجل الساحات التي لها 
شكل بسيط با فيه الكفاية. إذا كانت الساحتان ,۷ و «7 معقدتين بقدر 
ماء فإن البرهان على المساواة (2) يصبح معقداً. لذا سوف لن نعالج هنا 
سوى بعض الساحات الخاصة تكون فيها خاصية جعية التابع (1) بديهية. 
بعبارة اخرى» نعتبر بلاطة مثبتة ,8# ح ×وساحة مثبتة× - ۷ تمثل جسم 
( جموعة) جورداني حافته 5 مرنة بتقطع والجاعة (7) # المؤلفة من كل 
المجموعات الجوردانية 7 التي تمثل كل منها تقاطع بلاطة جزئية من البلاطة 
× مع ۷. تمثل الجاعة (3) 9 > بطبيعة الحال» نصف حلقة 
(21.3)» كا تمثل المجموعات 7 خلاياها؛ إذا اخترنا كقياس خلية ا 
حجمها | 7 | » فإننا نحصل على نصف حلقة مزودة بقياس» بحيث تصبح 
۷ فضاء مشحونا. بل فضاء مشحونا نظيمياً  15.3(‏ ب). إن كل 
خلية 8 وكذا 7 نفسهاء ها حافة (7) ى مرنة بتقطع. من جهة اخرى 
فإن التابع : ٠ ٠‏ 


R(z))ds‏ ,(م)ه) ذأ ع (11)ى ثلا 
0( . 


كا رأينا آنفاء جعي بقوة على الخلايا (7) )9 © نا » وعليه يمكننا تطبيق 
النتائج 3 - 44.3 . بصفة خاصة» وطبقاً للتعريف 24.3 بء فإن 
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كثافة التابع (۸) ى« في نقطة 7 © 8 هي النهاية التالية (إن. كانت 


lim i Ç (rm, Ras. E 
وءن‎ 0| 8 1 

نرمز في الحالة الراهنة ذه النهاية ب(041982)13. نفرض ان 

(01982)3 موجود عند كل نقطة 7 6 ل ويمثل تابعا مستمرا لل. 
عندئذ تتحقق المساواة 1(44.3): 

Û (m, R)dS = Wy (R) = و‎ div ل‎ (y) dy, 
وهكذا يتبين أن المساواة 31.4( قد تم اثباتها ضمن الشروط الموضوعة‎ 
اعلاه على التدفق (۸) س . نشير الى اننا اثبتناها من اجل الفضاء ذي‎ 


البعد 1 
31.4 . تعتمد النتيجة 4 .21 على الفرض القائل ان تفرق الحقل (×)۸ اي 
الكمية ٤‏ 

01) E ES 


موجودة وتمثل تابعا مستمرا للنقطة. ما 0 الحقول الشعاعية التي يمكن ان 
نضمن هما وجود النهاية (1)؟ سنجيب عن هذا السؤال في المستقبل. 
(51.4)؛ سنرى أن الحقول الشعاعية التي لها مركبات ذات مشتقات 
مستمرة تملك بالضرورة تفرقا مستمراً. يتطلب هذا البرهان استخدام. 
وستور من اهم الدساتير التي تربط تكاملي الحجم العم وهو دستور 
اوستروغراد سكي . 

إن الدستور المعروف لنيوتن - ليبنيتز (انظر ي 9. 23): 

F' (z) dz = 7 (b)—F (a)‏ ا 

يربط مشتق وتكامل تابع لمتغير واحد. يُمثل دستور اوستروغرادسكي تعميا 

من أهم التعمهات للدستور السابق في الفضاءات المتعددة المتغيرات. 

نختار في الفضاء (ذي البعد 8) الاقليدي ,۸ اساسا متعامدا. 
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ومتجانسا وكيفيا ,ر ,. ٤۰.‏ » عندئذ يكتب الجداء السلمي لشعاعين 
ل ,.. ول) = # ولمة ,... بره) = #على النحو: 
ln.‏ 4 ل لل (r, Y) = Wı‏ 

نعتبر في »۴ اساحة © محدودة بسطح مرن بتقطع 8. يمكن إذن 
تمثيل السطح 5 كإتحاد عدد منته من اجزائه ٩(‏ ,1,۰۰ = م) م٩‏ حيث لا 
تملك هذه الاجزاء نقاطا داخلية مشتركة (بالنسبة ل5)؛ مها كانت 
النقطة الداخلية م5 6 » يوجد جواد ۷ (في..# ) يُمثل فيه السطح 
م5 بالمعادلات الوسيطية ذات الشكل : 

TZ = Qi (Ly, <. Uns), 4 يله و24‎ 

حيث تقبل التوابع ’ما ,. ٠.‏ وونة) = سا ,(0) بو مشتقات أولى مستمرة» 
نلاحظ ان مرتبة المصفوفة اليعقوبية | ولل || تساوي 1-م. مم 





. إن الشعاع‎ 
6 E en 
AQ, (u) Qn (») 
N= du, 5 الك‎ 


Q4 (u) Qn (%4) 
Oun-4 د‎ OUn-4 


نظيمي. کا رأينا في 26.3 جء على السطح 8 في كل نقطة €8 » 
باستثناء نقاط الوصل (حيث يكون فيها هذا الشعاع غير معرف بشكل. 
وحيد» وعليه لن نعتبره في هذه النقاط). نلاحظ ان هذا الشعاع ۸ غير 
منعدم في اية نقطة كانت وذلك بفضل الفرض حول مرتبة المصفوفة 
اليعقوبية. نحصل عند توحيد × على الشعاع: 

m (u) = NIIN |‏ )2( 
الذي يكن ان يكون له اتجاهان. نختار منها الاتجاه الخارجى بالنسبة 
للساحة ©. إن الشعاع m (u)‏ معين بشكل وحيد؛ نسميه شعاعا واحديا 
نظيميا على السطح 8 عند النقطة ا . نرمز بأ ره للزاوية المشكلة من 
الشعاع ۳ وحور العناصر رب 4 تلذ : 0 
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)3( ور‎ == e, COS لد يه‎ <. . 4 ep COS dg. 


لیکن (م2 ...به مه = ) م تابعا في الساحة 6 مستمرا وله مشتق 
مستمر ي . يتحقق عند ذلك الدستور (الذي سوف نستنتجه في 
41.4): ر ا 
(a) dS.‏ نوه dr= © cos‏ 02 ير )4( 
إن التابع ييه هم» مرت عل کل السليه 3 باستشناء نقاط وصل 
السطوح ,8 » وهو مستمر على كل جزء ,5 » وبالتالي» مستمر بتقطع على 
8:» وبذلك نضمن وجود تكامل السطح الوارد في الطرف الثاني. 
عند تعویض (×)۴ ب (2اء في (4) وجمع الدساتير الناتحه عن 
ذلك وفق الدليل K‏ المتغير من 1 الى 8 نصل الى دستسور 
اوستروغرادسكي: | 
(E +. =‏ ا ٍ] 0 


TO 


5 9 (cos a,P, (z) + .:. ومه ل‎ On Pa (2)) dS. 


إذا كان 5-1 فإن الساحة © تصبح مجالا وحافتها 8 مؤلفة من 
نقطتين ويستبدل تكامل السطح في الطرف الثاني من (4) بفرق قيمتي 
التابع (*)5 عند هاتين النقطتين؛ وهكذا نجد دستور نيوتن - ليبنيتز من 
جديد . اما في الحالة العامة فيرد دستور اوستروغرادسكي تكامل حجم من 
شكل خاص الى تكامل على السطح الذي يمثل حافة الحجم المعتبر. 


لنر ما يحتويه هذا الدستور إن كل تابع (م) ,م في تكامل السطح الوارد 

في الطرف الثاني ع ا ا ثم إن 
كل تابع () ۶۸ في تكامل الحجم الوارد. في الطرف الاول مشتق 
للإحدائية الموافقة له. يمكن القول ان الانتقال من الطرف الثاني للمساواة 
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(5) الى طرفها الاول ينحصر في تعويض الرموز سي بالرموز 
وتكامل السطح بتكامل الحجم. 


إذا كان «# عه 2) ,م فإن الدستور (5) يؤدي الى نتيجة هامة: 


6) | ndz=n|G|= 9 5 COS بره‎ ‘Ta dS, 
5 


8 k= 


وافكدادم حدر عل مسجم الجاعة اا يكال n‏ الذي بال 
حافة تلك الساحة. 
هناك نتيجة مفيدة اخرى تأتي من الدستور (4). نحصل عليها بضرب 
طرفيها في شعاع الاساسٍ و جع رعو ارت الحدلات ادر 


3 e = grad P (z), 5 له لوووك وقوه‎ 
1م 1ه‎ 1 
0 ا‎ grad P (z)dz = f m (z)  )ت( ,5ك‎ 
G S 


وهي علاقة تمثل واحد من الرموز الشعاعية لدستور اوستروغرادسکي . 
إذا وضعنا ف هذه العلاقة 1 ك (2) صر نصل الى العلاقة: 
;0= 5ك (ه) n‏ 
8 
اي ان : القيمة الوسطى للشعاع الواحدي للناظم على السطح (المرن 
بتقطع ) الذي يئل حافة الساحة ۷ قيمة منعدمة. 
1.4 .4 . نتناول الآن استنتاج الدستور 4(31.4) الذي يأتي منه الدستور 
4 ©. نرمز به لسقط الساحة © على مستوى الاحداثيات 01ت 
Ti, «° “9‏ 
أ. نفرض مؤقتاء كا جاء في 25.3 جء ان الساحة © تحقق الشرط 
التالي : 
( * *) نفرض ان كل مستقيم عمودي اما ان يكون بدون نقاط مشتركة 
مع © واما ان يخرق 6 وفق قطعة مستقيمة (قد تنحل في نقطة). 
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تعين المتراجحات التالية المجال المذكور آنفا: 
Q (zy, -.., nD) Sn SY (Zn ° n) ١‏ 

حيث © و ف تابعان مستمران. ندخل الرمز لوسمتة ,<< ,=2 

نطلق مصطلح الجزء الاعلى للسطح 8 على جزئه .5 المعين بالمعادلة 
”)ف سبو ومصطح الجزء الادنى لك على جزئه 4ك المعين بالمعادلة 
('٭) © = مت لدينا عند نقاط الجزء الاعلى وى المعرف فيها الشعاع " 
المتراجحة 0 > ل( ,*”) ؛ ولدينا المتراجحة 0 < (مء ,*”) على الجزء الادني 
بى. وهكذا ينتج من 26.3 د: 


(m, درم‎ (TRT: ^) = 
1 

1+ ( طني ) +. .+ ) 7 
ا 

ا 


کے( ...+“ 


(r€ Se), 


(zE S1). 








1+ (- م02 036 


عند تطبيق قاعدة تحويل تكامل مضاعف الى تكامل مكرر (25.3 - 
ج) عدة مرات وتعريف تكامل سطح فإننا نعصل على : 





¥’) 
(1 E مد[‎ 
= | )م‎ ” , hp) dz عام[‎ (raz = 
0 0 : 
(r, 0(2) (m, NV (FE) +...+ (E) +14 + 





|۶ 

Q 

+ [ ,مام‎ o(F) (mn, eV (FE) +... ) حير‎ ( +1 = 
ل‎ | 
-[ 


و5 


P (xz) (Mm, en) dSa + 8 (m, en) 8= P (z)cos wn dS. 
8 : 
1 


وهكذا اثيتنا الدستور 31.4 باعتبار الافتراض (*). 
ب. كبا ورد في 25.3 دء فإننا نستطيع اعتبار حالة اعم . لنفرض ان 
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الساحة © اتحاد ساحات »6 ...6 بدون نقاط داخلية مشتركة 
تحقق كل منها الشرط (»* *)؛ نكتب الدستور (4) من اجل كل ساحة 
من هذه الساحات ونجمع النتائج؛ يعطي جموع تكاملات الحجم على 
الساحات 68 تكامل الحجم على الساحة ©. كا يمثل جموع تكاملات 
السطح على الحافات :5 للساحات :6 تكامل السطح على الحافة 8 
للساحة 6 ذلك لأن الحدود الموافقة للتكاملات على اجزاء حافات ري 
الواقعة داخل © تختصرء وهو ما رأيناه اعلاه. ٠‏ 

كنا قلنا بأن اثبات الدستور 4(31.4) يثبت دستور اوستروغرادسكي 
4 .5)31( في حالته العامة. 
4 . لنثبت الآن بأن تفرق حقل (2) مم ,. . ,(2) ,)= (2) #يكون 
موجودا ومستمرا بمجرد قبول المركبات. () ,ص ,. : . ,(2) ۶ للحقل 
(2) ۸ لمشتقات مستمرة. لهذا الغرض نكتب من اجل الساحة © دستور 
اوستروغرادسكي 5(.4): 

١ (m, R) dS = § (cos a,P, + Leo وقوه‎ RS = 
8 


(z) + Pa (z2)‏ ع 
dz.‏ سكف ج02 .+ 4 س ) [- ة 


إن كثافة  24.3(‏ ج) التابع الجمعي للساحة © الوارد في الطرف 
الثاني هى التابع الوارد تحت رمر المكاملة :. 


۳ 0 مق (2) ,م6 يم ) _4_ 
.2 “و ال ل - ممق ( 3 ...+ lim TOT | ) dz‏ 





وبالتالي فإن تدفق الحقل ۸ الوارد ف الطرف الارل من )1( لها نفس 
الكثافة › إذن: 


8 مم ٠. : 3 ٠.‏ 
: ا رعق ات LAU‏ لامك = () 8 div‏ عد R)dS‏ ا "TT‏ جوج lim‏ (2). 


وهو ما يثبت قضيتنا. وهكذا نحصل على شكل صريح لتفرق للحقل ۸. 
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61.4 . الحالة 2-؛ دستور غرين (67668). في حالة 2=" 
فإن الساحة © شكل مستو محدود بمحيط ا1 مرن بتقطع. إذا وضعنا 
R= R (r, y) = eM (zr, y) + eaN (xz, y)‏ 
حيث (ن ,) 74 و (لا ,#) ٨‏ تابعان مشتقاته) الاولى مستمرة» فإن دستور 

.اوستروغرادسكي يكتب على الشكل : 
Rar,‏ مها قا -مفعة )$ + JIO‏ )01 


Rf 
4 


١ 7‏ 
حيث 8 الشعاع الواحدي الناظمي على المحيط 1 الموجه نحو خارج 
الساحة 6 (الرسم 1.4 - 4). من الملاحظ الآن ان التكامل المنحنى في 
الطرف الثاني ليس متعلقا باتجاه التجول على المحيط اء لأننا لم نشت بعد 
التوابع الوسيطية للمحيط. نختار كوسيط طول القوس ك المحسوب وفق 
الاتجاه الموجب للمحيط (أي في الاتجاه المعاكس لعقارب الساعة)؛ عندئذ 
يكون الشعاع القطبي ۲ للمنحنى .1. وكذا الامر فها يخص الشعاعيين ۸ 
و تابعا ل5 وتصبح لدينا العلاقة: 
(m, R)dL = § (m (s), FR (6)) ds.‏ 1 
نؤكد بعد ذلك ان 1 
dz.‏ الس ورف M‏ و Û (m, Rds=‏ 
L L 3‏ 
بالفعل فإن مركبتي الشعاع الواحدي ى .+ الاس للمحيط 1 


d Ix dz NAS 
= وم‎ 0+, e) ° ومن = س“‎ (7, e) ها‎ 


: N 
إذن:‎ «dtm (ds ومن‎ (T, €) » dy = ds cos (T, 6) بحيث ان‎ 
. 2 2N 
9 M dy—N ع يدك‎ f [M cos (T, ea) —Ncos (Tt, €,)] ds ح‎ 
L L 
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۸ 3 ا 
[LM cos e,) +N cos (m, e2)] d= f (m, R) ds.‏ 0 = 
r 8‏ 
يأخذ دستور اوسترورغرادسكي على الشكل : 
aM  öN‏ 


يسمى هذا الدستور عند كتابته على هذا الشكل دستور غرين . 

من اجل بر = ۷ ,× = ۷١‏ فإن .الطرف الاول يمثل ضعف مساحة 
الساحة 6. وهكذا لذينا: 

ونه ابكرم 
كنا رأينا هذا الدستور في ي 49,9 بطريقة اخرى.. 
عند تعويض 1 ب لوو الاب 4 في (2) نجد: 
f Mar +N ay.‏ - وه عه ( كي حك ) ! (3) 
إذا أخترناء كالسابق, الوسيط على المنحنى 1 طول القوس 25 نجد: 
pe NS) e ) ds‏ 

حيث يرمز جح دائثيا الى الشعاع الواحدي الاس للمحيط ا. 


نصل إذن الى ضياغة اخرى لدستور اوستروغرادسكي من اجل 1-2 : 
aay = 08 0‏ ( كل يك ) 1 (4). 
حيث (34,81)-5 تابع شعاعي مرکباتاه هما (ين ,ه) × ,)ن ,2) 234 الأ 
مشتقات مستمرة في الساحة 6. 
4. التوابع ذات القم الشعاعية. إن مركبات الحقل 
(,5 ,.. . ,وط) = ۸ ليست بالضرورة توابع عددية: تبق كل نتائج 11.4 
- 61.4 قائمة من اجل التوابع (2) رم عندما تأخذ قيمها. مثلاء في 
فضاء باناخي 8. بالطبيعة الحال» يجب دائما اشتراط على التوابع (م) رم 
ان تكون مستمرة بالنسبة ل :*. بصفة خاصة يقوم دستور 
اوستروغرادسكي 5(31.4) على الشكل: 
(z)dS (€ B).‏ حت z= 3 cos‏ 0 2 (1) 


S إعدم‎ 
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تبقى القاعدة المشار اليها في 31.4 دائ) قائمة: عند الانتقال من الطرف 
الثاني الى الطرف الاول تستبدل المركبات ره وهء للشعاع 0 برموز 
الاشتقاق بالنسبة للإحدائيات الموافقة لها ويستبدل تكامل السطح بتكامل 
الحجم . 

اخيرا. من اجل 1=2 و( ,031) = #اتبقسى صيغتا دستور 
اوستروغرادسكي 4 .1)61( و4 .4)61( e‏ 





)2( J) (d= $m, R)JdL, 
(3) J) زا ل‎ dz dy ب‎ f R)dL. 


14. إن بعض النتائج الهامة المترتبة عن 4 1 تتحقة تتحقق في الحالة الق 
تكون فيها التوابع 2) رم ذات قم في فضاء بعده منته. نعتبر الجداء 
الشعاعي في Ra‏ لشعاعين (و9 qa.‏ ,91( = وو(و0 R = )0 Qs,‏ 























e €3 e €‏ 1 €4 يع © »€ | 5 
|0 و0 وو + و0 0 q2‏ و0 و0 1 = =] lq,‏ 31 1( 
€4 6 و6© 9و6 €3 €3 
1 ع , = م چ P‏ 
Q0‏ | ° و0 ,0 | * و0 و0 | 1 




















عندئذ يؤدي الدستور 4 .1)71( الى النتيعجة : 


69 6 64 1 3 
و9 COS 00 ©0501 COS‏ §( = كل )2( ١ Px‏ يهو 2 [mn, R]dS=—(‏ لك 
(2) و0 (ه) و0 (2) ,19 3 وو 8 


6 €2 63 


دو( mE‏ ود بوه I‏ 
(0)2 ):0 ,0 | ` 


+ ) 80: _ و70‎ ) e+ ) زه( لك __ ه00‎ dz. 


dzg وندل‎ Oz, 


dS = 


























تسمى العبارة 28 [8: ,۸] (ا دوران الحقل الشعاعي(2) 8 على الحافة 
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5 للساحة 8. سنوضح في 4 العنى المندسي ولميكانيكي لهذا 
الم ش 
لمفهوم . 


8 2.4. دوار الحقل الشعاعى 

4. التدرج والكمون. ٠‏ 

أ. ليكن إم < ؛ < (0,a‏ م حم {z € R,:‏ ءا منحنيا مرنا بتقطع » معطى 
في ساحة«۸ے م» بدون نقاط شاذة (أي أن ()* غير منعدم على 
1 ). يمكننا عندئذ توسيط المنحنى ا بوسيط طبيعي وهو طول القوس 
5؛ ويكون الشعاع () 'ه = + الشعاع الواحدي الماس للمنحنى 1. نعتبر 
الى جانب ذلك حقلا شعاعيا مستمرا ((2) .2 ,. . . ,(2) ,۶) = ۸ معطى 
في الساحة 6 . يسمى العدد 


010) | (O, 8 )8(( ده‎ | Pde, +... + Pu dz, 
1L 


تكامل الحقل 8 عل المنحنى ا]. 

إذا فسرنا الحقل ۸ على انه حقل قوة (الجاذبية, مثلا) تفسر العبارة 
(1) على انها تمثل عمل القوة ۸ على السبيل 1. نلاحظ انه من المهم في 
بعض المسائل الميكانيكية الا يتعلق هذا العمل بالسبيل 1 وان يتعلق فقط 
بنقطتى الوصول والانطلاق. لكن هذه الحالة ليست معتادة وعليه نسأل 
السؤال التاليء وهو رياضيا محضا: ما هي الشروط التي ينبغي فرضها على 
الحقل 8 (اي على التوابع Py... P,‏ ) كي يكون تكامل الحقل ۸ 
على اي سبيل © ے1 متعلقا فقط بطرفي 1 ولا يتعلق بالمنحنى 1 نفسه؟ 

نفرض ان الحقل 8 حقل تدرج تابع سلمي (2) ۾ . أي ان: 


8ل = رم ,م 2 لقي - م) رم )2( 


عندئذ يكون تكامل الحقل ۸ على اي سبيل .1 معينا فقط بنقطة 
الانطلاق 4 ونقطة الوصول 8 للسبيل .ةء وذلك لأن: 
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ل عط إسمطيق + Pans...‏ أدبو fe.‏ (3) 
dz, = Î d= 9 (B)— 9(4)‏ 2 + 
ّْ 1 
إذا تحققت العلاقات (2 ) فإننا نقول عن الحقل ۸ إنه كمونى ويسمى 
التابع (ء) ‏ “كمون الحقل ۸. تقرأ المساواة (3) بلغة الميكانيكا كا يل: 
إن عمل حقل قوة كموني(, ,. . . ,,ل) -#عل سبيل 1 يصل نقطتين 
4 و 8 يساوي فرق قيمتي الكمون عند النقتطين 4 و8.: 
ج . إن القضية العكسية صحيحة ايضا: 
نظرية. إذا كان تكامل حقل ۸ على كل سبيل ا في الساحة 6 لا 
يتعلق سوى بطرفي 1 فإن ۸ حقل كموني. 
برهان. نثبت في الساحة 6 نقطة 4 ونضع من اجل كل نقطة اخرى 
:B = 8 (zy, ۰ ., Zn)‏ 8 
(t, R) ds‏ | له ,... (B)=Q (Z4,‏ ب (4( 
4 
حيث تتم المكاملة على اي سبيل يصل النقطة 4 ب8 في الساحة 6©؛ بما 
ان تكامل الحقل لا يتعلق فرضا بالسبيل فإن التابع (8) + معرف بشكل 
وحيد. لنبين أن 





grad q )8( = R )8(. 


لبلوغ ذلك نكتب مشتق التابع + وفق اتجاه كيفي ۸ معين بشعاع 
واحدي ©6. نختار نقطة 8 على نصف المستقيم البارز من النقطة 8 في 


الاتجاه .2 (الرسم 4 - 1) ونشكل النسبة: 


p (2)‏ -(8) م 
5 |78-ىر8| 


A 
58, 
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يمكن القول أن الكمية (B,)‏ بو هي تكامل الحقل ۸ على اليل 
88 , حيث ,88 0 عندئذ يمثل : 


Bı 


¢(B4)—q(B) _ ا‎ (t, R) ds 
B 


FÎ‏ |#-ىي8| 





القيمة الوسطى للتابع (# ,م) = (8 ,5) على القطعة ,88 . إذا اقتربت 
,8 من 8 فإن هذه القيمة الوسطى تؤول الى النهاية ((8) ۸ ,6) 
وبالتالي فإن مشتق التابع © وفق الاتجاه 4 عند النقطة 8 موجود. 





0ه 


)مم - هليه ,... ,رورم . هيه 

وهذا يعنى بأن الشعاع ( ۸)8 مطابق لتدرج التابع © (4 ) عند النقطة 
8 انتهى البرهان. 

نشير ايضا الى انه لا یکن ان يكون لحقل شعاعي معطى ۸ سوى تابع 
كموني واحد © » بتقدير ثابت . بالفعل » إذا كان ١‏ تابعا کمونا ثانيا 
للحقل ۸ فإن لدينا حسب الدستور (3): 

0: : 
نلا‎ (B)— (4) = | (t, R)ds= و‎ (B), 

ومنه يأتي : "A o‏ 
const,‏ + (8) ب = )4( Pp‏ - (8) م = (8) p‏ 
حيث © ثابت» وهو المطلوب. 
د . يقتصر السؤال الوارد في أ على ما يلى: ما هي الشروط التي ينبغي 
فرضها على التوابع (2) Py )#(, .., Pn‏ كي يوجد تابع (۾) ۾ بحيث 


د ZE‏ = )2( ,م e‏ مك =2( وص )5( 

إننا على عام بالجواب على الاقل من ا ساحات صغيرة بكفاية او 

مترابطة ببساطة في الفضاء 82 (2 .16 ب): لكي يوجد تابع (2) م يحقق 
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الشروط (5) يلزم” ويكفي ان تتحقق المتطابقات التالية: 
ا Pı (z OP; (z)‏ 
j=1,...,n).‏ 2 ا (6) 
نلاحظ ان هذا الشرط يصبح غير كاف إذا كانت الساحات غير 
مترابطة ببساطة (انظر التمرين 6). 
8 3 1 








الرسم 2.4 22 4 

4. جولان حقل شعاعي. لیکن 08مدط 
و40"8-/1 منحنيين (مرنين بتقطع) ينطلقان. في ساحة 
,هح 6» من نقطة معطاة 4 ويصلان الى نقطة معطاة 8 (الرمم 2.4 - 
2). عندما نسير على المنحنى 1 من 4 نحو 8 ثم نعود الى النقطة 4 على 
المنحنى ١ا‏ فإننا نرسم محيطا مغلقا ۸٤8٥'۸‏ د۲. لدينا في 
هذه الحالة» من اجل حقل شعاعي مستمر ۸ مختار بشكل كيفي: 


)1( | 

| Ras ٍ (r, R) ,م ا ح و4‎ #264 ( (r, R)ds=  (t, R) ds. 
۰ 9 ACB 804 r 

يسمى تكامل حقل ۸ على طول محيط مغلق 1 جولان الحقل ٭ على 


هذا المحيط. 

تبيّن المساواة (1) أن المسائل المتعلقة باستقلال تكامل حقل سبيل 
مكاملة تكافيء الشروط التي تضمن انعدام جولان حقل على كل محيط 
مغلق. إذن فإن الجواب على السؤال الاخير هو الجواب على السؤال الذي 
سبقه: يكون جولان حقل 2 على كل محيط مغلق في ساحة 6 منعدما 
إذا وفقط إذا كان الحقل ۸ كمونيا في الساحة 6©. ينحصر الجواب» في 
الساحات الصغيرة بكفاية او المترابطة ببساطة. إذن في تحقق العلاقات 
2)4). 
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32.4 . مسألة ميكانيكية اخرى. ليكن (×)۸ حقلا شعاعيا معطى في 
ساحة © من الفضاء و8 . نفسره هنا ايضاء كا جاء في 11.4. كحقل 
سرعة سائل متحركة. نسوق فيا يلي تجربة مثالية في الميكانيكا. نقيم في 
الساحة. © عجلة صغيرة اسطوانية © مزودة بعدد كبير من الألسنة» 
يمكنها الدوران بحرية حول محور مثبت بشكل كيفي ؛ نعيّن الاتجاه الموجب 
للمحور بشعاع واحدي ! (الرسم 2.4 - 3). بالتأثير على الألسنة تقوم 
جزيات السائل بإدارة العجلة © بسرعة زاوية (4,!ا,©)ه تتعلق 
(في نقطة معينة 4 من الساحة 6) بالشعاع 1. لنتفق على قاعدة تعيين 
الاشارات ( بافتراض ان جملة الاحداثيات تقع على اليمين) : السرعة الزاوية 
للعجلة موجبة إذا دارت في الاتجاه المعاكس لاتجاه حركة عقارب الساعة 
وذلك عند النظر من خلال موصل الشعاع 1 (الذي يقع منطلقه في 
المركز 4 للعجلة ©) وتكون سالبة في الحالة المعاكسة. بجعل اتجاه الشعاع 
1 يتغير بكل الاشكال الممكنة (مع الاحتفاظ بموقع منطلقه 4) نحصل 
على قم مختلفة. طويلة واشارة» للسرعة الزاوية؛ تأخذ السرعة الزاوية 
قيمتها الاعظمية ه۵ من اجل موقع 1١‏ للشعاع 1. دوار الحقل ۸ عند 
النقطة 4 هو تعريفا الشعاع ولوه2 . 

إن تعريف دوار حقل شعاعي معطى بهذا الشكل الميكانيكي لا يكن 
اعتباره سلا من وجهة النظر الرياضية. ( فهو.يعتمد على بعض الافتراضات 
المتعلقة بتجاذب جزيات السائل مع الالسنة» وهو لا يدلنا عن شيء عندما . 
تكون السرعة الزاوية الاعظمية موافقة لموقعين مختلفين لمحور العجلة ©؛ 
اخيرا فإن الدور الذي تلعبه أبعاد العجلة بقي غير واضح.) نحاول الآن 





إن التأثير الدوراني لجزيآت السائل على لسان من السنة العجلة © 
تعينه. مركبة الشعاع # على طول خط تأثير اللسان المعتبرء اي الكمية 
((/3) ۸ ,(34) >) » حيث يمثل (34) > الشعاع الواحدي الماس لدائرة 
دوران اللسان الموجب (الرسم 2.4 4). إن ما يدير العجلة هو التأثير . 
الكلي لكافة الجزيات على الالسنة. ومن ثم فإن افضل افتراض طبيعي 
يقتصر على القول بأن السرعة الخطية ۷ لكل نقطة على دائرة العجلة 
تساوي المتوسط الحسابي لكل الكميات (۸ ,+) » اي التكامل على السطح ' 
الجانبى < للعجلة ©: 

sy] f (r. mas, ١‏ ده 
حيث يمثل « نصف قطر الدائرة ويمثل 8 سمك العجلة ©. 

للحصول على قيمة السرعة الزاوية» يجب تقسيم السرعة الخطية على 
نصف قطر الدائرة؛ بما ان الحجم || للعجلة © يساوي 

77 فإن لدينا العبارة التالية بلخصوص السرعة الزاوية المطلوية: 

(t, 7‏ |[ 7= ,0)ه 

إذا اردنا ان يكون لدينا مميز للدوران المتعلق ليس بدائرة العجلة بل 
بالنقطة 4 نفسهاء يجب ان نجعل في العبارة المحصل عليها نصف قطر 
العجلة وسمكها يؤولان الى الصفرء ثم ايجاد نهاية الكمية 2 ,0) ه 

ليكن (0)34: الشعاع الواحدي الناظمي عند النقطة 34 على الدائرة. بما 
ان الاشعة 1 ,+ ,7 موجهة وكذا الامر فها يخص اشعة الاساس /, ء 
وه وء (نذكر ان جملة الاحداثيات تقع على اليمين!) فإن 
|« ./] -: > ؛ ثم نجد بفضل الخاصية الدورية للجداء المختلط: 

RY)‏ رسا ,( = RF)‏ ,لس ,1]) = (# ,5) 22ء ومنه يأتي: 


» (Q, دز‎ 1 (, [m, RI) dS => (1, rif (rn, R] dS) 


نلاحظ ان الشعاعين ” و 1 جمولان على نفس المستقيم في قاعدة 
الاسطوانة ©. أي ان 0= (ه# ,س) ,) ؛ وبالتالي . فإن عبارة 
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الطرف الثاني لا تتغير عند تعويض التكامل على السطح الجانبي للاسطوانة 
بالتكامل على سطحها الكل 5: 


Rds) .‏ ل سم ,1) ل =0 ,0)ه 


42.4 . آن الاوان للجوء الى لغ رياضية متينة. 
أ. لیکن (2) و ,(2) و ,(2) رص) = ۸ حقلا. شعاعيا مستمرا معطى في 
ساحةو۴ ح 6. نعتبر ساحة © ح 0 حدودة بسطح مرن بتقطع 5 ناظمة 
الخارجى ". تعودنا على العبارة 

8 ( ım, mas 
. منذ 81.4؛ نذكر انها تسمى دوران الحقل ۸ على الحافة 8 للساحة‎ 
إن الدوران تابع جعي بقوة للساحة © وذلك لنفس الاسباب الواردة في‎ 
. بخصوص التدفق‎ 24 
ب . نسمى الدوران المتوسط للحقل ۸ في الساحة © نسبة دوران الحقل‎ 
(على السطح المغلق 5) على الحجم | 0| للساحة © (التي حافتها‎ 8 
نفرض أن الساحة © تتقلص غو نقطة 6 #6 . إذا كان الدوران‎ .)8 
المتوسط للحقل ۸ في الساحة © قابلا لنهاية لا تتعلق بشكل الساحة‎ 
المتقلصة نحو نقطة لاء فإن هذه النهاية تسمى دوار الحقل ۸ عند‎ © 
. R0 R)۷(ب النقطة ا ونرمز لها‎ 


وهكذا 
lm, R] dS.‏ ل يب rot F (y) lim‏ 


نرى إذن ان (8)1 ۸٥٤‏ يمثل كثافة التابع الجمعي بقوة (1) 
وهو دوران الحقل 2 على حافة الساحة ©. نلاحظ. خلافا للتدفق 
والتفرق » ان الدوران والدوار ليسا تابعين سلميين, بل شعاعيين ( لساحة 
ولنقطة على التوالي). ' ظ 
ج. باستبدال الجداء السلمي ( # ,+ ) في الاستدلال 21.4 بالجداء 
الشعاعي ‏ (/ ,ج 5200 4 انجد انه: إذا كان Rot R(y)‏ 
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موجودا ويمثل تابعا مستمرا للنقطة © 6 #.فإن لدينا: 
rot R(y) dy = © (mn, R] dS,‏ ( | 
j rms‏ 
وذلك مها كانت الساحة © - © ذات الحافة 8 المرنة بتقطع. 


د. عند تطبيق نظرية اوستروغرادسكي» يمكننا البرهان على وجود 
واستمرار الدوار بافتراض ان المركبات Pa, Pa‏ مول للحقل 8 تقبل 
مشتقات مستمرة. بالفعل فإن لديناء باعتبار هذا الفرض» استنادا الى 
الدستور 81.4 (2): 


و62 و26 €4 


dS = 


(f ir, زه‎ 05 = 0 


COS ره‎ COS Mg COS Og 








5 8 P, Pa P4 
°` €4 6 €3 
8 0 0 
اه‎ 
° | ره وص رص‎ 
إذن:.‎ 
61 €2 €3 
rot R (y) =lim Tor or 6 78105 = ج 5 د س‎ 
1o 3 
Pı(y) Ps(y) P;(y) 
ش مق مق اوم _ 0 ) ہے‎ 
زليه - لبيك ) +( )د‎ + 
E _ OP, (y) 
+ ) ةللاو‎ ٠ 


4 .52 .نعود ثانية الى التجربة المثالية المبينة في 32.4. إذا كان (8)4 غ120 
.موجودا فإن لدينا فا يتعلق بالسرعة الزاوية للعجلة © ذات المحوراء 
العبارة التالية التي تمثل نهاية: 

rot R (4)).‏ ,1( عقو ,)هس 
لتكن م زاوية الشعاعين 1 و (4) ۸ . عندئذ يتبين من تعريف الجداء 
السلمي : 

o )0, 1) = لل‎ [rot R (4) | وم‎ 0, 
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ومنه تاتي النتائج التالمة : 

أ. تأخذ الكمية ( ,۵)0 عند نقطة ‏ قيمتها الاعظمية 
|(4) # ١١١ا‏ ج عندما يكون الشعاع 1 موجها وفق الشعاع 
(4) 06 ( تكون السرعة الزاوية للعجلة © في هذا الموقع اعظمية» 

وهذا ما يتفق مع التعريف الاول « الميكانيك » للدوار بوصفه شعاعا موجها 

في اتجاه حور الدوران بسرعة زاوية اعظمية» طوله ضعف السرعة الزاوية 

الاعظمية). 

ب. عندما يكون ! عموديا على الشعاع (8)4 806 فإن القيمة 
(: ,0) ه منعدمة (العجلة لا تدور من اجل تلك الاتجاهات للمحور ). 

ج. تأخذ الكمية 9 ,0) ه فا يخص الاتجاهات الاخرى للمحور قيمها 

بين | )4( ro F‏ | لس و | (4) 8ام | چ . 

4 . دستور ستوكس (‰8٥۲؟)‏ . كما سبق ان رأينا في 4 .42 فإن 

دوار حقل شعاعي 8 مركباته و2 ,وط ,۶ قابلة للاشتقاق يكتب 


بدلالة الاحداثيات على الشكل : 


و6 و6 6 





0 0 8 Ps _ Ps 
( 1 ) rot R 2-5 021 و02‎ rg 2 6 ( و02 و02‎ ) 
P, Pa وص‎ 





0P, و‎ (e-0 . 
+) و‎ 6 ) + êz و0‎ 


إذا كان دوار الحقل ۸ في ساحة تعريفه »G‏ منعدما فإن لدينا في هذه 














: الساحة‎ 
2 Pg و6 و6 د‎ oP, OP» oP, 
( ) و0‎ 3 iî : 024 2 zg 9 021 5 zg 


إذا كانت الساحة 6 بسيطة بكفاية » مترابطة ببساطة مثلا ء فإن جولان 
الحقل ۸ كا رأينا في 22.4 هو: 
(t, R)ds.‏ § 
3 مآ 
منعدم على كل محيط 1ا. وبالعكس إذا كان دوران الحقل 8# على كل 
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محيط مغلق في الساحة 6 منعدما فإن العلاقات (2 ) محققة بفضل 222.4 
وبالتالي نجد ان دوران الحقل ۸ منعدم. 

إذا کان 0كو8#8 04 فإن جولان الحقل 2.8 عموماء غير منعدم 
عموما. بما/ ان المقدارين يميزان خاصيات دوار حقل ۸» فمن الطبيعى ان 
. نتوقع صلة بينهها تكتب بشكل أو بآخر. يَصف هذه الصلة دستور 
ست وکس . 

كنا بينا الدستور الموالي في 42.4 د من اجل حقل شعاعي. 
(وص بوه ,ر۶) = ۸ دواره مستمر في حقل © محدود بسطح مرن بتقطع 
55 
ش fm, mas‏ سمس رز ابم 
حيث 8 شعاع واحدي للناظم الخارجي . 

نختار كساحة © الاسطوانة القائمة ذات الارتفاع ۴ (الرسم 2.4 5) 
تمثل قاعدتها ساحة ا تقع في مستو 8 محدودة بمحيط 1. نرمز با 
للشعاع الواحدي الناظمي على المستوى » وب + للشعاع الواحدي العمودي 
. على 1 والماس للسطح الجانبي للإسطوانة © المتجه في الاتجاه الموجب 
( بالنسبة لا) ليكن 8 السطح الكلي و 2 السطح الجانبي للإسطوانة ©. 
لدينا : 


(4) 0 زم ]ا‎ as) - 9 0, [m, R]) dS = 


5 8 
(a Ras,‏ |[ كة 8 ,زم ,0 j‏ | كه ررق j 0, im,‏ = 
3 كك 
لأن الشعاعين ! و :5 مولان على نفس المستقيم على قاعدتي الاسطوانة 
©. نرمز ب «7المقطم الاسطوانة ©. بالمستوى الموازي قاعدتي © والمار 
على بعد مسافة ط من القاعدة السفل . وب 7۸ لمحيط المقطع ۸۰ عندئذ 
يكون لدينا من اجل كل تابعين ٩)×(‏ و(*)8: 
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1 ree )[[ F(z) 05 } dh, 


١ )ع ©{ ا‎ 26 ( dh: 
0 Ln ۰ 


: وة خاصة‎ 
1 (l, rot R) =| )][ (1 rot R) dS } dh, 


KH 
ا‎ (r, R) (9 (t, R) a8} dh. 


نقسم هاتين العلاقتين على ۸# ثم ننتقل الى النهاية بجعل 55 يؤول الى 0. 
نذكر أن نظرية المتوسط تعطى من اجل كل تابع مستمر () © : 
2 


: 1 
1 أاه‎ 0 h— 
0 1 (kh) dh— © (0), 


: وبالتالي‎ 
)5( ل‎ )1, rot R)dS واس‎ (r, R) ds, 
L 


وهذا بمراعاة كون العلاقة (4) والمساواة (3) مضروبة سلميا في 1. 

تسمى العلاقة المحصل عليها دستور ستوكس من اجل ساحة مستوية 
7. إنها تربط دوار الحقل ۸ وجولان هذا الحقل على المحيط ا الذي يحد 
الساحة 57. إذا كان الحقل ۸ قابلا للاشتقاق يمكن استنتاج الدستور (5) 
بشكل اكثر بساطة. نختار الاحداثيات بحيث يكون المحيط 1 واقعا في 
المستوى (لء×). عندئذ : 


Ps oP, 
öz dy ° 


وبذلك يكتب الدستور (5) على الشكل: 


dzdy = )( (t, R) ds,‏ (- ) ل 
L‏ 


1= (0, 0, 4), (l, rotR)= 
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أي انه مطابق للدستور المعروف- 61.4 (4). 

يمكن كتابة دستور ستوكس في شكل أعم قائم ليس من اجل جزء من 
المستوى بل من اجل سطح قابل للتوجيه (أي له شعاع ناظمي واحدي 
مستمر) تا محدود بمحيط ا (مرن بتقطع) (الرسم 2.4 - 6): 


.)6( ل‎ (l, rot F) 8= $ (t, R) 1 
L 


يرمز هنا1-1)341 الى الشعاع الواحدي العمودي على السطح 0ا عند 
النقطة× ؛ إنه ليس ثابتا هذه المرة بل يتغير مع النقطة 24. يمثل الشعاع > 
دائ الشعاع الواحدي الماس للمحيط 1 والموجه اتجاها موجبا ( بالنسبة 
ل١).‏ إذا كان الشعاع موجها في الاتجاه المعاكس فإن الطرف الثاني من 
(6) تتغير اشارته ولا تتحقق المساواة (6). 





الرسم 2.4 - 6 الرسم 2.4 - 7 


عندما يكون السطح ن منحنيا قليلا فإن قاعدة تلاؤم اتجاه الناظم 
واتجاه رمم المحيط المحدود بالسطح ليست سليمة ويحب استبدالها بالقاعدة 
السليمة التالية: يمكن دائا تقسيم سطح قابل للتوجيه تا الى قطع صغيرة 
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بكفاية و0 ,... ,8 محدودة بالمحيطات المغلقة رط ,... ,ره على 
التوالي نربط بين اتجاهات رسمها كا يلي: يُعيّن اتجاه رمم كل قطعة من 
الحيط ,5 مطابقة لقطعة من 1 بنفس الشعاع الماس» اما اتجاه الرسم لكل 
قطعة مشتركة بين محيطين :ا و وا فيتمثل في اتجاهين متعاكسين (الرسم 
4 - 7)» حينئذ يكون الشعاع الناظمي :” موجها على السطح ,0 بشكل 
يجعل اتجاه رسم المحيط :2 , عند النظر من خلال موصل هذا الشعاع. هو 
الاتجاه المعاكس لاتجاه حركة عقارب الساعة. يُبرهن على قيام مثل هذا 
التوجيه من اجل السطوح القابلة للتوجيه في الطوبولوجيا؛ سوف لن 
نتعرض في درسنا هذا سوى لسطوح اولية يكون فيها قيام التوجيه المشار 
اليه بديهيا . 

نستطيع القيام بالبرهان على الدستور (6) كا يلي. إن صحة الدستور 
من اجل الساحات المستوية تؤدي الى صحتها من اجل كل سطح قابل 
للتوجيه متعدد الوجوه ( مؤلف من عدد منته من الاجزاء المستويةء المثلثات 
مثلا) ثم عندما يكون لدينا سطح منحن (مستواه الماس مستمر أو مستمر 
بتقطع ). نمثله كنهاية سطوح متعدده الوجوه محاطة .7 مؤلفة من مثلثات 
 46.3(‏ د). بكتابة الدستور (6) من اجل كل ساحة م والانتقال بعد 
ذلك الى النهاية بجعل 8 يؤول الى مه » نصل الى الدستور (6) في الحالة 
العامة (46.3 - د). 

إذا قسمنا المساواة (5) على مساحة الساحة ا ومررنا الى النهاية 
بتقليص المحيط 1 في المستوى » نحو نقطة ه4 نهد ٠‏ ظ 

(7) (l, rot R 4= tim TT § (t, R) ds. 

إنه دستور هام آخر يعبر عن مسقط دوار حقل ۸ على منحنى (اتجاه) 

معطي ا بدلالة جولان الحقل ۸. 
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$ 3.4. المؤثر اطاميلتوق. 
13.4. يوحي تعريف تفرق حقل شعاعي (×)۸ (51.4): 


div 8 (y) =lim TT § (m, R)dS (ER) 
:)32.4( وتعريف دوار حقل شعاعي )ا‎ 


5 1 
rot 8 (y) = lim E: روم‎ R]dS (€ R:) 


بفكرة وجود تعريف عام يضم التعريفين السابقين كحالة خاصة منه. إن 
مثل هذا التعريف العام موجود وله الشكل التالي. 

ليكن (*)1 حقلا مؤثريا معطي في ساحة © من الفضاء 8 = *» 
بعبارة أدق هب ان (*)7 تابع قيمته من أجل كل ي تمثل مؤثرا 
خطيا من الفضاء × في فضاء باناخي مثبت لآ من اللائق» مؤقتا ان نضع 
رمز المتغير الشعاعي المستقل على يسار رمز المؤثر» وهكذا. من اجل كل 
× ع ه» فإن التابع (*)41. الآخذ قيمة في ¥ معرف من اجل كل © € بد 
نفرض بعد ذلك ان التابع (*)1 مستمر (بالنسبة للنظم المؤثري) في 
الساحة 6. يكون حينئذ التابع (*)91 هو الآخر مستمرا في © من اجل 
كل ير ع و ٠‏ بل انه مستمر بالنسبة لمجموعة المتغيرات ]1 © 9 و 66 م . 
نعتبر في الساحة © سطحا مغلقا ومرنا بتقطع 7 يحد ساحة جزئية ۷ 
حجمها |۷| » نرمز ب (8) ” للشعاع الواحدي للناظم الخارجي عند النقطة 
561 وب (8) ٣‏ لعنصر السطح 
تسمى الكمية 

Wr(7)= 5 م‎ (€) T (E) ar (Ë) (€Y) 


تدفق الحقل المؤثري («)1 عبر السطح 1 .. كما جاء اعلاه فإن تدفق الحقل 
(×)1 عبر السطح ۳ تابع جعي ( بقوة) يأخذ قيمه في لا. للساحة؟. 
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تسمى كثافة تدفق الحقل (×)1 عند نقطة 6 > 4 : 
e 1‏ 
Ear 6 (€),‏ 7 6 $ جزم vT (A= Jim‏ )2( 


عند وجودهاء هاميلتونى الحقل (*)7 عند النقطة 4. يسمه المؤثر 9 
(نابلا#)) الذي ينقل من الحقل (×)1 الى كثافة تدفقه المؤثنر 
الهاميلتوني. يتم المرور الى النهاية في الطرف الثاني من (2)» بشكل 
طبيعي, على مسافة الفضاء ۲ . إذا كان (4) ۷7 موجودا اينا كان في 
الساحة 6 ويمثل تابعا مستمراً ( بتقطع ) من النقطة ۸ (يأخذ قيمه في ) 
فإننا نلاحظ. كما ورد في 21.4. ان تابعا لساحة ۷٣)۳0‏ يكن 
استرجاعه انطلاقا من كثافته () W7‏ بواسطة الدستور: . 


(Bar (&)= | vT () dv )2.‏ 7 (6 م ف عه( م1 )3( 
و 1 
نثبت الآن انه إذا كان الحقل المؤثري (×)۲ ليس مستمرا فحسب في 
الساحة 6 بل له أيضا في © مشتق مستمرء فإن الكمية (4) ۷7 موجودة 
عند كل نقطة 6ع 4 › وسنجد لها شكلا صركا. ليكن 6©2,...ن6 
أساسا متعامدا ومتجانسا للفضاء × و .» ,. . . ,0 الزوايا التى يشكلها 
الشعاع (8) سر مع اشعة الاساس على التوالي. لدينا : 
mn )5( = cos aye +... + COS An’ ên,‏ 


n (ê) 7 (Ê) = cos ay-e,T () +... + eos n *enT (B). 
يتبين من دستور اوسترغرادسكى 1(71.4) ان:‎ 


§ m (E) 7 (E) dF (E) > 3] cosa, «exT (E) dF (E) = 
PF 


FT 5-1 
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ينتج من ذلك وجود النهاية (2) والدستور: 


١ م 4 ل‎ 
(4) vT (4) > lim ريل‎ 3 Tet د ل‎ 35 (eT )2( a 


وهكذا نستنتج العبارة (4) ۷7 بالتعويض الشكلي في عبارة qT(x‏ 
احداثيات الشعاع 4 برموز الاشتقاق بالنسبة للمتغيرات الموافقة 

طبقا لرمز الشعاع 4: «» [< = ٩‏ يمكننا ان نرمز للمؤثر ب 
Seng‏ = » وهو الرمز الذي ادخله هاميلتون ( (Hamilton‏ , 

كان بالامكان اعتبار الدستور (6) كتعريف للمؤثر الماميلتوفي. لكن 
ينبغي علينا عندئذ البرهان على أن العبارة الواردة فيه لا تتعلق باختيار 
الاساس المتعامد والمتجانس 62...,6١‏ . إن تعريفنا المباشر (2 ).ليس 
مرتبطا باساس . 
23.4 . أمثلة . 
أ. لیکن (*)5 حقلا شعاعيا في ساحة ,8 + × :2) 8,7,7 = ¥ ح © 
المؤثر الذي يعمل حسب الدستور ((×)4۳)×(=)4,۲. بوضع 
((2)اء ,. .,©) وه) = #) م نجد من اجل الكمية (() م ,9) = (ه) 77 : 


n 


(Vv, P (z2) = 2) gg (e, P)= 
e احير‎ 


وهكذا فإن عملية التفرق «418» حالة خاصة من العملية 9 
ب . لیکن (×)۶ حقلا شعاعيا في ساحةه8 = ×ے 6و و8 > × :(2) 7 
المؤثر الذي يعمل حسب الدستور: 
e4 e4 €3‏ 


01 da 03 
P,(z) P(r) (#)اوط‎ 


n 
kk 








qT (z) = ,و]‎ P [(ه)‎ = 








ي 0 ê ١‏ 2 62 5 
بتعويض الرموز ‏ 44۹5 ب 3 32 غيل إلى 
العبارة : 


و6 و6 2 
2 0 
و0 و س 


P,(z) Pa (xz) Ps (z) 
. V وهكذا يتبين ان عملية الدوار ( 0706 حالة خاصة من المؤثر‎ 


V7 )#( ع‎ [v, P ع [(ه)‎ 








ج. لیکن (<)27 حقلا سلميا في ساحةہ۴=×ے 6و 82 جه[ :2) 7 
المؤثر الذي يعمل حسب الدستور (*)90.5-(*)41. نجد هنا بخصوص 
الكمية ©2) م = (2) ۷7 الموافقة 


VP (z) ع6 ب ت‎ (2) = 2 A e, = grad P. 


وبالتالي نرى أن التدرج أيضا حالة خاصة من العملية اهاميلتونية. 
4 . تطبيق المؤثر ” على الجداءات. يتم تطبيق المؤثر الخطي ۷ على 
جداء و717 مؤثرين» في التحليل الشعاعي القدي › وفق القاعدة التالية. 
نتفق» في حالة وجود رمز ملموس للعبارة (م) W7‏ حيث تقع بعض 
المتغيرات ( حقول شعاعية أو سلمية) على يسار الرمز ” والبعض الآخر 
على اليمين, على ان المؤثر 7 يعمل على المتغيرات التي تقع على يينه فة 
على سبيل المثال يعمل المؤثر؟ . في الرمز 0 (7 ,م) » على 0 ولا يعمل 
على ه . نستعمل احيانا اتفاقا ثانيا: نزود المتغيرات التي لا يعمل عليها 
الرمز ۷ بالدليل الاضافي > (وكذلك بشكل مستقل عن ترتيب 
المتغيرات) الذي يبين ان هذه المتغيرات تلعب دور الثوابت. على سبيل 
المثال يعني الرمز 0 ,7) ان ” يعمل على 0 ولا يعمل على . 
ينبغي في مثل هذه الحالات وان كان بالامكان تحويل العبارة (م) ۷7 
بشكل يجعل المتغيرات المزودة بالدليل» تقع على يسار الرمز ۷ ؟ حينئذ 
نستطيع ع اتفاقاً. اهمال الدليل » لان موقع المتغير يدلنا على وجوب اعتباره 
ابتا. فها يتعلق بالمثال الوارد آنفاً يكفي تبديل ؟. و .5؛ عندئذ» باعتبار 
۶ كشعاع و ۷ كعدد سلمي. نحصل على: 

(Pe, V) 0 = (Pe, VQ) = (P, grad Q).‏ = 50 ,و 
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بعد هذاء نسوق القاعدة المتعلقة بذلك : نتيجة عمل المؤثر الطاميلتوني 
. على جداء عاملين يساوي جموع حدين يعمل المؤثر الهاميلتوني في كل منها 
على عامل واحد فقط. يعمل على واحد في الحد الاول وعلى الآخر في 
الحد الثاني . 

حتى نوضح هذا النص الغامض الى حد ما وحتى نستنتج منه قضية 
متينة نعتبر الفضاءات ذات الابعاد المنتهية ‏ ,نل ,2 ,۷ ,.# = × حيث 
(2 ,×) ۷1 و (8 ,)ات 17 مع التطبيقات الثنائية الخطية: 

X:V et W dans L (X, Y), 


V:V et U dans Y, 
A\:W et 7 dans Y, 


ونفرض من اجل كل شعاع × 4€ ومن اجل كل مؤثرين €۷ ۸ 
و78 € كان العلاقة الاساسية التالية محققة: 
5 /1 8 - هوم 5 ع (3 << 8) ؟ (1) 
نفرض بعد ذلك ان المؤثرين (م) ۸ = ۸ و2©) ى = ى يتعلقان بوسيط 
يتجول في × ساحة ج © وان مشتقاتها الاولى في © مستمرة. 
يتبين من 23.4 ان المؤثرين (2) ۸ و 2) 5 يؤثر عليها المؤثر س › 
ولدينا : .0 © ©) VS‏ ,2ت VR (z)‏ 


نظرية. نحتفظ بالشروط الواردة اعلاه. يقبل عندئذ لمؤثر 
(») ىعا(ه) ۸= (2) ٣ان‏ يطبق عليه المؤثر 7 .2 ولدينا 
A VR )( + R () V VS (a).‏ )2( 5 = ((م) ى V(R )( x‏ (2) 


البرهان. إن المؤثر ري 7 يقبل الاشتقاق بالنسبة [(8 ,... ,1= 0 رته. 
وذلك بفضل 43.1 ب ولدينا العلاقة: 
2 فيك »م E x S (e) +R‏ = رم) 5 (F(z) x‏ يم 
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a (R(x 5 (=8 ( تيوت ول‎ +R) V وا و‎ 


و29 


> ((ه) 5 x‏ (81)2) ده 3 9 - )2( عا و 8ج 
لجنا 


كدت RV es‏ 3 + يك مه لا - 





= 8 (2) A ج‎ gy, (eR (2)) R (2) V 2 3 (8 (2)) = 


اح 

=SAVRHRV VS, 
وهو المطلوب.‎ 
امثلة.‎ . 43.4 


أ. لیکن (©) 5 و (2) ۸ حقلين سلميين في ساحةہ۸=× ح6؛ لنبحث 
عن ((2) (R (z)-S‏ ش 

لدينا من اجل كل شعاع × 6 9 العلاقة البديهية التالية: 

.©) 5و.ه) R‏ = ©) لو.ه) S‏ = (هم) S‏ م 8) و 

يمكن اعتبار هذه العلاقة كحالة خاصة من العلاقة 1(33.4)غ2 وتعين 
الفضاءات والعمليات الواردة فيها کا يل = ل = 2 = ۲= × 
,)لاح W۷‏ = 7 ,۸۸ =( هي جموعة مؤثرات الضرب في عدد, × هي 
ضرب الاعداد اما ۷ و١/‏ فتمثل كل منهها ضرب عدد في شعاع). نجد 
بتطبيق الدستور 2(33.4): 
(a) =‏ تو .) grad )8 ) S (z)) = v (RS) = S (2)-VR (z) + R‏ )1( 

= S (z)-grad R (xz) + R (x)-grad S (az). 

باختصار » يمكننا اتباع الطريقة التالية باستخدام النص الاول للقاعدة: 


V (RS) ع‎ V (R.S) + V (RSe) = Re: vS + SVR د‎ 
= FR grad S + S grad R. 


ب. لیکن (2) ۸ حقلا شعاعيا و (2) ى حقلا شعاعيا في ,8 ؛ نبحثث 
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عن (2) 8 (2) ۸) اه . نتبع طريقة غاثلة لما سبق فنجد: 

(2) ش‎ ٠ 

div (RS) = (v, (RS)) = R (V, S) + S, (V, R) = R div S + (S, grad R). 
) ج. نحصل من اجل 3م ايضا على:‎ 

rot (RS) = [v, RS] = ,؟] ه‎ S] - [S, VR] = 

٠ = Rrot S — [S, grad R]. 
د. ليكن () ۸ و22) ى حقلين شعاعيين في ي . من اجل كل شعاع‎ 
لدینا:‎ ۹€ × 
(3) ,و)‎ IR, S}) = (S, lq, R]) = —R, lq, SD, 


ومنه يأتي : 


(5) divIR, S] = (v, IR, (زى‎ = (S, lv, 8[( — (R, lv, (زى‎ = 
= (S, rot R) — (R, rot S), 
)6( 


rot [(R, إلى‎ = [v, ÎR, S]] = R (v, S) — (R, ( فى — ف‎ ), R) + 
+ (S,WR = R div S — S div R - (R, V) 5 + (S, V) 2 
: تكتب العبارة ى (س ,۸) بدلالة الاحداثيات على النحو التالي‎ 


3 - 3 3 3 
: 80 
(( (RV) 5 - 5 Rag 8 رمرى‎ 89 (3, Ra FL) ex; 


=1 ادر‎ j=1 ht 





نرمز للعبارة 8( ,ى) بشكل مائل ل(7). 

53.4 . المؤثرات من الرتبة الثانية. نفرض ان لدينا في ساحة © من 
الفضاء ,۴ = 8 تابعا (2) 7 تمثل قيمته عند كل نقطة 6 2 مؤثرا 
ثنائي الخطية يعمل من × × × في فضاء باناخي .۲ بحيث ان الشكل الثنائي 
الخطية (× 96 , 6 م) (2) ۹7 يصبح معرفا. لنفرض ان (2) 7 
تابعا مستمرا لام وبالتالي ان (2) p٩7‏ مستمر بالنسبة لملجموعة 
المتغيرات PD, Qq, xz‏ 
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طبقا ل13.4 يمكننا تعريف العبارة (#*) ۷۹7 الخطية بالنسبة ل ©. 
بافتراض ان التابع (2) T‏ يقبل الاشتقاق واختيار اساس متعامد 
ومتجانس ٠...٠,‏ في * اختياراً كيفيا يمكننا كتابة: 


n 


9797 (2) = 3 Ê (engT (2)). 


af 
إذا كان (2) 7 قابلا للإشتقاق مرتين في الساحة. 6. يمكننا تعويض‎ 
تكتب على نفس الاساس 2000007 لداعل الحو‎ 


( 1) VVT (a) = 5 2 الك چ‎ (€R€ j 4 2) 


tS 1 


نستطيع اتباع كيفية اخرى: نعوض أولا ۾ ب9 ثم م بج فنجد: 


ليا 


(2) pVT (z2) = J, سيم‎ (eT (2), 
ji=4 


VVT ) = >) 2 Tej (eT )2((« 
j1 کم‎ 

وهذه العلاقة مطابقة ل(1). بفضل استقلال المشتقات المختلطة عن 
تمس الاشتقاق. يمكننا التبار الشكل القرين (2) 7م ؛ عند استبدال 
ل تيب كان) في الشكل السابق نجد من جديد 
العبارة (1) أو (2)› و يمثللان نفس العلاقة . الواقع ان النتيجة لا 
تتعلق بالشكل التربيعي (2) 7وو ٠‏ وهو ما ينتج من التوطئة التالية: 
توطئة. إذا كان ).7 و 7.)2 مؤثرين ثنائبي الخطية يحققان 

الشروط المصاغة اعلاه والعلاقة ‏ ,(2) و47٩‏ ع- (م) ‏ ,447 3 فإن 


VVT, (z) = VVT, (7). 


ESO FS الثنائى 17 ات‎ 
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لكن الفرض ينص على اذ 
ppT = 0, qqT =0‏ ,0 = 7 (و + م) (p + q)‏ 
إذن 
.0 عد qpT‏ + '201. 
عندما نعوض هنا م وي ب 9 ومراعاة ما قلناه اعلاه نجد ان: 
VVT + VVT = 2997 = 0,‏ 
ومنه يأتي (م) W7,‏ = (ء) ,772 » وهو المطلوب. 
36.4 . إذا كان (2) 2 تابعا سلمياء يمكننا كتابة العبارات التالية: 
VP = (y, VP) = div grad P, )1(‏ = م (و (V,‏ 
(ب) VP] = rot grad P (dans Rg).‏ ,7] = م [v, Vv]‏ 


إذا کان (#) ۶ حقلا شعاعياء يمكننا كتابة العبارات 


(V, V)P=V?P; (ج)‎ 
V(v, زم‎ = grad diy P; (د)‎ 
(v, {[V, P]) = div rot P; (ر)‎ 
[V, [V, P]] = rot rot P ; 1 (3 R». 

(س) 


إذا عوضنا س بشعاع عادي 94 فإن نتيجتي العمليتين (ب) و (د) 
منعدمتنان حسب قواعد الجبر الشعاعي . 1 


نختتم كا يلي: من اجل كل حقل سلمي (ج) م في ,و8 . فإن: 


,0 د (z2)‏ م rot grad‏ 1 (1) 
ومن اجل كل حقل شعاعي ر م في ۴ » فإن: 
.0 هك div rot P (xz)‏ )2( 


نستطيع التأكد من العلاقتين (1) و (2) المحصل عليها من 
الاستدلالات العامة بواسطة حساب مباشر: 


435 




















€4 6 €3 
0 0 8 
لومعم اوم‎ 2 (z) =| êz و62‎ êz |=0, 
oP oP aP 
024 Qza dz3 
2 0 û 
ûr و2‎ z3 
div rot P (z)=|_@_ هم‎ _@_|=0, 
021 Oza 023 
P, Pa Ps 


3 
جنم 


P (z) = e,P, (z) + وظيه‎ (z) + وظوم‎ )2( 


نعتبر العملية (8) . بما ان لدينا ما يلي بخصوص شعاع ٩‏ : 


n f n 
9= De, (0= Doh, (9P (2= م زو لح‎ (), 


فإن تعويض مركبات الشعاع بالمشتقات بالنسبة للإحداثيات الموافقة لها 
يعطي : 


(#) 2م 
0 02 


)3( 
1= 
يسمى هذا المؤثر التفاضلى من الرتبة الثانية مؤثر لابلاس (1366مهن1) ؛ 
وهو واحد من اهم المؤثرات التفاضلية في الفيزياء الرياضية. 
يكن ان نعبّر عن العملية ( س) بدلالة (ج) و (د). يعطي الدستور 
4 .4(53): 
lv, [v, PJ] = VY )9, P) — (V, V) P = grad div P — VP.‏ )4( 


(v, V)P (2z) = J 
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8 4.4 بعض الانماط من الحقول الشعاعية. 
14.4 . الحقول المتناظرة الكروية . 
أ. نعتبر حقلا سلميا في +7 معطى. باعتبار نا متغيراً و * مثبتاء 
بالدستور: 


)1) u(y) ع‎ f (r), /داموادم‎ 5 (yı— z0), 


حيث ان التابع ()/ معرف من اجل 0< ۲ ومستمر ويقبل مشتقا 
مستمرا. بما ان التابع () 2 لا يتعلق الا بالمسافة التي تفصل ل عن 
النقطة ‏ » فإننا نقول عن الحقل « انه حقل متناظر كروي مركز 
تناظره في × . 
ب . نحسب تدرج الحقل المتناظر الكروي (,) » . لديناء حسب 73.1 - 
ب: 
۰ ,چم سق م ۶ے 0 

0 منه يأتي ؟‎ 
grad, f (r) 2 كله‎ LO 2) i— 2) et. 
=1 1-1 

نزود رمز تدرج بالدليل .س لإبراز الاحداثيات التي نشتق بالنسبة اليها . 

اذا كان الشعاع الواحدي المتجه من 2 نحو ل بحيث ان 


(zı — yı) ej = Fe (z, 7)‏ فإننا نستطيع كتابة التدرج المطلوب 
على الشكل : 
grady f (r) = f’ (r) e (x, (١‏ )2( 


ج. بصفة عامة فإناي حقل شعاعي (2) م من الشكل 
Q (7-e (x, y)‏ « حيث | ± | ع مو (r)‏ ب تابع عددي» يسمى 


حقلا شعاعيا متناظرا كرويا مركز تناظره . مها كان التابع المعطى 
() © (المستمر) يمكن استعادة تابع ()/ بحل المعادلة التفاضلية 
٩ )(‏ = )م . وبالتالي فإن كل حقل شعاعي متناظر وكروي 

ومستمر يمثل كموناء اي انه (من اجل ی ) تدرج حقل متناظر 

وكروي وسلمي له نفس مركز التناظر. 

د. نبحث عن تفرق حقل متناظر كروي شعاعي(نا ,) © 6 ١‏ =(ل) ۲ 

يستحسن وضع نو (ن ,جم هم × () © = (و) م حیٹ ./( 4 = () 9. 


لدينا حسب 43.4 ب ب: 

P (y) = (VY, q (7) re (z, y)) = q (r) (Vy, re (z, y)) 1‏ يوذل 
(r)).‏ و (r) divyre (z, y) + (re (z, y), grad‏ ب = ))7( (re (x, y), Vy‏ - 
إلا ان . 

div, re (7, Y) = divy 2 (Yı— zı) سيفن 2 = رع‎ n, 


grad, o (= (Ye (e; ) 

div P (y) = nq (r) + rq’ (7). 

هل يمكن ان يكون 0-(/) ۲ ,+0317 ؟ بحل المعادلة التفاضلية: 

nq (r) + rq’ (r) = 0,‏ 
نحصل على 
كد ماب 
وهكذا يتبين ان من بين الحقول الشعاعية المتناظرة الكروية فإن الحقول 

ذات الشكل 


0 P (ر)‎ = ere (x, و‎ - EE 


هي الوحيدة التي ها تفرق منعدم (من اجل 0 ر ). 
إن تدفق الحقل (3) عبر سطح الكرة مS‏ التي نصّف قطرها م 
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ومركزها في 2 يساوي 
51 - م3 | جك كه 4 E‏ 

حيث يمثل |8| ا ميل لكر الواحدية 7 إذن انه يوجد 
داخل سطح الكرة م5 مصدر حقل (ن) م ؛ من الواضح ان هذا المصدر 
لا يكن ان يقع في غير النقطة .± . 
ر. نلاحظ من اجل 3-م و 0< يمست - 6 ان الحقل (3) 

ك باع _ 2 جلك رو)م 

مطابق لحقل جاذبية كتلة نقطية » تقع في النقطة ء ”(قانون نيوتن!) 
ونرى ان قانون نيوتن يكن البرهان عليه انطلاقا من افتراضات طبيعية 
تنص على ان الحقل المطلوب ينبغي ان يكون متناظراً وكرويا ومصدره 
الوحيد كتلة نقطية. (تكون قوة الجاذبية في كون ذي بعدين متناسبة 
عكسيا مع المسافة» اما في كون ذي » بعدا فهي متناسبة عكسيا مع القوة 
ذات الرتبة (4-*) للمسافة). 
س . عندما يكون 3 = ۸ فان دوار حقل متناظر وكروي وشعاعي 
(و) 8 منعدم من اجل ±2 ل بسبب وجود كمون. ان دوران حقل 
(«) 5 على كل سطح كرة ,5 مركزها في النقطة ± منعدم (لأن 
(0 = ]م2 c([m,‏ إذن فإن الدوار منعدم ايضا عند النقطة ‏ ع ل . 
4 24. الحقل ا 

. طبقا لقانون نيوتن في في الفضاء الثلاثي البعد فإن القوة الجاذية التي تو تؤئر 
د ا > على كتلة واحدية تقع عند نقطة ر تكتب 
على النحو : 





(1) 7 (= ge (e 2 


حيث تمثل إل ->ا| المسافة التي تفصل - عن .ن ويمثل (± ,نز م ٠‏ 
الشعاع الواحدي الذاهب من ر نحو ء؛ نفرض بطبيعة الحال ان النقطة 
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إن الحقل F (y)‏ متناظر وكروي (مركز تناظره ۽ ) وهو كمون. 
کا جاء في 14.4 ج من البديبى في حالتنا هذه بأن كمون الحقل 
(0) م يساوي: 

.كيد » () / )2( 
ب . إن كان حقل الجاذبية مولدا ليس عن كتلة واحدة بل عن عدة كتل 
نقطية Myr 7 ‘° «9 hk‏ تقع في النقاط Zh:‏ 219600 على التوالي» فان 
كلا منها تؤثر على الكتلة الواحدية الواقعة في نقطة « وفق دستور ماثل 
ل(1). يتبين من قانون جع القوى ان التأثير الكلي لكافة الكتل ممثل 
بالمجموع الشعاعي 


BB - 
لين‎ 
( 3 ) F 2 E e (Y, 2), 


وذلك شريطة ان تكون النقطة « يخالفة لكل نقطة 
(i= 1,..., k)‏ 
وان الحقل (3) کموني دائا» وتابعه الكمولي هو 
0 
mM‏ يد 
TE‏ 2 )4( 


ج. لنتصور توزيعا مستمرا للكتلة : في ساحة حدودة وح ي» كل ساحة 


(جوردانية) 76 مزودة بكتلة (7)” تمثل تابعا جعيا بقوة للساحة 
. نذكر بمفهوم كثافة كتلة. نعرف» من اجل ساحة معطاة 47 تحوي 
“مه وحدة كتلة» الكثافة المتوسطة للكتلة على انها تساوي النسبة 
=F 4»‏ ¢ نثبّت نقطة > ونعتبر متتالية ... ,۵7 , اذ 
من الساحات المتقلصة نحو النقطة + عندما يؤول ء الى ه . من اجل كل 
ساحة من هذه الساحات». توجد كثافة متوسطة للكتلة .(,47)م . نفرض» 
مها كانت مثل هذه المتتالية من الساحات. ان الاعداء ,47)م تؤول» 


440 


لما ,دصح ي الى نهاية مشبتة (47) نم سنا -©) برس لا تتعلق باختيار 
المتتالية ,اه . تسمى عندئذ الكمية 2©)م كثافة كتلة عند النقطة * . 

نفرض في ساحة 7 » أن الكتلة تقبل كثافة مستمرة (بتقطع) مم . 
ننشىء عبارة حقل الجاذبية الناشىء عن هذه الكتلة. 

نقسم الساحة 7 الى عدد من الساحات الصغيرة ‏ (, ...... 4 2 ]) AV‏ 
ول رر بن A‏ ال الكتلة التي تحملها الساحة ,47 . من الطبيعي ان نقبل 
أن تکون القوة ۸۴١۳0‏ التي تؤثر بها الكتلة الاولية :4۳ على الكتلة 
الواحدية عند النقطة , » هي نفس القوة التي نحصل عليها لو كانت هذه 
الكتلة الاولية متمركزة في نقطة وحيدة من الساحة :47 » مثلا في النقطة 
. يسمح ذلك بتطبيق الدستور (3) على القوة )4 . عند الجمع 
على الدليل : والانتقال الى النهاية نصل الى العبارة المطلوبة الخاصة بالقوة 
الكلية للجاذبية: 


2 .)فعس )د 
da.‏ دوا )( F‏ (5) 


إن التكامل (5) معرف ايضا من اجل النقاط. « الواقعة خارج الساحة 
۷ او داخلها. يصبح التكامل في الحالة الاخيرة موسعا لكنه متقارب مطلقا 
لأن المقام يمثل مربع الكمية «١‏ ا  37.3(‏ ب). 

يسمى الحقل («) م الوراد في (5) الحقل النيوتني في و۴ . 
د. نسمي في الفضاء ذي البعد ‏ حقلا نيوتنيا كل حقل شعاعي معرف 
من اجل .#8 € #7 بالدستور: 


(2 ,)م )ا 
ظ دو ابل | =۴ )6( 


حيث ۴١‏ ح ۷ ساحة محدودة و )z(‏ م تابع مستمر بتقطع . 


لنشبت ان الحقل (6) يقبل كمونا مساويا ل: 





]سن د| 


(7) / )« = | Ty er (n>2). 
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يكفي ان نثبت بآن ‏ () م = () / 
بتطبيق النظرية 3 - ص على التكامل )7( وبمراعاة المساواة 4 .14 


(2) نجد: 
e. e), 20‏ اعت 
2 0ه vi gy aya‏ 5 - د | 2 جنْ rd‏ 
dz‏ 
ame, =‏ و 2 حك grad f (yJ) = ag‏ 


3 م 


vi پڊ‎ e 


dz = | ان‎ Tp اح هه‎ (N. 
7 


يتعين تعويض التابع (* ٣إ‏ م |  2(‏ ))4 ب 00خ - 2 |/1) ها 
ر. نبحث عن تفرق حقل نيوتني. يمكن ان نتوقع بأنه سيرتبط والتابع 
(*)سم لأننا رأينا بأن مصادر حقل جاذبية هي الكتل التي تنشئه. 

إذا كانتت النقطة <ا على مسافة موجبة من الساحة ۷ فان 
اشتقاق التكامل (6) يكن ان يتم تحت رمز الجمع  53.3(‏ د) لأن لهء 
كا هو الحال بالنسبة للتابع |٠“‏ ي 2 |/1 » مشتقات من كل الرتب. ٠‏ 
ينتج عن ذلك بمراعاة 14.4 د ان: 

div 7 (y) = | سام‎ div lr سمه‎ 

إذا انتمت النقطة ب الى الساحة 7 فإن التكامل (6) يمثل تكاملا 
موسعا من النمط الثاني ذي «شذوذ متغيّر» (77.3 - أ). لإشتقاق مثل 
هذه التكاملات نستخدم النظرية 77.3 - ص. 

رغم ذلك فإن هذه النظرية لا تقبل التطبيق على الحالة المعتبرة هناء 
لأنها 2 تتطلب ان يكون اس المقام اصغر من n-—1‏ . للحيلولة دون ذلك 
نلجأ الى طريقة اخرى. نبحث في البداية على تدفق الحقل (ي)جم (6) 
عبر السطح المغلق 5 الذي يحد ساحة 0 ثم نقسمه على الحجم || هذا 
السطح وبعدها نقلص الساحة 0 نحو نقطة مثبتة. يمكننا لدى حساب 
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التدفق تطبيق النظرية 77.3 - د: 
(r (9), F (0)) dS (y) = $ (m(), |) dS (=‏ 5 
8 5 


| ft 


8 1 ۳ )2( {$ العافت‎ m (y), € (y, 2(( aS (y) } dz. 


[e 
يمثل التكامل الداخلي التدفق عبر السطح 5 لحقل الكتلة الواحدية‎ 
الواقعة في النقطة ۾ . اذا كانت النقطة 2 خارج الساحة © فإن هذا التدفق‎ 
منعدم لأن حقل كتلة نقطية لا يملك مصادر باستثناء الكتلة ذاتها. إذا‎ 
Q كانت النقطة ± داخل الساحة 0 فإن التدفق لا يتعلق بشكل الساحة‎ 
وهو يساوي التدفق عبر سطح الكرة .ى ذات نصف القطر 1 والمركز ج‎ 
: من السهل حساب ذلك‎ 
ادس وجح زرا مه لهك أ‎ 
. 8, حيث يمثل | ,8| مساحة سطح الكرة الواحدية في‎ 
وهكذا لدينا في الحالة المعتبرة:‎ 
§ (r, F (J) ds (ي)‎ = - |S, Û ضام‎ dz. 
فا في نقاط‎ E | مع افتراض ان التابع (2) م مستمر‎ 
div F (yı) = lim Tr Û ( (0, F (0) 4S )( = استمراره:‎ 
)8( ال ارقا‎ Tr | عه زان‎ ~ [Sal (Y). 
نعتيّر المساواة (8) عل العلاقة المطلوبة بين تفرق حقل الجاذبية وكثافة‎ 
الكتلة المولدة لهذه الحقل.‎ 
س . على الرغم من ان الحقل (و) ۴ (6) بيلك تفرقاء فهذا لا يعني لحد‎ 
الآن وجود المشتقات لكي . لنثبت انه إذا كان التابع (2) سر » بجوار‎ 
نقطة من = ± » مستمرا ويقبل مشتقات جزئية مستمرة فإن التوابع‎ 


Fy) 
Yt 


توطئة. من اجل كل تابع قابل للإشتقاق () ۶ حيث| ۷ - »| د 
z € Rn, y € Rn‏ » فان المساواة التالية حققة: 


موجودة ومستمرة عند ول د ل . 
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vy (lz —y |) = ا‎ (lz — yD. 


البرهان. لدينا حسب 2(14.4): 
vyf (r) = grad yf (©) = f(7 e (z, 0‏ 
نعرض ل ب 2 فنجد: 
,0( زروت = )2 vxf (r) = grad, f (r) = /”)( e (y,‏ 
وهو المطلوب. 
ص . حتى نثبت قابلية الحقل (0) م (6) للإشتقاق. نفرض في البداية 
ان التابع 2) هر مستمر ومشتقاته موجودة ومستمرة ليس بجوار النقطة 
ل = ٭ فحسب بل اينا كان في الساحة ۷ » وانه منعدم على حافة 7 . 
نضع الحقل (9) ۴ في شكل تدرج (د)ء ثم ننقل بواسطة النظرية 77.3 : 
ص» التدرج تحت رمز المكاملة ونطبق التوطئة السابقة؛ بعدها نحول التابع 
الواقع تحت رمز المكاملة استناداً الى 1(43.4): 
= كلتك | يلي ر۷ =( ۴ 
٣‏ 


2-2 يوست | 











- م4 Ve Tr‏ هاه | O Vy Tre dz = FE‏ | ولج = 
2 لي + a‏ ( ملظي ) ve‏ | - 
نطبق نظرية اوستروغرادسكي 4 )على أول التكاملين الواردين في 
الطرف الاخير: 
Û m (a) ler 48. =0,‏ = عه جم بلطو vz‏ | 
لأن التابع (2) م منعدم على الحافة 5 للساحة .۷ . وهكذا نجد: 
ش | جك - (ي) 8 


ومن ثم ينتج وجود المشتقات الاولى المستهرة للحقل #) 8# بفضل 
النظرية 3 ص والشروط المفروضة على التابع مار . 
٠‏ ط . نفرض ان وجود المشتقات المستمرة للتابع (2) ۲ ليس مضمونا الا 
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في جوار النقطة «لا. مثلا من اجل 26 > | مل ت |. نعتبر تابعا قابلا 
للإشتقاق () معرفا من اجل 0< ومساويا ل 1 في المجال 
>< > ل 0مناجل 286 <7 غندئذ يتمتع التابع 
(| مط - 2 |) / (2) م = (2) يبر بالشروط الواردة في ص» ويكتب 
الحقل النيوتني الموافق له على النحو: 


عه مقاط | دن ٠م‏ 
4 


ولهذا الحقل مشتقات مستمرة اينا كان في «# لدينا: 
BOZE, az.‏ | ان F(—F*‏ 
7 


1| بين سايق 
بما ان التابع () يدر ¬ (2) ها منعدم من اجل 8 > | مك -- 2 | فإن الحقل 
() * - () ۶ يملك. حسب رء بجوار النقطة هن مشتقات من كل 
الرتب. ينتج عن ذلك ان الحقل ((ن)  *‏ (ير) #) + () *۴ = F )y(‏ 
يقبل الاشتقاق باستمرار عند النقطة 0 > وهو ما ذهبنا اليه . 


ع.. بعد ذلك إذا کان F,} = grad f‏ و لاع ‘F‏ فإن 
1 | 


div F (y= 3 HO - ,و = ,و‎ VD = Vf (U), 


1= 
وهو ما اثيتناه في 51.4 . 
نصل بفضل (8) الى دستور بواسون (20158808) التقليدي الخاص 
بالحقل النيوتني («) ۶# : 


û oF 1 2‏ 
ا 0 و ك رم (9) 
کک ک4 


كنا اثبتنا انه قائم عند كل نقطة و يكون بجوارها التابع (2) م ذا 
مشتقات مستمرة. 


ف . يبين هذا الدستور بصفة خاصة كيف نجد حلا خاصا لمعادلة 
بواسون: 
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,8= ليك 3 = زد (10) 


i1 
تابع غير‎ ID حيث (8) م تابع معطى في ساحة 0 بح زو‎ 
معلوم معرف في نفس الساحة. يتبين مما اثبتناه ان الكمون النيوتنى المزود‎ 
بكثافة الكتلة | ,8 |/(س) ع - يحقق المعادلة (10) عند كل نقطة ا‎ ' 
يكون بجوارها التابع (ى)ع قابلا لمشتقات مستمرة.‎ 
ق . فها يتعلق بدوار الحقل النيوتني (,) 7 (6) فهو منعدم لأن الحقل‎ 
.)1( 63.4 د يقبل كموناء ونستطيع بذلك تطبيق‎ )( 
.)8106 ,5398:6( حقل بيوت وسافار‎ .34.4 
ليكن )+ حقلا شعاعيا في ساحة و2 - ۷مدودة بسطح مرن‎ 0 
بتقطع 5 ؛ حقل بيوت وسافار الموافق له هو الحقل الشعاعي:‎ 
)1() 6 (= 1 Oe ar, 
إذا كانت الساحة 7 مليئة بشحنات كهربائية متحركة» كثافة تيارها‎ 
الكهربائي كم ں رہ (تمثل 6 049) كمية الشحنة في‎ 
حجم عه » وتمثل ()» سرعتها). فإن الحقل المغنطيسي المولد عن هذا‎ 
التيار مغطى حسب قانون بيوت وسافارء بالدستور (1)» وهو ما يفسر‎ 
اختيار مصطلحنا.‎ 
ب . إن الحقل () 6 (1) دواري» عموماً. وعليه فليس له تابع‎ 
كموني إلا اننا نستطيع انشاء كمون شعاعي هذا الحقل, اي حقل‎ 
: شعاعي ) [ بحيث (8) 7 ۲٥ا = (و) 6 . نضع‎ 


)2( J) = E 





لدينا حسب النظرية 77.3 - ص والقاعدة 4 <: 


rot J ()= [V, J (1= |] 9 1 ا‎ 


مه i - | ] «0. wry]‏ ا 
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e ae‏ | مه [ [re end, kq‏ ت 


| 
چ لدف ع الكمية (ل) لازم . نتبع استدلالا ماثلا للسابق ونطبق 


التوطئة 4 .24 - س ونظرية اوستروغرادسكي فنحصل عند افتراض قابلية 








 )( .‏ لاإشتقاق» على: ا(3( 
=( وکر ,8 6) | سم 0 ال =( ,)=( نھ 
4 
(ve E) +‏ | - =2( وكير (o ve‏ |-- 
V V‏ 
iv a‏ َ8 كه )2 س a )2(( gy -9 ) RG)‏ + 


د. نفرض الآن على الحقل ري به الشرطين التاليين: 
(*) 0= ضص)ء.ءزى («الشحنات الكهربائية لا تظهر ولا تزول») 


(**) لدينا على الحافة 5 للساحة 7 العلاقة 0= ((ع) + )”)2(١‏ 
(« تتكون الحافة من خطوط تيارية؛ لا تغادرها الشحنات ولا تأتيها») 
تبين المساواة (3) انه ينتج من الشرطين (*) و(**): 


div J (y) = 0.‏ )4( 
نفرض الشرطين (*) و(**) ونحسب دوار حقل برت وسافار 


) 6 (1). 
بمراعاة (4) و4 .4(63) نجد: 
JJJ =  )9, J) — )9, V) J =‏ ,وا rot 6 (y) = [v,‏ 
div J (y) — J (y) = — I ().‏ 7س 
الا أن مركبات الحقل () 7 لا شكل كمونات نيوتونية؛ إن كان 
إول بول ورل = ل و الول روه بره ت ۷ » فإن: 
.2,3 ,1=( ا | = ):3 


كنا رأينا في 24.4 س» عندما يكون التابم (2)سر قابلا للاشتقاق› 
ا و س هه 3( 
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ان: 


يتير 7ه ليه ا #» )يم مي 
( في و ( TE |S, | )/( ru (y)‏ 


ينتج عن ذلك: () 4۸۷ = (و) ۷° 
rot 6 (y) = 4v (9).‏ (5) 

يكن القول ان دوار الحقل المغنطيسى لتيار يدلنا على اتجاه التيار المولد 

أما فيا يتعلق بتفرق حقل بيوت وسافار (1) فهو منعدم لأن 
(و) 7 ۲ه = (ي) ولان تفرق دوار منعدم دوما (2(63.4)). 

نشير في الختام الى الخاصيات المتضادة لحقول نيوتن من جهة وبيوت 
وسافار من جهة ثانية: بخصوص الحقل الأول فإن الدوار منعدم ويتم تعيين 
التفرق انطلاقا من التوابع المعطاة ( كثافة الكتلة)ء اما فها يخص الحقل 
الثاني فالتفرق منعدم ويتم تعيين الدوار انطلاقا من التوابع المعطاة ( كثافة 
التيار ) ؛يقبل الاول كمونا سلميا ولا يقبل كمونا شعاعيا (التفرق غير 
منعدم)؛ اما الثاني فيقبل كمونا شعاعيا ولا يقبل كمونا سلمياً. 

§ 4 . الحقول والتوابع التوافقية 

15.4 . الحقول التوافقية. 
أ. نقول عن حقل شعاعي  )2(‏ معطى في ساحة ۷ 87 قابل لمشتقات 
مستمرة حك (3 ,2 ,1 = ) إنه توافقي إذا تحقق في كل الساحة 7 : 


(1) div H (z) = 0, rot H (x) = 0. 


على سبيل المثال فإن الحقل النيوتني (4 .24 ) في ساحة .مجردة من الكتلة 
وكذا حقل بيوت وسافار (34.4) في ساحة مجردة من التيار» حقلان ` 
توافقيان. 
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الفضاء ذي البعد : . نقول عن.حقسل شعاعي قابل للإشتقاق 
{H, (z), ..., Hn )2(‏ = (2) 8 إنه توافقي في ساحة Rn‏ إن تحقق 
لدينا في كل الساحة 7 : 





)2( div H (z) = AHL =0, 
)3( 5/0 11 


نتحث فا يل عن حقل توافقى في ساحة مترابطة ببساطة ۷ر ,2 
ينتج بادىء ذي بدء من (12.4 - د) العلاقة (3) ان الحقل 88 يقبل 
كمونا اي انه يوجد تابع 0 الاشتقاق مرتين) (2) ۸ بحيث: 





.} 0 5 وس = H (z) = grad h (z)‏ )4( 
يمكن اعتبار العلاقة (2) كشرط على التابع (8)2 : 
كدف كت 00 )5( 


ع عل تادز تابن للاشتقاق مرتين) E‏ يحقق المعادلة (5) في 
ساحة 7 تابعا توافقيا في الساحة 17 . وهكذا فإن التابع الكموني لحقل 
شعاعي توافقي تابع توافقي. با ان كل شعاع (ه) ۸ ۲۵ع = () ۸ 
يحقق بفضل 4 .12 دء العلاقات (3) فإن القضية العكسية قائمة ايضا: 
يمثل تدرج كل تابع توافقى حقلا شعاعيا توافقياً. 

25.4. دستورا غرين (6:668 ) لتكن ا ,8 ساحة حافتها 5 مرنة 
بتقطع . نعتبر في 7 حقلا سلميا قابلا للإشتقاق (2) ۷ وحقلا شعاعيا 

() © 0دمع = (2) ۸ قابلا للإشتقاق ولكمون. لدينا حسب 43.4 - 
ب : 1 

div YR = (vy, pR) = Y (v, RF) + (R, VY) = FAQ + (Vo, VY). 

نكامل الطرفين على .الساحة 7 ثم نطبق على الطرف الاول دستور 
اوستروغرادسكي 4 (5) فنحصل على: 
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R) dS =‏ ع ¥ § = كه (n, YR)‏ و div yRdz=‏ | 
Vv S‏ 
dz 4 | (Vo, VY) dz,‏ وذو = a8‏ 2 
بت ان٠"‏ 
E as‏ ب ا e. VY) dz + | pAqdz=‏ | )1( 
۰ 8 4 ك0 
. ( دستور غرين الاول) . عندما نستبدل هنا © وم فيا بينها ثم نقوم 
بعملية طرح نصل الى دستور غرين الثاني : 
.كه طق 0ج 0) z=‏ («ده- مده ل 2) 
35.4. نظرية. 
أ إذا انعدم تابع توافقي (2) ۸ على حافة ساحة ۷ فإن 0 = (8)2 اين 
كان في الساحة ۷ . 
. اذا تطابق تابعان توافقيان على حافة ساحة 7 فها كذلك ايضا داخل 


ج. إذا انعدمت المركبة (8 ,”) لحقل توافقى (2) ۸ على حافة الساحة 
۷ فان الحقل H (x)‏ منعد م داخل ۷ . 

إذا تساوت المركبتان الناظميتان (1 ,م) و (,8 ,*) لحقلين 
توافقيين 27) ,۸8 و (2) ,۴1 » ايا كان على حافة الساحة ۷ فإن هذين 
الحقلين متطابقان داخل الساحة ۷ : 
البرهان. ليكن (8)2 تابعا توافقيا في الساحة 7 . نضعم = م = م في 
دستور غرين 4 .1(25)» عندئذ 0 = ۵۸» وعندما يتحقق فرض » يزول 
التكامل على الحافة. وهكذا يعطى الدستور 4 .1(25): 


0 مه 92 | | 
37 


ينتج عن ذلك ان 0 = (2) ۸ لدع = 9# في الساحة ۷ » وعليه يكون 
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كان في السائحة ب ون ا لبوهان على القضية » . ش 
ليكن (2) ۸# حقلا توافقيا في الساحة ۷ نع () ۸= وس و في 
دستور غرين 1(25.4)., حيث يمثل h (z)‏ . كمون الحقل (2) .8 . عندئذ 
0 - هو مرة اخرى. وعندما يتحقق فرض ج تكون الكمية 
8 ,«) = يج منعدمة على حافة ۷ » بحيث ان كل التكامل على 8 
منعدم. ينتج من الدستور 1(25.4): 
Pdr=0,‏ و | | دعفع ةو | | 
17 2 
ومنه يأقي 0 = () ۸ في الساحة ۷ . ينتهي بذلك البرهان على ج. 
تأتي القضيتان ب و د من أ و ج لأن فرق تابعين ( حقلين) توافقيين 
4 45 . نتائج اخرى من دستوري غرين . 
أ. إذا كان (#) ۸ تابعا توافقيا في ساحة 7. فإن 
عملي 5 
بالفعل فإن الدستور (1) مباشر عند وضع 1 = م« - و في دستور 
غرين 4 .2(25). 
ب. نظرية. إن قيمة تابع توافقي (ي) ۾ في المركز ى لكرة۷ 8 
تساوي المتوسط الحسالي لقيمة على الحافة < للكرة W‏ 
h(y) = TET #0 as.‏ (2) 
البرهان . لتکن۷ ے ۷و۷ - 9كرتين متمركزيتن في النقطة ي نصف قطر 
الاولى» والثانية م حيث م > م» وحافتاههما ,= و م8 على التوالي. ليكن 
W۷ - Q ٠‏ = م,۷إن الحافة 5 للساحة مم7 هي اتحاد ,2 وم8؛ ثم إن 
مؤثر الاشتقاق 3 وفق الناظم الخارجي على حافة الساحة 18 مطابق ل ج 
على Zr‏ ول على م2 


451 


نضع في دستور غرين 2(25.4):,ى,/ا7 وات اليس = نعم 
(15.4 - أ) ان هذا التابع الاخير توافقي بالنسبة ل 2 من اجل ل >. 
لهذا السبب» فإن تكامل. الحجم في الدستور 4 .2(25) يزول ونحصل بذلك 
على : 
0 


4 Qh 0 1 
| (ج 00 جم)‎ ( 5 - gre gr — hy Kg (dS, 


r 








fas.‏ چ + كه £ 9 چ يلم - كدج 2 + £ م 
3 7 اننا dr‏ 
يتبين من أ ان الحدود الاولى في الطرفين منعدمان. فها يخص الحدود 
الثانية نجد بادخال العامل 41/1511 (حيث يئل |١١|‏ مساحة سطح 

'لكرة الواحدية في ۸۸ ) ان: 
Te $48‏ ج $ TT‏ 
نشير الى ان | رع إحا 8 | م Se es‏ 

الى 0 وبمراعاة استمرار التابع (2)# عند 0= x‏ نحصل على المساواة 
المطلوبة (2). 
ج. كل تابع توافقي (×) ۸ معرف في كل الفضاء .م8 ويؤول الى 0 
بانتظام مامه جه |2| تابع مطابق للصفر. 

بالفعل» من اجل كل نقطة ,۸ € ي » فإن القيمة («) 8 تمثل» حسب 
بء المتوسط الحساني لقم التابع (2) ۾ على سطح الكرة ذات نصف القطر 
+ والمركز و . عندما يؤول ‏ الى مه » فإن قم التابع (2) ۸ على سطح 
الكرة تؤول بانتظام الى 0» فرضا. وعليه بالامر كذلك فما يخص المتوسط 
الحسالي. بما ان هذا الاخير لا يتعلق ب 7 (يساوي (8)0 ) فهو منعدم. 
ذلك ما ذهبنا اليه. 1 
55.4 . تمثيل تابع توافقي داخل كرة بدلالة قيمة على الحافة. لتكن 
به #زكرة نصف قطرها م ومركزها -2. تقع داخل ساحة عرفنا فيها 
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تابعا توافقيا (8)2 . استنادا الى 35.4 ب فإن قم التابع التوافقي 

() * داخل الكرة # معينة بشكل وحيد بقيمة على الحافة < لهذه 
الكرة ؛ نريد ايحاد دستور صريح يعبر على قيمة التابع (2) ۸ عند نقطة 
كيفية س داخل الكرة بدلالة قيمة على الحافة من اجل ۾ = *«#ء نعتبر كا 
فعلنا في 45.4 ب» كرة17ح-0 متمركزة في 2 ونطبق دستور غرين 
4) على الساحة © # بوضع .پس = م ,۸= م . كان 
تكامل الحجم في 45.4 ب قد زال (لأن التابعين السابقين توافقيان في 
)W ©‏ واصبح تكاملا السطح بسيطين للغاية لأن التابع (2) م ثابت 
على حافتي # و © يستحيل هنا استخدام هذه الفكرة كا هي من اجل 2 + اء 
ذلك ان التابع م -*ر ۾ 22 |/1 غير ثابت على » لكنه يتبين من الممكن 
طرح تابعتوافقي (2) ,لا من (2) ۷ بحيث يكون الفرق ا 
(#) و« 2) ف =(ء) ا ثابتا على 2 وبهذا نفلح في ايجاد التمثيل 
المطلوب . 

يكن » دون المساس بعمومية القضية, افتراض بان المركز ‏ للكرة # 
مطابق لمصدر الاحداثيات في الفضاء .8 ؛ عندئذ تكتب معادلة سطح 
الكرة ,< على الشكل ٣‏ = | | . نرمز بل - *و. نؤكد» من اجل 
€ عل ان نة المنافتين | اعت بع | واو ند رثانت ا بالفعل إذا 
كان ,2 € 2 فإن 7= 2 ,)ا و ب( ,2) = (* ,) بحيث أن: 
ثابتا = مورت E‏ بو الحا كا ل ل لاد (1) 


هذا السبب فإن التابع 


rns 1 


E EON RE ENE 
(2= ]z— ى‎ |] y2 | «ين ان‎ |2 
. 8, ثابت (يساوي 0) على السطج‎ 
: نلاحظ بعد ذلك ان التابع‎ 
1 
o )z( = Tr | بجني عن‎ 
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توافقي ايا كان في 77 . نضع ) -# بآ في دستور غرين 2(25.4) 
حيث لاح 0 كرة مركزها ل ونصف قطرهام » (2) hk‏ عد «Pp‏ 
(2) 9# = بو. عندئذ يزول تكامل الحجم » كبا هو الخال في 4 ا ب» 
ونخصل على : ظ 

ركه )م 0 چ ا 

حيث یرمز 5 و ا ا ي و 
النقطة × على على السطح ,2 للكرة المتمركزة في س وذات نصف القطر م . 
7 

0 جم 


H1 y A e dS |> عشب جد‎ Cp" 1+0 

يا cp"‏ < | وه 20 5 

كه gr‏ 2م عه بج fn‏ 
م2 


es‏ ج 





Ear E 2¥ (2) 
N= Tr 9 2 d8. 


يبقى حساب ۴# على سطح الكرة ,< . بما ان هذا السطح 





dr 


استواء للتابع )2( ¥ والتابع و متزايد عندما تؤول النقطة اخ الى م رکز 
الكره (مه = (ن) 9)فإن لدينا #ا هدمع | تلك باستخدام (1) نجد 


من اجل م > |2 |: 


1 72-3 1 
(grad نلا‎ | > |grads موك سين كم عن‎ | 2 
p~ 
= (n 2( TT ET E 


کے اعا 


E r3 r"‏ (2 س س 7) س 


IE (n—2) (rll‏ ساود 
e (z Tr )|= zy‏ 
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چت = (2) 





٠‏ المتراجحه 


اخيراً. فإن الدستور المطلوب (من اجل 0 = ) يؤخذ الشكل 


لساب 1 ر 
dS‏ ور ]| = h(y)‏ )3( 





يسمى هذا الدستور دستور ا 
4 .65 . نتائج من دستور بواسون . 
أ . نفرض ان لدينا تابعا توافقيا (ج)( فق عزن انان و 
<k (z2) > 8‏ 4 
عندئذ فإن هذا التابع يحقق نفس المتراجحة داخل الكرة س . بالفعل فإن 
ونواة بواسون ». 
مكب :ثانا 
سه[ بج = 0 ,)ص ل 
موجبة في الكرة 17 ؛ وبالتالي نجد. عند كتابة دستور بواسون من اجل 
التابعين (2) ۸ :82 و4 - (2) ۸ التوافقيين والموجبين على حافة الكرة: 
y) )8 - 1: (2)) dS >0‏ ,ه) B —h(y) = § P‏ 
2 


h (y) — A=  P (z, y) ) رم - (ه)‎ dS >0 
اج‎ 


وهو المطلوب. 

وهكذا فإن القيمة العظمى والقيمة الصغرى لاي تابع توافقي على الكرة 
# يبلغ على حافة هذه الكرة. 
ب . إن شکل دستور بواسون 3(55.4) هو تكامل تابع ذو وسيط ر . با 
انه يمكن للتابع 8« ,ء) ۶ (1) ان يكون قابلا للإشتقاق لانهائيا بالنسبة 
للنقطة ي . نستطيع تطبيق النظرية 53.3 د؛ وبالتالي فإن التابع (ي) يز 
الوارد في الطرف الاول من دستور بواسون يقبل الاشتقاق لانهائيا بالنسبة 
ل ا. وهكذاء فإن كل تابع توافقي يقبل الاشتقاق لانهائيا عند كل نقطة 
من ساحة تعريفه. 
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0- () له سيد = (ه) ۸ س 
فإن كل مشتق لتابع توافقي هو ايضا تابع توافقي. 
بصفة خاصة. نرى ان مركبات حقل نوافقي 
(2) 8 ,. . . ,() ,) = () ۸7 بوصفها مشتقات تابع توافقي (ء)۸ 
اي مشتقات كمون الحقل () #7 (15.4 - ب) هي نفسها توابع توافقية. 
د. إذا كان حقل توافقي (») م معرف في كل الفضاء ١‏ وكان 
> م # ,ل فإن0- (») # . بالفعل» فإن كل مركبة للحقل 
 )(‏ تؤول الى 0 لماه +| |؛ يتضح من ج ان هذه المركبات توابع 
توافقية, يبقى فقط تطبيق 45.4 7 ج. 
ر. نفرض ان تابعا كيفيا (مستمرا) (2)2 معطى على سطح الكرة < 
الذي يمثل حافة الكرة 17؛ نعرّف تابعا («) ۸ داخل الكرة 188 بالدستور: 


h() ف‎ P (a, (aS, م‎ (e, y= lÊ E 
2 


نؤكد على ان () * تاع توافقي. لإثبات ذلك يكفي ان نرى بأن 
نواة بواسون (# .) 5 تمثل تابعا توافقيا ( بالنسبة ل8) داخل الكرة 
س لأن الاشتقاقات للتابع 3 بالنسبة ل #ايمكن ان تتم تحت رمز 
المكاملة. نعام ان التابع . e‏ توافقي ؛ وعليه فمشتقاته ايضا توافقية 
حسب ج؛ ومنه يأتي ان التابع الموالي توافقي: 


A3, 


ê 1‏ 1 
1 سگ لہ 
4 م 2" ۰ و ]| 


+2 ے ا‎ Try 7 (3 (zı — yı) + 2 5 0117 (= 


i=1 





= (yî ا‎ = —|S,|rP (z, y), 
. وهو المطله ب‎ 
له‎ ۸W الذي انشأناه آنفا في د داخل الكرة‎ h (y) س. ا نشت ان التابع‎ 


نهاية» عندما تؤول النقطة الداخلية 8 الى نقطة ,2 على الحافة» تساوي 
الكمية (20) ۸ ش 
للقيام بذلك. نبرهن على ان نواة بواسون «« ,ج) م تتمتع بخاصيات 
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متتالية من شكل دلتا (63.3) عندما 20 ع من = بن. وهی الخاصيات: 
0< (من ,ج) م (وهذا واضح) و 
Pe, Ym) dS (z) 01‏ = 


§Pe yn) dS (z)+>0 (2‏ كا مه جيم 


حيث '2 و 
للنقطة 20 . تنتج الخاصية 1) من دستور بواسون بتعويض (2) ۾ نالتابع 
التوافقى المساوي ل1. اما الخاصية 2 ) فتأتي من العلاقة: 


lim lm = 0 
M—+oo |e #m Î“ 


وهي علاقة منتظمة بالنسبة لن.۔2 € #لأن مح إمو| و0 < ثابت 
< | مي - 2| خارج 7 . 
عندما نطبق 63.3 نحصل على : 

lim $ P (z, yn) A(z) dS (z) = (zo) 

بذلك ينتهي البرهان. اا 
ص . نظرية. من اجل كل تابع (ج) ۾ معطى ومستمر على سطح كرة 
۴۸ ے 2» يوجد تابع وحيد (و) ۸ معرف على الكرة #7[ المحدودة بالسطح 
< » ومستمر على الكرة (المغلقة) 7# وتوافقي داخل ا[ ومطابق على < 
للتابع (2)ة . 
البرهان. إننا قد انشأنا ضمن د و س تابعا ب يتمتع بالشروط المطلوبة في 
نص النظرية. يبقى فقط اثبات وحدانية هذا التابع (,) # . من المستحيل 
تطبيق النظرية 35.4 ب في هذه الحالة لأن البرهان عليها تطلب ان 
تكون التوابع الواردة فيها قابلة للإشتقاق مرتين اينا كان في 17 (بما و 
ذلك حافة الكرة), في حين ان المشتقات الاولى للتوابع المعتبرة هنا 
تكون غير مستمرة على الكرة المغلقة ۷W‏ . ها هو البرهان الذي نقترحه 
البداية يكفي البرهان على التابع الوحيد (7)# الذي يحقق فرض تقار 
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e. e. 


,Êê + 


من اجل 0 = (2) ۾ هو التابع المنعدم» نرمز ل + لنصف قطر الكرةس . 
من اجل 0< ه معطى » توجد بفضل الاستمرار المنتظم ل (#) ۸ سطح 
كرة 2-6 مركزها هو مرکز۷ ونصف قطرهاة - ۲ (حيث 
0< 8) بحيث تتحقق المتراجحة 8 >> |(ل) 17 عند كل نقطة من 
D8‏ حينئذ تقوم نفس المتراجحة عند كل نقطة ,772 € س وذلك 
استنادا الى النتيجة أ المطبقة على الكرة 87,5 ذات السطح , ,8 . نجعل 
»هو 6يؤولان الى 0» فنرى ان 0 = (ي) ۸ داخل س وهو المطلوب. 
ط. نظرية. نفرض. في كرة,هح W‏ انه توجد متتالية 
-.. (0) سط ,. .. ,(0) و من التوابع المستمرة في 1# والتوافقية داخل 
7 كا نفرض ان هذه المتتالية متقاربة في 1# نحو تابع (,) ۸ . عندئذ 
يكون التابع (2)0 . مستمرا في 18 وتوافقيا داخل # . 
البرهان. يتبين من أ سء ص ان التوابع () .4 يكن وضعها في 
الشكل 
hn (y) = Û P (z, y) km )2( dS‏ 
2 
اننتقل الى النهاية في هذا الدستور. بجعل مه + م نحصل على : 
P (z, (٠ (2) dS‏ جا -- h (y)‏ 

2 1 1 7 

لان التابع h(y)‏ مستمر في الكرة المغلقة W‏ . يتبين من د ان التابع 
ش («) # توافقى داخل الكرة .W‏ وهو المطلوب. 
5.4 . تثيل حقل توافقي داخل كرة بدلالة قم مركبتها الناظمية 
على حافة الكرة. 
أ. لتكن ,۸ ے 1#كرة نصف قطرهام ومركزها في نقطة 8 محتواه داخل 
ساحة 7 معرف فيها حقل توافقي (و) #/ . يتبين من 35.4 د أن الحقل 
(«) 8 معين بشكل وحيد داخل الكرة 17# حسب قي مركبتة الناظمية 
على حافة الكرة # ؛ نريد تقديم قاعدة صريحة تسمح بانشاء الحقل 
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٨ )«‏ انطلاقا من مركبته الناظمية على الحافة. 
ليكن: () ۸ كموناً للحقل («) ع » اي تابعا توافقيا يحقق 
() ۸ ماع = () ۸١‏ ؛ بطبيعة الحال فإن المركبة الناظمية للحقل (/) 7 
على 8 مطابقة للمشتق الناظمي للتابع (ر) #8 على ع . إذا تمكنا من ايجاد 
التابع (و) ۸ داخل الكرة77 انطلاقا من قم مشتقة الناظمي على 2 فإننا 
جد الحقل #) 4 نفسه بفضل الدستور (و) ۸ هع = (ن) #7 . لهذا 
السب فإن مسألة استعادة حقل توافقى في 7 انطلاقا من مركبته 
الناظمية على × ترد ال ا الع تاب وف في 7 انطلاقا 
من قم مشتقة الناظمي على 8 . 
ب . لیکن (لا .. . . ,رل) ۸ = () ۸ تابعا توافقيا في كرة»8 > #. نؤكد 
على ان التابع 2 = (و) ۾ هوايضا توافقي في الكرة س 
بالفعل, يمكننا ان نشتق لانهائيا التابع (و) م ٠»‏ كما هو الحال فيا يخص 
التابع () ۾ (4 ع0 نم إن المشتقات ليد توافقية وكذا 


0 
)5 (4. 65 - ج). اذ 


2 ۳)3 سر‎ ( = a 


ج..يمكن كتابةالتابع )ب الوارد في ب على الشكل 
(۸ دومع ,) = (و) و . نفرض فيا يلي ( بدون المس بعمومية القضية) 
ان 0ح 2 و1 م . نضعهم = )1 = |2 | »1 > م > 0 عندئذ يأخذ 
التابع () ب الشكل ك م = (ي) و . ينتج عنه ان التابع (ر)۸ 
یکن تعيينه انطلاقا من (ي) ۾ حسب الدستور 

(1) == | (2 dr 1 h (0) 





حيث (0) ۸ قيمة كيفية 


لكن وضع 1 = م يؤدي الى : 
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êh (z) 
م0‎ 


اي ان التابع التوافقي () ٩‏ مطابق على حافة الكرة W‏ للمشتق 
الناظمي للتابع hk)‏ . نستنتج من ذلك طريقة استعادة التابع h (y)‏ 
انطلاقا من مشتقه الناظمي على 2 : عندما يكون 0 معطى نجد 
التابع (97) ٠ب‏ بدستور بواسون 4 .مم عند معرفة () ؟ > نخصل 
على التابع (ن):م8 حسب الدستور (1). 
0 لنبين ان الطريقة المشار اليها لا تسمح باستعادة تابع توافقي 00 
توافقى انطلاقا من الق 22 المعطاة بشكل كيفى لمشتقه الناظمى على × 
شريطة ان تحقق هذه القيم العلاقة: 
0ع A(z) dS‏ 
: (2) 
التي تأتي ضرورتها من 45.4 - أ. 
ليكن (2) ۸ تابعا معطى » مستمرا على ± ويحقق الشرط (2). نضع : 
P (z, 4(2) 5‏ و = (ي) o‏ 
م 


Q )2( ع‎ 


حيث يمثل ر ,س) م نواة بواسون. يتبين من 65.4 ر ‏ س ان التابع 
#) © مستمر في الكرة (المغلقة) 1# توافقي داخل # ومطابق للتابع 
6 ۸ على الحافة. زيادة على ذلك ينتج من )2( ان: 
ش 0= d8‏ () ^ © = (0) ب 
5 
نضع ايضا : 
h (y) =k (oz) = | ZZ ar + (0)‏ )3( 


0 
حيث (0) ۸ قيمة كيفية؛ بما ان التابع (8) ۾ قابل للإشتقاق من اجل 
0 > ب و 0 = (0) ه فإن التكامل (3) موجود. لنبين ان التابم (ر) ۸ 
(3) توافقى داخل س ومستمر في الكرة المغلقة 7# . يأتي الاستمرار 
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بطبيعة الحال من استمرار التابع >/(ع) و ¢ Ll‏ القيم على الحافة للتابع 
(7) 8 فهي معطاة بالدستور: 
` 1 
ZZ dr‏ | - )مز (4) 
0 
للبرهان على ان التابع h (y)‏ توافقي يكفي » بمراعاة 4 ج ان 
نثبت انه يكن استعادته بواسطة دستور بواسون» انطلاقا من قيمة على 


P (e, {Û Ear} as‏ § دكة ومن زر بم م5 
0 5 ا 
1 
م اعم 2 رن , - 
عل إن 2 ري ]| 


لكن التابع +/(,م) ب توافقي وكذا (و) م (حيث + مثبت)؛ 
وبالتالي فإن التكامل الداخلي يساوي +/(0>)ب . وبفضل التعويض 


+م حاع نخصل على : 
م6 1 
و عه 282 | من 2 | = كل رم :از ,86 
وهو المطلوب . 0 0 2 


د : (pz)‏ _ همن«ة : أق م 
1 = وإه) ۸ = () ۾ التكلة وبذلك ينتهي البرهان. 


ر. نلخص النتائج ب د في النظرية التالية: 
نظرية . من اجل كل تابع (2)بة معطى مستمر على سطح الكرة 


,۸ 8 ويحقق الشرط: 
0- كل )4(2 


يوجد تابع h (y)‏ مستمر في الكرة # المحدودة بسطح الكرة 18 - 2 
وتوافقي داخل س » مشتقة )1< >0 (eZ,‏ 2 مستمر .2 
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وهو يساوي (2) ۸ من اجل 1= م . إن كل تابع آخر يتمتع بنفس 
الخاصيات يختلف عن (5)8 بثابت. 


اثبتنا وجود التابع المطلوب (8)# في دء أما وحدانيته بتقدير ثابت 


5 4 .6 . انشاء حقل شعاعي ف RB‏ انطلاقا من دوارة 


وتفرقة. ٠‏ 
4 . لیکن #«) 8 حقلا شعاعيا و (س) 6 حقلا سلميا في ساحة مغلقة 
ومح 7. نتساءل عا اذا كان بالامکان انشاء حقل شعاعي (س) 0 2 في 
الساحة ۷ يتمتع بالخاصيتين : 
div 0 (y) = 6 (y), rot 0 (y) = R (y)‏ )1( 
إذا كان الجواب نعم فكيف نصف كل الحقول الشعاعية التي تحقق 
المعادلتين (1 ) تسمى المسألة المطروحة مسألة انشاء حقل شعاعي انطلاقا من 
دوارة وتفرقه او المسألة المعاكسة للتحليل الشعاعي. 
نفرض ان الحقلين المعطيين (,) م و )5 قابلان للإشتقاق في 
الساحة 7 . نطلب زيادة على ذلك ان تفرق الحقل () ۸ منعدم ايا كان 
في ۷ » وان المركبة الناظمية لهذا الحقل على حافة 7؛ منعدمة. إن اول 
هذين الشرطين ضروري لحل المسألة المطروحة لأن () 0 اه ۷ن = 0 
مها كان الحقل () 0 . فيا يخص الشرط الثاني فتتطلبه طريقة الحل لا 
غير (راجع 66.4 ادناه). 
26.4 . نبدأ بانشاء حل خاص للجملة (1). 
نعتبر الحالة التي يكون فيها الحقل المعطى (ن) م منعدم بحيث ترد 
الجملة (1) الى جملة اكثر بساطة: 


(2) div 0 (y) = 5 (y), rot @Q (y) =0 
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نحن نعم حلا لهذه الجملة. وبالفعل, دعنا ننشىء حقل الجاذبية المزود 
بالكثافة (2) م ر (5(24.4)): 
F (y= E e ar‏ (3) 
رأينا في 24.4 ر - ق ان: 
div F(y) = b (y), rot F (y) =0‏ ل 
بحيث ان الحقل («) ۶ الوارد في (3) يمثل حلا خاصا للجملة (2). 
36.4 . نعتبر الحالة الاخرى حيث يكون الحقل السلمي المعطى 
منعدم بحيث تأخذ الجملة (1) الشكل: 
div 0 (y) = 0, ^ rot 0 (y) = 2 )(‏ )4) 
نعرف هنا ايضا حلا خاصاء ننشىء حقل بيوت وسافار باعتبار كثافة 
التيار (ت) 8 حل > (ه)< (34.4 - أ)؛ 


)5( 6 (9) = سل‎ Re gy 
8 


بالنظر الى 4 .34 ر وبمراعاة الشروط المفروضة على الحقل (ن)8 > نجد: 
rotG (y) = R (y)‏ ,0 ع (ن) 0176 
بحيث ان الحقل (ل)» يعطي حلا خاصا للجملة (4). 
4 .6 . انطلاقا من الحقلين المنشأين ,)م و )ي › نضع: 
Qo (y) = F (y) + © (y).‏ )6( 
لدينا فيا يخص الحقل (7) ,0 


div Qo (y) = div F (y) + div © (y) = 5 (y), 
rot Qo (ز)‎ == rot F (y) + rot © (y) = R (y). 


وهكذا فإن الحقل (8) ٠‏ حل خاص للجملة (1). ليكن (0,)0 
حلا ثانيا للجملة (1) نجد فما يخص الحقل «) ,0 - ()) ,0 = (0) ۴ : 


div 7 (y) = div Q, (y) — div 0, () = 0, 
rot H (y) = rot Q, (y) — rot و0‎ (J) = 0, 
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إذن» فإن )1 حقل توافقي (15.4). وبالعكس» إذا كان 
() # حقلا توافقيا و (7) 8 + (ن) ,0 = () ,0 نجد أن: 


div Q,(y) = div Qo (y) + ]1ق‎ (y) = 6 (y), 
rot 01 (y) عد‎ rot 0, (y) 4 rot H (y) = R (py), 


بحيث ان الحقل () ,0 يمثل مع الحقل () ,0 . حلا للجملة (1). 
نصل بذلك الى النظرية التالية: ٠‏ 
نظرية. نحتفظ بالشروط الواردة اعلاه. عندئذ تكنون الجملة (1) 
منسجمة . يعطي الدستور (6) احد حلوها ونحصل على الحلول الاخرى 
باضافة حقل توافقي كيفي الى الحل السابق. 
4 . يكن ان نفرض على الحل المطلوب (ي) 0 بعض الشروط 
الاضافية التى تعين هذا الحل بشكل وحيد. 
نفرض. مثلاء ان المركبة الناظمية (2) *2(,7) ©) للحقل المطلوب 
(#) 0 معطاة عند كل نقطة ۾ .عل الحافة 5 من الساحة ۷ . 
بكتابة الحل (و) © كمجموع () ۸7 + (و) ,0 حيث يمثل (/) ,0 
حل (6) و )8 حقلا توافقيا مجهولا. نرى ان المركبة الناظمية على 5 
للحقل الاخير هي : 
(H (x), m (z)) = )© (z), m (z)) — (Qo (2), m (2)).‏ )7( 
اذا كانت الساحة ۷ كرة ,38 فإن الحقل التوافقى (2) ۸# المحقق 
للشرط (7) موجود ووحيد حسب 4 .73., أ و د؛ وبالتالي فان حل الجملة 
(1) موجود ووحيد. 
طبقا ل4 .65 - ص» نرى بنفس الطريقة ان حل هذه الجملة موجود 
ووحيد عندما.تكون قم كمون الحقل (2) 7 (أو الحقل (2) © إن كان 
توافقيا بمقربة الحافة) معطاة على حافة الكرةس . 
أما في الحالة العامة التى لا تكون فيها الساحة 7 كرة فإن وجود 
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ووحدانية الحلول باعتبار احد الشروط: الواردة اعلاه مسألة على جانب 
كبير من التعقيد؛ فهي تعد مسألة من اهم مسائل نظرية المعادلات ذات 
المشتقات الجزئية (المسألة الحدية الاولى او الثانية المتعلقة بمعادلة لابلاس)» 
لن نتعرض لا في هذا الكتاب*). 

يتمثل شرط من نمط آخر في كون الحقل المطلوب (0)7 الذي نعتبره 
في الفضاء 4٠‏ باكمله. يؤول بانتظام الى 0 لاه +| # امن الواضح ان 
الحقل () 0١‏ الذي انشأناه يحقق هذا الشرط لأن العبارتين (3) و(5) 
الحاويتين في مقاميه)| الكمية | و - * اتبينان مباشرة ان التكاملين الواردين 
فيهها يؤولان الى 0 لماص + بواء نؤكد على انه لا وجود لحل آخر 
( للجملة) يحقق الشرط السابقة. بالفعل. اذا وجد حل آخر فإن الفرق 
بينه وبين الحل (و) ,0 يكون حقلا توافقيا؛ غير ان الحقل التوافقى 
الوحيد» حسب 65.4 دء الذي يؤول الى 0 لا || مطابق 
للصفر. ومنه تأتي وحدانية حل الجملة (1) في صنف الحقول المعتبر. 
4 .66 . يكن صياغة مسألة انشاء حقل انطلاقا من تفرقة ودوارة صياغة 
محلية: يجب انشاء حقل (ي) 0. يحقق المعادلتين 1(16.4) بجوار نقطة 
معطاة:7 € ون ؛ نعام ان 0 کڪ (2) ۸ » لكن ليس هناك اي فرض على 
المركبة الناظمية للحقل (ر) 8 على حافة الساحة 7 . 

ترد هذه المسألة الى انشاءء بجوار النقطة مل حقل (8) 6 على 
الاقل مثل ري ۸ د () 6 » بالفعل» انطلاقا من ذلك الحقل» نرمز 
ب: )0186 = (8) ١‏ . حينئذ يكون الحقل المطلوب (و) 0 
من شكل جموع الحقل )6 و«الحقل النيوتني الذي كثافشه 

` rb — o). 


نستطيع تعيين المركبات () ,€ ,() +9(,6) 61 للحقل 





(*) راجع مثلاء ا. جز. بتروفسكي محاضرات في المعادلات التفاضلية الجزئية ط. 5. «ناوكا» 1970 
( بالروسية) 
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0 انطلاقا م - 1 
eg‏ 677 نطلاقا من المركبات ‏ (/) و8 ,(7) .8 (y(,‏ ,2 
ل () ۸ وهذا بجوار النقطة 17 ,1/5 Yo = (yh,‏ باستخدا 
الدساتير التالية مثلا : 
17 
و0 (y) = [Rs (Yr, U3, T3)‏ 6 
v1‏ 


vs 0 
Ga (Y) == — ا‎ Rr (Yı, 2, (و5‎ dra + | Ra (Tı, Ya, Y§) ATi, 
و‎ 1 





6, (ا)‎ =0, ۰ oT 
a ج لايع عن مده‎ 
06 006 261 :وال ع‎ 
“aa او‎ e u : 
aR OR» ر‎ F3 باستخدام الشرط مع‎ 
نجد:‎ » div R = gy + “ay ^ ير‎ 1 
ea ل‎ RL e TD de + Ra (u, a, A) — 
A e dy, 


4 
_ f Relea 0 ey = و‎ (u, 9لا مولا‎ + 
143 


J3 


4 ا‎ 215 (Ys, Va, T9) e ا‎ 53) dts = Rs (Yu, Va, Vs), 
$ 


وهو المطلوب 

عارین 
1.اوجد دوار الحقل ‏ (6(»>)4)/ ع (4) ۲ »> حيث يمثل م المسافة 
00 حي ا يت ۽ 
لي تفصل د عن مستقم ثابت ۸^ » ويمثل (4) > .© الشعاع الواحدى 
العمودي على + وكذا العمود المسقط من النقطة ۸ على المستقم + . ما هي 
الحالة الي تجعل مع (A4)‏ مر ؟ ۰ 
2. نعتبر جماعة وحيدة الوسيط من المنحنيات المرنة بكفاية في المستوى. 
ثبت من اجلها العلاقة 


div m = —k, 
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حيث يمثل m‏ الشعاع الناظمى الواحدي و ۾ انحناء منحنى من الجماعة. 


في النقطة المعتبرة. 
3. اثبت ان العلاقة الموالية محققة من اجل كل حقل شعاعي ۸ في و۸ 
سطوحة متعامدة: 


(R, rot R) = 0. 

4. هب أن rol R) m0‏ ,8) . ترسم ابتداء من نقطة معطاة ۸ خطا ا 
عموديا على خطوط الحقل 8 » ونرسم ابتداء من كل نقطة 74 على الخط ا 
منحنيا ).7 ماسا عند كل نقطة منه للشعاع ۸ 506. برهن أن السطح 5 
المحصل عليه عمودي على الحقل ۸. 

5. هب ان R0‏ انعقء جماعة وحيدة الوسيط من السطوح 
المتعامدة على الحقل ۸. 

6. يحقق الحقل الشعاعي (۲ ,× )= ۸ في المستوى (0)- ء۸ » حيث 


J ۹ 2‏ جع 
د قن لهسم 0 == ¥ 2ن 2ي 5-2 


الشرط ١‏ 27-52 ». لکن ليس له كمون معرف في كل ساحة 
تعريف الحقل. كيف نفسر هذا التناقض الظاهري مع النظرية 12.4 د؟ 
7. إن للحقل لق - مد م في (0) - ۸۴ تفرقا متعدما. باعتبار 
الكرة ذات نصف القطر 1 المتمركزة في مصدر الاحداثيات والمجردة من 
جوار صغير لنقطة مثبتة» اثبت ان الحقل 80) ۸ ليس له كمون شعاعي. 
8. احسب الحقل النيوتنى الذي ينشأ عن كرة متجانسة كتلتها 1 ونصف 
قطرها + ومركزها ر الاحداثيات. ۰ 

9. اثبت ان كل تابع توافقي غير سالب 0ه يحقق, في كرة نصف 
قطرها + ومركزها في مصدر الاحداثيات للفضاء ۸۸ متراجحة هارناك 
(Harnack (‏ : 


711-83 د ل 
LID x o) <a) > EH o.‏ 
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0 . اثبت ان كل تابع توافقي وغير سالب في كل الفضاء .8 » ثابت. 
1 . نفرض ان لدينا تابعا توافقيا *)١‏ في كرة»# - w۷‏ نصف قطرها 
٠‏ يحقق المتراجحة 8 >> |(0).ه| . اثبت ان لدينا المتراجحة التالية 
حيث يرمز ‏ لمركز الكرة 7 : 
[grad h (2) | < ZM.‏ 
2 . نفرض ان لدينا تابعا توافقيا (ي)م يحقق المتراجحة ۸ > | )*| 
في ساحة ,8 7. برهن في كل ساحة مغلقة۷ - 077 على قيام المتراجحة. 
CM,‏ < | (ن) 5 grad‏ | 
حيث لا يتعلق © باختيار التابع )۾ 
3. إذا كانت جموعة غير منتهية 8 - (800) من التوابع التوافقية 
حدودة بانتظام في ساحة .8 -7 » يكننا ان نستخرج منها متتالية 
)و ¢ hM)‏ من التوابع المتقارية بانتظام في كل ساحة مغلقة 
WEY‏ 
4 . اثىت إنه إذا كانت متتالية رتيبة ...< () ,م < (و) ,م من التوابع 
التوافقية في كرة > إ يإ » متقاربة عند مركز الكرة» فهى متقاربة في 
كافة الكرة نحو تابع توافقي . ۰ 
5 . هلى یکن تطبيق دستور ستوكس على شريط موبيوس ( د1ط ةM)؟‏ 
نبذة تاريذية 
تم البرهان على الدساتير التي تربط تكاملا على حافة ساحة بتكامل على 
الساحة ذاتها وفق الجدول التالي : 
الدستور 4 .3(61) («دستور غرين ») من طرف أولر في الفترة 1771 
- 1772 وغرين سنة 1828؟ 
الدستور 4 .5(31) ١(‏ دستور اوستروغرادسكي ؛١)‏ من طرف غوس في 
حالة خاصة جدا (1813) واوستروغرادسكي (1828) من اجل 3 = ۸ ثم 
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من اجل 8 كيفي سنة 1834؛ 

الدستور 6(62.4) («دستور ستوكس») من طرف تومسن . 
rhomson(‏ ) سنة 1849؛ ادرجه ستوكس في الامتحان السنوي الذي 
ينظمه في كمبريدج من سنة 1849 الى 1882. 

الدستوران 1(25.4) و(2) («دستورا غرين») من طرف غرين سنة 
8 . واضح ان كل هذه الدساتير كانت كتبت في اول صياغة ها 
باستخدام الرموز المعتادة بدون اشعة. ظهر الحساب الشعاعي لدى 
هاميلتون ( مؤلفه الرئيسى « محاضرات خول الرباعيات » نشر سنة 1853) 
گج من نظريته المتعلقه بالرباعيات. تشكل الرباعيات» باللغة الحديثةء 
جبرا رباعي البعد على الحقل .8 باسا *,ر,:ة ,4 ولمعتمد على قواعد 
الضرب التالية : ش 

14 سد‎ j1 = k1 = 4; j = ع ورد‎ Rk, jh = kj =, ki > ik > j. 
› زه + هق + ۾ ء العدد ».» حسب هاميلتون‎ + dk يمثل. من اجل رباعي‎ 
. سلميا» ويمثل مه + زه لب «شعاعا» هنا. ادخل هاميلتون لأول مرة‎ « 
هذبن الضطلحن) :يودي عرب الاش يوضقها 'رياضات . الى المساراة‎ 
: التالمة‎ 


“(bıi + ej + dk) (bgt 4 cgi عل‎ dak) = (bb, حل وميه ل‎ dda) + : 
, + t (cdg — dea) F j (dg — (رطو2‎ F Kk (byes — ولعوة‎ 


حيث نرى في آن واحد الجداءات «السلمية» «الشعاعية » للاشعة. 


يعمل المؤثر الرباعي طاميلتون: 


على تابع شعاعي kw‏ لسر + f= iu‏ حسب القاعدة الشكلية لضرب 
الرباعيات » ويؤدي الى النتيجة : 
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0 , 0 0 7 du 022 , م‎ 
ره‎ - (iti Ry) سجس‎ - - (E+) 


(E(t 


نرى في الجزء السلمي التفرق (تسبقه الاشارة -) المعروف منذ عهد 
أولر؛ اما الجزء الشعاعي, اي الدوارء فكان يمثل في عهد هاميلتون شيئاً 
مستحدثاك ولم يكن تفسيره الفيزيائي معروفا آنذاك. كان هاميلتون يحم 
بنظرية توابع لمتغير رباعي تعمم حساب التوابع لمتغير عقدي. لكن القدر لم 
يشأ ان تتحقق آمال هاميلتون المعلقة على الرباعيات. وجد الجزء الجبري 
لنظرية هاميلتون» نفسه مضموما باكمله في نظرية المصفوفات التي تطورت 
بسرعة فائقة. اما الجزء التحليلى فأبرز منه التحليل الشعاعي ا 
(ج. جيبس 5ططاي » سنة 1881( الذي بدأ يلعب 0 هاما في ل 
الرياضية. وإذا كان العديد من العلاء» قبل جيبس» قد اعتبروا الاشعهء 
بحذر (مثل ج. ماكسويل (8611<ة34) منشيء النظرية الكهرومغنطيسية» 
الذي م يستعمل الاشعة بل كتب المعادلات الاساسية للكهروديناميكا. اول 
مرة. في شكل سلمي) فإن ه. هارتز (316:2), خلف ماکسویل» قد 
كتب هذه المعادلات في شكل شعاعي ظاهري (1890): 


2 017 
“af عد‎ —erot H, 5# — {Le rot E 


(في الفراغ). تقبل جلة هاتين المعادلتين» فما تقبل» حلا من الشكل : 
elk.‏ س ES F(z‏ روه سا م) م داع « حيث F‏ تابع كيفي ؛ يمثل هذا 
الحل موجة عارضية مظهرهاالجانبي ۴ تنبث على طول حور العناصر + ء 
بسرعة ٠‏ . أكد الإنجاز التجريبي لثل هذه الامواج من طرف هارتز 
واكتشاف الراديو من طرف أ. بوبوف 20807 (1895). صحة نظرية 
ماكسويل تأكيدا قاطعاء كا ساهم ذلك في ابراز الاهمية القصوى للدور 
الذي تلعبه الرياضيات في سبيل تقدم العام. 
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اشار الى التابع الكموني للحقل النيوتني لاغرانج سنة 1773 . يمكن ايجاد 
المعادلة 0 -سده في اعبال أولر الا ان الذي درسها دراسة متواصلة هو 
لابلاس ( منذ 1782). استنتج بواسون سنة 1813 المعادلة مرف اح u‏ من 
اجل الحقل النيوتني ؛ وهو نفسه الذي أنشأ تابعا توافقيا ( مصطلح لابلاس) 
في كرة بدلالة قم هذا التابع على حافة الكرة. اما إنشاء تابع توافقي 
بدلالة قم مشتقة الناظمي على الحافة فقد توصل له نومان ( 477" )Neu‏ 
سنة 1877. نجد وصفا للحالة الراهنة للمسائل الحدية المتعلقة بالتوابع 
التوافقية, مثلاء في كتاب أ.ج. بتروفسكي : محاضرات في المعادلات 
التفاضلية الجزئية» ط. 5 «ناوكا»» 1970 (بالروسية). 
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القسم الثاي 
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الفصل 5 


المندسة التفاضلية التقليدية 


إن الهندسة ‏ وبالتحديد الهندسة التفاضلية ‏ غنية» حتى على سطح 
ثنائي البعد في الفضاء الثلاثي البعد, بالافكار والنتائج وطرح مسائل ها 
تعميات واسعة؛ ثم إنها تستخدم في نفس الوقت كحقل تطبيق طبيعي 
لطرق التحليل الرياضي. هناك نتائج ذات طابع عام تجد مكانها الطبيعي 
عندما تعرض من اجل سطح متعدد الابعاد» وهو ما سنقوم به كلا 
اتيحت لنا الفرصة. يُدخل الشكل التربيعى الاول (1.58) مسافة على 
السطح أ الع ماق لفقا الاتليدى اذى اده رعا بادتنا من 
الفضاء الاقليدي الاخير على مستوى لا متناهي الصغر. لم يكن في البداية 
امل وراء وجود مثل هذه المسافة على السطح. فيا يخص الشكل التربيعي 
الثاني (5.2 4 المستعمل لحساب انحناء الخطوط الواقعة على السطح فقد 
تطلب ان يكون بعد السطح وبعد كل الفضاء لا يختلفان الا بوحدة. يتم 
تعريف انحناء سطح. الذي يمثل احدى المميزات الهامة للسطح. بفضل 
الشكل التربيعي الثاني؛ نشير في هذا النطاق انه إذا اختلفت اشارات 
اغناءات سطوح فإن هذه السطوح تتمتع بخاصيات هندسية مختلفة اختلافا 
اساسيا. ثم إن تعريف مسافة على سطح يسمح بابراز ترابط هذا السطح أي 
ترابط الخاصيات المحلية لموقع النقطة على السطح. نعرّف بفضل الترابط 
الخطوط الجيوديزية ‏ (5.4 4) والانسحاب على السطح (5.6 5) واخيرا 
الانخناء بوصفه نتيجة لدوران شعاع مسحوب على طول محيط مغلق. يتبين 
ان الانحناء خاصية مميزة ومستقلة للسطح. اي لا يتعلق الا بالمسافة (اي 
بالشكل التربيعي الاول) وهو لا يتعلق بالكيفية المجسم بها السطح في 
الفضاء المحيط به. 
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89 1.5. الشكل التربيعى الاول 
5 .11 . نعين في الفضاء Fn:‏ ذي البعد م » سطحا م بعدہ 2 بواسطة n‏ 
تابعا تعبر عن الاحداثيات «ة ٠٠.‏ 22 لنقطة من السطح بدلالة 
الوسيطات Um‏ ,9 .۰ ولا حيث تتحول النقطة الوسيطية (ا (Ut,‏ ج في 
٠ UE RRL‏ 


enn oS ع م د‎ o QA o Ww 


(uy, 217 Um),‏ و نح ود 
)1( 
نفرض ان التوابع ري مه ,. .,(ه) يم قابلة للإشتقاق عددا كافيا من 
المرات (سنقول ؟ في بداية كل فقرة). بالامكان تعويض المعادلات (1) 
بمعادلة شعاعية 
r =r (u) = (zı (U), .. <, Zn (W)}.‏ 
من الناحية الشكلية» يمكن أن تقابلى نقطتين وسيطيتين مختلفتين 
Un)‏ ده ٠‏ ا) = س و(ولة ,. .,يل). = 'بائفس النقطة من السطح م . لكن حتىق 
نتفادى التعقيدات المتعلقة بالتقاطعات الذاتيةء فإننا لا نعتبر مثل هذه 
الحالات. إن ابسط فرض نقبله وهو يضمن التقابل المحلى للتطبيق 
زه لته + يقل في اشتراط أن تكون رة المضفوفة البعقوبية: 


ne‏ 77 دس 





A ہے‎ n ( 
2 =a Trae 





عند نقطة ين من الساحة ل مساوية «» . ليكن» مثلا: 


021 drm 
001 00 01 





® يو ب و e o‏ 








اصغريا غير منعدم. نرى عندئذ, انطلاقا من 47.1 بء ان التطبيق 
(1) تقابلي في جوار 7 للنقطة (به ,. .,ثه) = ١‏ » أي ان هذا التطبيق 
يصل نقطتين مختلفتين (من ,... ,يمن) و (إين ,... ,س من الساحة ۷ 
بنقطتين مختلفتين من السطح م سندرس السطح في هذا الجوار 7 
للوسيطات. وهكذا نتخذ وجهة نظر محلية: نعتبر السطح في جوار نقطة 
.مثبتة فقط؛ مع العام ان هذا يكفي للوصول الى النظريات مبرهنات الاولى 
من نظرية السطوح. 


5 . نفرض ان مرتبة المصفوفة 5 .2(11) عند نقطة معطاة 7 € "ل 
تساوي «” . ينتج عن ذلك ان الاشعة: 














oz, dtn }‏ ك 
duy‏ ا duş‏ سس uy‏ 1 
) ج022 4_ عم ar‏ 
dum 1 °" Aum J °‏ = س 


مستقلة خطياء عند النقطة 24 من السطح .2 الموافقة ل "0 تقع هذه 
الاشعة» عندما تكون منطلقاتها في النقطة ۸ء في المستوى الماس للسطح 
+P‏ م إن الشعاع :7 ماس للخط الذي تتغير عليه الاحدائية ا عند 
تثبيت الاحداثيات الاخرى ,*# من اجل ركو : . 
لنجد شعاعا ماسا لأي خط ا يمر على السطح 2 في النقطة ۸۷ 
يمكن تعيين الخط 2 بالمعادلات الوسيطية 


و78 j] = 1, “eo,‏ ,(©) رن = ره 
Sb; r =r (u, (Î), .. ., Um ())-‏ 7 عه a‏ | 
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نفرض أن التوابع 2 3),كة. قابلة للإشتقاق. عندئذ يكون لديناء 
حسب النظرية الخاصة بمشتق تابع مركب 33.1 -: ب: 








m m 
dr ûr du 
..)2( : 7” 2 uj a = 3) rj (0). 


نستطيع تفسير المساواة (2) على انها نشر شعاع £ وفق اشعة الاساس 
«” ...۳ عند النقطة 84. بطريقة مماثلة نحصل بخصوص التفاضلية 
لك للشعاع ٣)۵‏ على: 


m mM 
)3( dr— 8( ruj (dt = YS ryduy. 
عدر‎ [1 2-1 


5 .31 كما رأينا في ي 91.16 فإن طول المنحنى £ بين النقطتين الموافقتم: 
لقيمتى الوسيط ۾ = 1 + + م٠‏ يعطيه التكامل: ‏ 


|r’ )2( | 


5 


وس دہ 


٠ وبالتالي:‎ 


ds )1( = |” (6) | dt - | ar (©) |. 


بصفة خاصة» لدينا على السطح ص 
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)1( ! ds ب‎ |dr |" - (0 ry 4 2 7 ل‎ 


Ms 


m 
2 Ryn duy dux, 


حيث 0 . يسمى الشكل التربيعي في الطرف الثاني من . 
(1) الشكل التربيعي الاول للسطح.۲» ونرمز له 
ب (u; du)‏ © = 6 . إذا عرفنا الشكل التربيعي الاول أي المعاملات 
6 كتوابع للنقطة 84 من السطح م » أو - والقولان متكافئان - كتوابع 
للوسيطات من .... ,رت - فإننا نستطيع ايجاد طول الخط 2 بين نقطتين 
4 و 8 توافقان القيمتين » و م للوسيط XK‏ وذلك بفضل الدستور:: 


0 8 mm 
)2( ا م‎ ds = | J 5! برع‎ (2 (O) uj ) uh (8) dt. 

taa a 1سز‎ h1 
إذا عينا خطين1 و وا منرسومين على السطح م بالمعادلات‎ 
ويم = رu على التوالي‎ )4(, u = يي (4) “زلا‎ = 1, mn) 


وتقاطع هذين 5 في النقطة 84 فإننا نستطيع ايجاد الزاوية التي يشكلانها 
(أي الزاوية ه التى يشكلها الماسان) استنادا الى الشكل التربيعى الاول: 


(arth, dr) 


جح لطي il‏ ين COS‏ 
| 49 || 27017 | 


(3) 


6 (M) duj? du" 


E 
YE 


> لاا‎ 
4 2 gn (M) duj» du 1/ 2 0 (M) du du 
J, 8-1 


إن الشكل ر الاول معرف موجب بطبيعة الحال (وهذا حسب 
انشائه» زيادة على ان اصغرياته الرئيسية تمثل معينات غرام .( 614۳ » 
للأشعة المستقلة خطياء وعليه فهي موجبة). نعرف» من اجل الاشعة 

(i = 1, 2(‏ ل = r‏ في المستوى الماس للسطح م جداء 
سلمیا ,(«× رمسم ak‏ 

(r, r) = 00 BPE gyn. 
نؤكد على ان هذا الجداء السلمى يطابق الجداء السلمى المعتاد‎ 
1 : بالفعل‎ . Rn لنفس الاشعة في الفضاء‎ (rv, r۵( 
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m 


(r, ا‎ Bry, 3 Er») اددع‎ 28 r۸) = 


3 2 BER gyn = (r, 0 

وهكذا فإن الشكل التربيعي الاول يستعيد على المستوى الماس» بدلالة 
الاحداثيات ‏ ...غ المسافة الاقليدية الاولى للفضاء .8 . 
5. ليكن رهم و ۲٠‏ سطحين» نفرض ان هناك صلة تقابلية بين 
نقاطههما تجعل طول كل خط على السطح «٠م‏ مساويا لطول صورته على 
السطح «مم. نسمي هذه الصلة التقابلية ايزومترية. 

نظرية. حتى يكون سطحان ۳م و «م ايزومتريين يلزم. ويكفي 
ان يكون التمثيلان الوسيطيان لما 

FD = FD (yy, ..., Um), FD =F (us, <<. Um) 

في نفس ساحة التغير ع للوسيطات ,.مه.... .0 وان تكون التوابع 
مور ,رم = لام مطابقة على التوالي للتوابع (شير ,م = #إع 

البرهان . إذا كان التمثيلان الوسيطان المذكوران موجودين فإن طولي 
منحنيين متوافقين على السطحين .400 و 8« معطيات بتكاملين من 
النمط 2(31.5 )» إذن فها متطابقان, لذا فأن السطحين سم و هم 
ايزومتريان. وبالعکس» إذا كان السطحان م و يهل أيزومتريين 
فإن المساواة الموالية قائمة» ضمن تمثيليه] الوسيطيين المتوافقين » وذلك من 
اجل كل * : 

١ VÈ Ej (u) uj (1) uk () دنه‎ VIR mun 2) ES (u) u; () u (1) dt 
: نشتق بالنسبة ل > فنجد‎ 
j BF () ون‎ )>( uk (0 = بم‎ gj} (o) wj (o) u () 

وهذا من اجل كل . زس لأنه من الممكن أن ترسم على السطح ا٥‏ 
أو هم متحتيا يمر بالنقطة 24 في اي اتحاه كان.-من تطابق هذين 
الشكلين يأتي تساوي المعاملات المتوافقة لحذين الشكلين» وهو المطلوب. 
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تنتمي خاصيات سطح التي يُحتفظ بها عند الانتقال لسطح ايزومتري, 
الى المندسة المميزة للسطح ؛ من الناحية التحليلية» حتى تكون خاصية 
() هرم . تسمى خاصيات سطح الى تتغير عند الانتقال الى سطح 
خارجية . 
معناه: كل الخطوط القابلة للإشتقاق خطوط ايزومترية: إذا كان 2دص 
فالتصنيف له معنى؛ إذ ان المستوى والاسطوانة ايزومتريان ( مخليا) اما 
المستوى وسطح الكرة فهها ليسا ايزومتريين. ذلك ما ستراه في المستقبل 
نسبياً (53.5). 
5 . السطوح الثنائية البعد فى و۸ . نرمز لاحداثيات .و7 كالعتاد 
ب: ,نو ,ت ونرمز للوسيطين ٠‏ :ت اللذين يعينان موقع النقطة 36 
على السطح طب .< .ل بحيث أن الجملة 11.5 تكتب على الشكل: 
(u, v)‏ 2 ح 2 (u, U),‏ باع ين ,(ن z= 2)u,‏ 
أو بدلالة الاشعة: 
J (U, vw), 2 (u, v)}.‏ لك {z (u,‏ ج زف r (u,‏ لج لها 
نرمز لمشتقات لنصف قطر الشعا بالنسة 
نرمز لشتقات لنصف قطر الشعاع للسطح (ه ,)7 بالنسبة للوسيطين 
ر و سب ٣‏ و ٣٣‏ غل التوالي , ولدينا: 


_. f Oz(u, vo) Oy (u,v) Qt (u, 
مهه ,ده ,فت‎ 


du 


: نرمز» حسب غوس » لمعاملاات الشكل التربيعي الاول کا یل‎ 
E = (Fu, Tu), F = (Fu, Fo), G = (Fu, ro), 


وبعد ذلك يكتب الشكل التربيعي الاول على النحو: 
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_ J Oz (u,v) dy(u, vu)  02(u, 
کن‎ { dv 9 ي‎ dv 2 


(1) dê — E du + 2F du du + © dw. 


امثلة. أ. لیکن ۶ مستويا مطابقا لمستوى الاحداثيات «١‏ . نختار 
كوسيطين للنقطة 84 الاحداثيتين ول فنجد: 


5 


“يوك ل قوق = قوق ,}0 ,1 ,0( = r= (1, 0, 0}, ry‏ ,}0 % )= (2) 





ب . يمكن ان نختار. في نفس المستوى. كوسيطين الاحدائيتين القطبيتين + 


وم. عندئذ: 


r = م)‎ cos م رب‎ sin ,ب‎ 0}, 
مم‎ = ) —p sin مارب‎ cos ,ب‎ 0}, 
ro = { cos ©, sin ©, 0}, 
E = (rq, ٣پ(‎ = ,م‎ = 0, 0 - 1, 
ل قوق 3م = تميق‎ dp. 


ج. نختار على اسطوانة © نصف قطرها 8 (الرمم 5 .1-1)» كوسيطين 
النقطة ه في الاتجاه المشار اليه والاحداشة * . عندئذ؛ أ 
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u ل‎ 
r (u, 2( = acosr, asin w~, 2 


)4( مو )ديم‎ Ê, cos, o}, 
r= (0, 0, 1}, 
ع عر‎ 1, R=0, G=1, 
رقو + شيل = گول‎ 


إن معاملات الشكل التربيعي الاول هي نفس المعاملات من اجل 
المستوى ضمن الاحداثيات المستطيلة (القائمة) ؛ ذلك ما يؤكد من الناحية 
التحليلية ان المستوى والاسطوانة ايزومتريان. 





الرسم 5 4 الرمم 1.5 - 3 


د . نختار على مخروط × كوسيطين للنقطة 84 زاويتها القطبية * والمسافة م 
التي تفضل رأس المخروط عن × على طول المولدة (الرسم 1.5 - 2). إذا 
کانت الزاوية الق يشكلها حور المخروط والمولدة تساوي ad‏ فإن: 


r (Q, م) = (م‎ sin a cos م ,نو‎ sin a sin ©, م‎ cos © (, 
rp = ) —p sin a sin ©, م‎ sin a cos ©, 0} 
)5( مر‎ = {sin © cos 0, sin a sin 0, cos © [(, 
E = (rq, rq) = pf sinî a, F = (rç, rg) = 0, 
G = (ro, ro) = 1, 
ds" = p* sin® a 0035 + 3م‎ 
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٠‏ عند تعويض الاحداثية 9 بالاحداثية الجديدة ليم فإن 


الشكل هيه يكتب على النحو دمه ل فهه»*م . ذلك هو بالضبط 
الشكل التربيعى الاول للمستوى ضمن الاحداثيات القطبية. وهكذا فإن 
المخروط والمستوى ايزومتريان ايضا؛ وهذا معروف ف المهندسة الاولية. 


ر . نختار على سطح كرة 5 نصف قطرها ۸ (الرمم 1.5 3) الاحداثيتين 
الكروتين المعتادتين © 0. لدينا في هذه الحالة: 


r (p, 0) = ) 8 sin 0 cos رب‎ R sin § sin ,م‎ FR cos 0}, 
ro = ) -# sin 0 sin ,ب‎ R sin 8 cos ©, 0), 

(6) ro = ) 8 cos 0 cos ,و‎ R cos 0 sin ,ب‎ —R sin 0}, 
E ع‎ (rç, rq) = R? sin" 0, F = (rq, ro) = 0, 
6 = (rg, ro) = وه‎ 
قور = تون‎ sin® 0 dq? + R^ d0 


س . نعتبر سطحا P‏ دورانيا حول عور العناصر 0 معرفا بالمعادلة 
(2) ۾ = م حيث م هي المسافة التي تفصل النقطة 84 عن محور .ه . نختار 
كوسيطين للنقطة 731 الكمية 5 والزاوية القطمية م (الرسم 5 4). 
ا sin ©, z},‏ () م ,ه cos‏ (2) م) = (ه r (z,‏ 

r, = ) يم ,© 605 مم‎ sin ©, 1}, 

(7) ry = ) —p sin م رب‎ cos ©, 0}, 
E = (RF, r) ثم ع‎ + 1, F = (ry, روم‎ = 0, 

6 = (r, ro} = f", 
ds — (p2 + 4) dı" + ثم‎ dq. 
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ص . هناك حالة خاصة هامة لسطح دوراني بمثلها الكاتينويد “ي السطح 
الدوراني حول حور العناصر 2 لسليسلة: ش 


(kch.‏ م 
(انظر الرسم 5 - 5) يكتب الدستور (7) في حالة الكاتينويد على 
الشكل : 

)8( قوق‎ = ch ل قوق) لش‎ k dq). 
ط. السطح اللولبي هو السطح الذي يرسمه نصف مستقم م مواز‎ 
للمستوى ۷١ء« ينطلق من حور العناصر ء . عند دورانه حول المحور‎ 
وصعوده» في نفس الوقت» بسرعة متناسبة مع سرعة دورانه تبعده عن‎ ۶ 
84 الرسم 5 6). وهكذا إذا اخترنا وسيطبي النقطة‎ ( 2.98  ىوتسملا‎ 
من السطح اللولبي المسافة 6 التي تفصل هذه النقطة عن مصدر. 6 والزاوية‎ 
القطبية * (اي زاوية دوران 8 المسحوبة ابتداء من موقعه الابتدائي) فإننا‎ 

r (P, م) = (هو‎ cos م رب‎ sin ,ب‎ kO}, 

To 3 (cos ©, sin Q, 0}, rq = ) مس‎ sin مارج‎ cos ب( رو‎ 

1 = (ro, Tp) = 1, F = (ro, rg) = 0, 


= (rg, ro) = 2م‎ + kf, 
ds* ع‎ dp" + (p" ل‎ Kk?) dq. 


3 o 


ات د 


إذا وضعنا < طء۸۴=م فإن عبارة ٠‏ يه ضمن الاحدائيات 

0 تأخذ الشكل : 
x Ch 3 (dı. k® dq).‏ أ ch?‏ تج د ch® = d2‏ > 2و4 (9) 
إن الطرف إلثاني في (9) مطابق (بغض النظر عن رموز الوسيطات) 
للشكل التربيعي الاول للكاتينويد (8). نصل الى خلاصة غير منتظرة الى 
حد ما: الكاتينويد والسطح اللولبي ايزومتريان. اما الصلة التقابلية بينهها 
فتجعل خطوط السطح اللولبي» من اجل © مثبت (اي المواقع المتوالية 
لنصف المستقم خلال دورانه) تقابل الخطوط © - : للكاتينويد (اي 
خطوط عرضه). يقابل خط انقباض الكاتينويد (اي 0 = ء) حور العناصر 
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على السطح اللولبي. نشير ان الامر يتعلق هنا بايزومترية اجزاء هذين 
السطحينء وان ليست هناك إيزومترية شاملة. 

5 .61 . يتبين ضمن الاعتبارات السابقة ان الشكل المتري للسطح يأتي في 
آخر المطاف من مسافة الفضاء الاقليدي الذي يحوى السطح. لكن ذلك 
ليس ضرورياء إذ يمكننا تعريف مسافة (أي شكلا 
ش رسة ۰d‏ رع لم = فق ) على سط سح E.‏ ش 
(رس,... ,») م = م » بطريقة اخرى دون ربطها بمسافة الفضاء الذي 
يحوي هذا السطح . يجب فقط ان يكون الشكل du; duj‏ رع م 
متناظرا. ومعرفا موجبا. سنقدم, مثالا هاما لمثل هذه المسافة على المجسم 
الزائدي م = هج ين ل م في الفضاء ۴١‏ » ضمن 45.5 . 


§ 2.5. الشكل التربيعى الثابى 
5. النحناء خط على سطح. نقتصر هنا على الحالة 5-0+1 ( سطح 
ذو بعد 8 في الفضاء الاقليدي ,ب۸ ذي البعد(1 + 7). والمسافة 
المأخوذة عن +[ . يمكنناء ضمن هذه الشروط» ادخال الشعاع الناظمي 
على السطح عند نقطة معطاة؛ إن هذا الشعاع معرف بشكل وحيد» بتقدير 
عامل عددي» إذا ما احتفظنا بالافتراضات السابقة حول قابلية نصف 
القطر الشعاع (م2 .... ..) ” للإشتقاق وحول مرتبة المصفوفة اليعقوبية 
الناظمي على السطح ۶ عند نقطة معطاة 11 كجداء شعاعي ل » شعاع 
اسماس 2 دامر ,2 دم للمستوى الماس (26.3 - ج): 


31 du, dln 
€4 ° €ntt 
dz OZzn+4 
u 200 uy 
(1) ا‎ 0 
êz Ozn+t 
dun dun 
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يمكن: توحيد الشعاع N‏ بتقسيمه على طوله. وبعدها نحصل على شعاع 
ناظمى واحدي(:)72-: معرف بتقدير العامل ±1 . نثبّت في جوار صغير 
لنقطة 34 الشعاع (:)*7عند كل نقطة بحيث يكون لدينا تابع (8) 7 مستمر . 
5. نفرض من الآن ان نصف القطر الشعاع 0)” للسطح يقبل 
الاشتقاق باستمرار مرتن ( بالنسة للوسيطات Un‏ و06 وكا (. نعتبر 


على السطح ۶ منحنيا L‏ معطى بالمعادلات : 


u, = U )4(, ٠٠, Un = Un 23, aS 2 > b, 


=F (u, (Ê), ..., un (D),‏ م 
حيث ان التوابع () رس هي ايضا قابلة للإشتقاق باستمرار مرتين. 


إن الذي يمنا هو انحاء هذا الخط عند النقطة 2 € 4 الموافقة للقيمة 
يه = ه لحساب الانحناء ننتقل على المنحنى 5 الى الوسيط الطبيعى 8 الذي 
يمثل طول قوس محسوبا ابتداء من نقطة ثابتة م4. نذكّر ان (ي22.16) 
لدينا الدستور التالي الخاص بمنحنى وسيطه 5: 

(4) + ا 
وإذا كان 0ع فإن 





dîr dîr (4) _ dt لی‎ 
dst 


يمثل > هنا الشعاع الواحدي الماس للمنحنى L,v‏ الشعاع الواحدي 
للناظمى على + والواقع في المستوى الملاصق» ويمثل عا انحناء النط 1. 
يسمى المستقيم المعين ف المستوى المللاصق بالشعاع م0 الناظم الرئيسي على 


١ (4).‏ (4) ب 


1L المنحنى‎ 
فإن:‎ P ا كان المنحنى ا واقعا على‎ 
dr 2 4 d d و"‎ 
(1) g7 = )5-( = dr (3 (= Tk شج‎ 2 Sr gs 
حدق‎ j, h= 31 


5: عندما نضرب المساواة (1) سلمياً في الشعاع‎ . E 


duj dup TE 


فإننا نحصل على : 


d?r duy duy 
(53, mn) = 3 (Fk: mM) ds ds ° 


0 اصرق‎ 
: بررط . يسمى الشكل‎ = (Fyn, M)- لیکن‎ . (ry, m) = 0 أن‎ 
.)2( B عد‎ B (u, du) = لے‎ ۸ duy dun 
0 
بأن‎ EE E إذا‎ P a الشكل التربيعي الثاني‎ 
هو الشكل التربيعى الاول”‎ ds = DER duj du, = G (u, du) 


: فإننا حصل في الأخير على‎ > P للسطح‎ 
dr 8 (u,du) j 2 ۸ (duj 
(e | كوچ‎ 
2) JR () duty dun 
ا‎ 


(دستور مونى (Meusnier‏ . يؤدي دستور مونى الى النتائج الموالية : 
أ. اذا كان الشكل التربيعي الثاني غير منعدم من اجل اتجاه (ريينه) فإن 
لدينا 2 معو («.,) من اجل كل منحنى على السطح ‏ ماس 
عند النقطة 4 للشعاع رسك . عندئذ 0 عو «۴ = وي .. إذن فإن للمنحنى 
ا عند النقطة 4 انحناء غير منعدم ويأخذ دستور مونبى. الشكل : 
(vm) = e‏ ممه مل( (kv,‏ )3( 
وهكذا نرىء من اجل الاتجاهات الناحي ((رءاك) , حيث 
0 (سك ,س») 8 ء أن انحناء الخط الموافق لذلك على السطح معين 
بالكميات : (" ,.. . ,1= )رت (نقطة من السطح) (” ,< . ,1 2ت [) duy‏ 
(منحى المستقم الماس) و « ( منحى الناظم الرئيسي). على وجه الخصوص» 
فإن كل الخطوط على السطح 8 المارة بنقطة معطاة 4 في منحنى معطى 
(رده؟ »ء التى ها نفس المستوى الملاصق والتي يكون من اجلها 
lB (u, du) 0‏ نفس الانحناء , 
ب . من بين كل الخطوط على السطح ۴ المارة بنقطة معطاة ۸ في منحى 
معطى ( بن و ريك مثبتا) حيث z0‏ ربك ,») 8 » فإن الخط الذي له 
مستو ملاصق يحوي الشعاع 2 بحيث ان1 = | (” ,ل) وم زهو الخط الذي 
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له اصغر انحناء . 


يمكن ان نختار هذا الخط مطابقا للمقطع الناظمي للسطح اي الخط 
المعين بتقاطع السطح ۴ والمستوى (الثنائى البعد) المار بالشعاعيين 10 


وا رم ل2 = ٣ه‏ نحصل على انحناء هذا الخط من الدستور: 
|4 )12 ہے. 





kx G (u, du) 7 
: إن الشكل المتداول لتعريف انخناء مقطع ناظمی هو‎ 
1 HB (x, du) 
(4) نون‎ = G (u, du) ` 


تسمى هذه العبارة الاخناء الناظمي للسطح ۶ عند النقطة 4 وفق الاتجاه 
(المنحى) (ر»») ؛ إن اشار تا + في الحالة التى يكون فيها الشعاعان في 
اتجاه واحد وتكون اشارتها ‏ في الحالات الاخرى؛ اي ان الانحناء 
الناظمي موجب إن كان الخط منحنيا في اتجاه الشعاع. وسالب في الحالات 
الاخرى. 
ينتج من (3) و(4) ان انحناء اي خط مرتبط بإنحناء المقطع الناظمي 
الموافق له ارتباطا تصفه العلاقة: 
skys |‏ 0 1 (5) 
ثم إن نصفي قطري الانحناء 4 و« للخط 1 وللمقظع الناظمي 
الموافق له مرتبطان بالمساواة: 
m) = Ry.‏ بكم Hy cos‏ )6( 
ومنه تأتي الخاصية الهندسية التالية (الرسم 2.5 - 1) 





الرسم 5 1 


ج. (نظرية مونى). إذا كان 1 منحنيا معطی » فإن مركز انحنائه .,© هو 
مسقط مركز الانحناء ,© على المستوى الملاصق للمقطع الناظمي الموافق له 
.N‏ 

إن الخاصية الاخيرة التي تأتي مباشرة من الدستور (6) يمكن تطبيقها 
بغرض تعيين مركز الانحناء الناظمي انطلاقا من معرفة مركز إنحناء خط 
E‏ 
د . إن كل القضايا الواردة اعلاه قائمة من اجل المناحي (ر«۵) بحيث 
0 عب (رن ,ن) 8 . لعتبر منحتنى ‏ 1ر120 يحقق 0 =( ,») 8. نسميه 
المنحنى (الاتجاه) المقارب على المستوى الماس 11 (للسبب الذي ستراه في 
5 2 س). لدينا المساواة التالية مسن اجسل منحنسى 
r )w(, u = u )8(‏ = ) = امار على السطح ۴ عند النقطة 4۸ في منحنى 
مقارب : 





(3#, n) 


يعنى ذلك أنه: اما أن يكون إنحناء المنحنى 1 عند النقطة ۸ منعدماء 
واما ان يكون الشعاع (4) م 2 3 في حالة 0 ع 0 5 في 
المستوى 11 . بما ان الشعاع (4) + ينتمي ايضا الى المستوى 11. فإن المستوى 
الملاصق للمنحنى 1 عند النقطة 4 تقع في المستوى 11 الماس 'للسطح ۲. 
بصفة خاصة» فإن انحناء كل خط مستو منحاه هو المنحنى المقارب ولا 
ينتمى الى المستوى ١١ء‏ انحناء منعد م . 
5 2 . يمكن تأويل الشكل التربيعي الثاني تأويلا هندسيا مباشراً. ننشر 
تزايد نصف القطر الشعاع () 7 الخاص بالانتقال من نقطة « الى نقطة 
ترية u - du‏ حسب دستور تايلور › صل عندئذ ( بتقدير اللامتناهيات 

e La و ولع‎ 

Ar = r (u + Au) —r (U) = E 5 Fyn ©! dun + . 
عدر‎ 1 01 h=t منه يأق ؛‎ 


489 


LA = 


(Ar, m) جك‎ ١ (Fyn, m) duj dun + ... = B (u, du) +... < 


j, ht 


aw 


وهكذا فإن الشكل (له ,:) 8 بالمعامبل 1/2 يطابق الجزء التربيعيى 
الرئيسي لسقط الشعاع ۵٣‏ على الشعاع 6. اي إنحراف السطح ۶ 7 
مستويه الماس. نختار الاتجاه الموجب اتجاه الشعاعة:. عندما' نعوض الشعاع 
m‏ بالشعاع المعاكس له. فإن الشكل یت ,س») 8 تتغير اشارتهء وكذا الامر 
فها يخص انحناءات كل الخطوط على السطح عند النقطة 4 يمكن القول أن 
. للشكل 4:8 ,:) 8 التفسير الهندسي المذكور بتقدير اشارة. 

مثلا. إذا كان 2-ه وكان الشكل (ك B (u,‏ عند نقطة معطاة ه ذا 
اشارة مخددة, فإن السطح ۶ يقع ( في وار للنقطة 4) من جهة واحدة 
بالنسبة للمستوى الماس؛ اما إذا كان الشكل (سه ,») 8 » عند النقطة وء 
ذا اشارة غير محددة (وغير منحل) فإن السطح ۶ (على مقربة كيفية من 
النقطة ه ) له اجزاء تقع في جهتي المستوى الماس. نقول في الحالة الاولى ان 
النقطة 4 نقطة ناقصية من السطح» ونقول في الحالة الثانية إنها نقطة 
زائدية لأن الحالة الاولى تجعل السطح يأخذ» بجوار النقطة 4 . شكل جسم 
مكافيء ناقصي» ويأخذ في الحالة الثانية شكل مجسم مكافيء زائدي 
( بتقدير لا متناهيات في الصغر من الرتبة الثانية). 

إذا كان الشكل «اه ,») 8 » عند النقطة 4ء منحلا فان السطح يأخذ 
بجوار النقطة 4 شكل اسطوانة تكافئية. نقول عن مثل هذه النقطة انها 
نقطة تكافئية . اما إذا كان الشكل ۵ ,») 8 مطابقا للصفر عند النقطة 
ه فإن السطح يطابق» بتقدير لا متناهيات في الصغر من الرتبة الثانيةء 
مستوية الماس وذلك بالابتعاد عن هذا المستوى بمقدار لا متناه في الصغر 
من رتبة اكبر من 2. تسمى هذه النقطة نقطة مستعرضة. 


نجد توضيحا لكل انماط هذه التقاط في الرسم 25 2. 
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5 .42. ارتباط النحناءات المقاطع الناظمية للمنحي على سطح ماس . 
أ. نحاول اختصار دستور انحناء مقطع ناظمي: 
B (u, du)‏ 
ky = Tr, du‏ )1( 
بالانتقال الى جلة جديدة من الاحداثيات على المستوى الماس (ذي البعد 
«) عند نقطة 4 من السطح ۴. نبحث في هذا المستوي عن اساس متعامد 
ومتجانس .يم ,.. . .ريم يجعل الشكل 8 يأخذ الشكل القانوني: 
1j},‏ )2 ع (u, du)‏ 8 
35 
حث تمه ب ,. ٠.‏ ,ب5 الاحدائيات الجدريدة للشعاع 
٠ dr = 3 ry du,.‏ بما ان الشكل (u, du)‏ 6 لا يمثل سوى مريع 
طول الشعاع ضمن الاساس الجديد , فهو يكتب على النحو : 
G (u, du) = 2 3‏ 
e‏ 


ويكتب الدستور (1) ضمن الاساس الجديد ,على النحو: 





gM م‎ 
kx = < J 008 برب‎ 
(2) E 


حيث يمثل ,0 الزاوية التي يشكلها الشعاع ٣‏ مع شعاع الاساس رع . 

تسمى اتجاهات ( مناحي) الاشعة.. # الاتجاهات الرئيسية على المستوى 

اماس 11] . اما الاعداد ر۸ فتمثل انحناءات المقاطع الناظمية الموافقة لذلك؛ 

وتسمى الاخناءات الرئيسية للسطح 1 عند النقطة 4 . يسمى الدستور 
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(2) دستور اولر. 

ب . إذا كانت كل الاعداد :3 عند النقطة ه. من نفس الاشارة فإن 
اشارة الشكل (24 ,») 8 محددة؛ نسمى مثل هذه النقطة ( كما هو الحال لا 
2 = « ) نقطة ناقصية . إذا كانت 4 ناقصية فإن كل المقاطع الناظمية 
منحنية في نفس الاتجاه (بالنسبة للشعاع 8:). اما إذا كانت من بين 
الاعداد' رة اعداد موجبة واخرى سالبة (بدون وجود اعداد منعدمة) 
فإن المقاطع الناظمية ينحني بعضها في اتجاه وينحني البعض في الاتجاه 
المعاكس ؛ تسمى النقطة التى يتحقق ذلك من اجلها نقطة زائدية ( كا هو 
الحال لما 2=ہ). إذا ا احد الاعداد ر2 على الاقل ولم ينعدم واحد 
منها على الاقل تسمى النقطة 4 نقطة تكافئية . اخيرا. إن انعدمت كل 
الاعداد ره . تسمى النقطة قط مستعرضة . 

فين اة Ia‏ = الانحناء المتوسط للسطح ۴ عند النقطة 
4. کا يسمى العدد ,2 [] = × الانحناء الكلي للسطح ۶ عند النقطة 
ه. من اجل 22-2 لدينا 0< × إذا تعلق الامر بنقطة ناقصية. ولدينا 
0> × من اجل نقطة زائدية» و0 د×من اجل نقطة تكافئية. 
ج. إن المقاطع الناظمية لمستو «+, م ذي بعد .١‏ عند كل نقطة 
۸ منه تمثل مستقبات؛ وبالتالي فإن الشكل التربيعي الثاني لمستو مطابق 
للصفر . 
وبالعكس. إذا كان الشكل التربيعي الثاني لسطح ذي بعد م 

+۴۸ ے ۲ مطابقا للصفر فإن ۶ مستو بعده .١‏ بالفعلء إذا كان 
0 = (# ا) من اجل 00 1ط فإن اشتقاق المسواة 
(r, m) = 0‏ تعطي 0 = ( ريرم) ‏ = ليه بر۳ ومنه يأتي 0 = .”من 
اجل كل القم ” 7 k؛‏ وبالتالي فإن الشعاع 50 لا يتغير على السطح 
.لیکن ٣‏ الشعاع الموصل الى نقطة ثابتة من السطح ۲» وج الشعاع 
اموصل الى نقطة كيفية من السطلح#. عندئذ 
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j = 4, 2.2,‏ 0= رس ,رر ع زوم ,”7 ساح) )| بحيث ان الكمية 
(r — ro, m)‏ ش لا تتغير على السطح 8؛ با انها منعدمة من اجل 7١‏ = م 
فإن 0 = (.وم - ”)من اجل كل قي 7 . تمثل المعادلة الاخيرة معادلة 
المستوى ال مار بموصل الشعاع 0+ والعمودي على الشعاع ۳ . بصفة خاصة› 
فان كل الانحناءات الرئيسية منعدمة» من اجل مستو .+8 -52 ذي 
بعد 8, وكذا الامر فيا يخص الانحناء المتوسط للإنحناء الكلى. 
د . لدينا فها يخص جزءا من السطح الكرة ذات البعد ه (من ,+80 ) 
والمركز 70 ونصف القطر ۸ والناظم الموجه من المركز نحو السطح: 
Rm,‏ = رج ,170 عد وا - م ؛ ينتج عن ذلك ان0 = (” ,ر«) ‏ =( (r,‏ 
إذت: 
(Fj, Mm) =‏ — بر( M) = (Fj,‏ ريور”) = bj‏ 
Sik:‏ سد =( ت = (r, MM)‏ س سم 
وإذا كان الناظم على سطح الكرة موجها نحو المركز فإن 
برع ل سور ١‏ وهكذاء يتبين في كل جلة احداثيات» وفي على كل جزء 
من سطح الكرة ذات نصف القطر 8. ان معاملات الشكل التربيعي الثاني 
متناسبة ( معاملها 24/8 ) مع المعاملات الموافقة ها الواردة في الشكل 
التربيعي الاول. كما يتضح ان تلك هي خاصية تميز سطح الكرة. وعلى 
وجه التحديد, إذا كانت لديناء من اجل سطح ,,,#, حم > العلاقة 
k=1,...,nR‏ 0 ور ع رط » وحيث ۴۸ ثابتء والاشارة 


ثابتة) » فان : 1 
5 ( ۴ 7 سل س (Fj, my)‏ مہ = )72 Djk = (Fin,‏ 


1 
Fa),‏ ,ر عدخ ليم ررم جر ا س 
إذن .م ,. . ,1 = *) دي ع = «« يكافيء ذلك القول بأن الشعاع 
r‏ د + » “لا يتغير على السطح 8. نرمز له ب ,أي . حينئذ 
R۸ |” | = ۴‏ = وم م إء ونرى ان السطح ۲ يمثل بالفعل جزءا من 
سطح الكرة ذات نصف القطر ۸ والمركز ٠١‏ . 


403 


ر . فها بخص جزء سطح الكرة. ونصف قطرها ۸ . فإن كل المقاطع الناظمية تمثل 
دوائر متمركزة في مركز سطح الكرة ونصف قطرها ۸ تتطابق إذن كل 
الانحناءات الناظمية لسطح الكرة» وهي تساوي انحناء الدائرة الكبيرة 1/۸ 
تمثل نفس الكيمة #/1الانحناء المتوسط عند كل نقطة من سطح الكرة. أما 
الانخناء الكلى لسطح الكرة» بوصفه جداء 8 انحناء رئيسياً, فيساوي 
ر نشير الى ان الكميتين الاخيرتين ثابتتان على كل سطح الكرة. 
س . دليله!*) دوبين ( مأمناط). 

نرسم» في المستوى اماس 11 » على كل نصف مستقم (رببه) منطلق 
من النقطة 4 ومشكل الزوايا ر٠‏ مع الاشعة (4) ر » نرمم قطعة مستقيمة 
+ ۷ = م (حيث يمثل| ۴| /1 = مر نصف قطر النحناء المقطع الناظمي 
الموافق لذلك). نحصل عندئذ على سطح معطى بالمعادلة: 
حر = 1/77 دم 





| رب A, cos?‏ 0 / ل 


1= كن 8 |= | |- اهر ما 
B (u, du) =‏ 

يسمح هذا السطح من الرتبة الثانية أو زوج من هذه السطوح (دليلة 
دوبين) بايحاد تفسير هندمبى لارتياط انحناءات المقاطع الناظمية لمنحنى 
الماس (ريت) على المستوى 11 . إذا كان 2 = م فإن دليلة دوبين تمثل 
قطعا ناقصا من اجل نقطة ناقصية» وتمثل زوجا من القطوع الزائدية من 
اجل نقطة زائدية وزوجا من المستقهات المتوازية من اجل نقطة تكافئية 

إن المناحي (الاتحاهات) المقاربة في المستوى 11 اي المناحي التي ينعد م 
٠‏ وفقها الشكل التربيعي الثاني » توافق النقاط الواقعة ف اللانهاية من دليلة 
دويين. انها مناحی (اتجحاهات) الخطوط المقارية للدليلةء ومنه اتت تسمية 
هذه المناحي . 


(ي) يقال ايضا عخبرة. 
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5 . أ. لنبين كيف يتم حساب الانحناءات الرئيسية وايجاد المناحي 
(الاتحاهات) الرئيسية ضمن الاحداثيات الاولى ما... u,‏ . يمكن 
تفسير هذه المسألة على انها مسألة رد الشكل (90 ,:) © الى جموع مربعات 
الاحداثيات ورد في نفس الوقت الشكل (ه ,») 8 الى شكله القانوني. 
ينص الجبر الخطي (ل 23.10) انه يجب لبلوغ ذلك اعتبار جملة المعادلات : 

)1( ا‎ (Ds — ME) duy + . . . بروط) ل‎ — Mgsn) dun = 0, 

(bnı — MEnq) duy + ... لل‎ (bnn — MEnn) Un = 0. 
تقدم جذور المعادلة:‎ 


موعلز — Din‏ . . . رهاز سيوم 


(2) 





Dan — HEnn‏ ... برهت يوق 
المعاملات القانونية لشكل (لل ,ن) 8 أي الاعداد مة.... ,ب1 
الواردة في 5 .2(42 ). إذا عوضنا مر ب رة في (1) فإننا نحصل على جملة 
غير منعدمة (س , a‏ ,ت تمل شعاع الاساس رش الموافق 
ل ر4 ( بتقدير عامل). 
نعم ان للمعادلة (2) 8 جذرا حقيقيا ( كل جذر مضاعف ١‏ مرة 
يحسب م مرة)» وان الجملة (1) تقبل, -من اجل جذر 36 مضاعف م 
مرة» م حلا كلها مستقلة خطياً. إذا كانت كل الجذور م ٠...‏ دده 
مختلفة فإن لدينا ١‏ اتجاها رئيسيا معرفة بشكل وحيد؛ وإن كان جذر 
کيفي» ,4 مثلاء له تضاعف ۴١‏ اكبر من 1 فإننا نستطيع اختيار كجملة 
اتجاهات ( منحاي) رئيسية اساسا كيفيا يضم :0 شعاعا متعامدا في الفضاء 
الجزئي الموافق له ذي البعد .6 . 
(مقعدق) ...< A)‏ د س) ومح يرن لل . . . عل a" + aT‏ 
الفك الى عوامل لكثير الحدود الوارد في الطرف الايسر من (2). لدينا: 
an = 1 . . . Ando = Kao,‏ ”)1—( 
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حيث يمثل × الانحناء الكلي للسطح ۶ عند النقطة ۸  42.5(‏ ب). 

نحصل على الحد الحر .© لكثير الحدود (2) بوضع 0 = هر؛ نرى ان 
© مطابق لمعين الشكل التربيتي الثاني ۲8ء1 . نحصل على المعامل .6 بتقسم 
كثير الحدود (2) على عير ثم بالإنتقال الى النهاية بجعل مه حمر . إذا 
قسمنا كل عمود على ۳ وانتقلنا الى النهايةء نجد ان ه» مطابق للمعين 
6 الخاص بالشكل التربيعي الاول مسبوقا بالاشارة ."(1-) . وبالتالي» 
نصل الى الدستور التالي المتعلق بالا نحناء الكلى ×: 


3 0 Ar _ detB 
(3) K = (— 1) 2 > 


5 . الحالة 2 -ه ؛ امثلة. نتخذ الرموز التالية فا يخص :1١=2‏ 





2 يت‎ _ êr 
ڪا‎ u2 = Tuy, fg du dv = ryy, Fogg = dv? = Tou, 


qq = (rqg, m= L,  طرودع رووم)‎ «( = M, bag == (raa, m)=N, 


بحيث ان 
شيل B (u, du) = L du + 2M dudu + N‏ (1) 
تأخذ الجملة 5 .1(52) الشكل : 
العم سرام ممم )2( 


وتأخذ المعادلة 5 .2(52) الشكل: 


3 #الإسارط‎ M—yuF 
( ) M— pyuF 0 


نحسب الشكل التربيعي الثاني باعتبار السطوح الواردة في 51.5. 
أ. من اجل المستوى  -0‏ » لدينا ضمن كل جملة احداثيات منحنية » 
بلطا 0 = زو (u, ( = (ru, 00 = (ro‏ بحييث أن N‏ | 
لاك زه B la,‏ إن انحناء كل مقطع ناظمي منعدم (راجع 5 - ج). 
ب . درسنا في امثلة 61.5 ب ص سطوحا دورانية. نتناول الآن سطحا 
دورانيا عاماً  51.5(‏ س). لدينا ضمن الاحدائيات © : 
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M = O =‏ عدرل 


r = م)‎ (2) cos Q, p (z) sin ,ب‎ z}, 
rz = ) ,نو 605 مم‎ p, sin ,م‎ 1}, rq =z (—p sin QP, Pp cos ,ب‎ 0}, 
1 j ^k 
pzCOSp p,sinp 1 
—psinp pcosp 0 
N 10, —sin ,ع‎ pz} 
AT Vite 
rz, = ) يرم ,© 608 يوم‎ sin ©, 0}, رم- ) 7 ميم‎ sin QP, يم‎ cos ©, 0}, 
مح ) عدوي7‎ cos ,ني‎ —p sin بو‎ O}, 


N z= —p (cos Pp, sin ,(جم— ,نو‎ 








د 7 








بقلب =( (za,‏ عدرل 
1/1 

M = (raq Mm) =0, 
N = (reqs n) = AEE 9 


كا هو الحال فيا يخص الاحدائيات ,+ ,ء . فإن الشكل التربيعي الاول 
يمثل هو الآخر مموعة مربعات (51.5 . س): 
dq,‏ قم عل قوق )1 -ل (u, du) = (p?‏ 6 
. إن مناحي خطوط الاحداثيات و ,م مناحي (اتجاهات) رئيسية ثم إن 
المقطع الناظمي المرسوم في اتجاه الخط م خثابتا هو بطبيعة الحال خط طول. 
اما المقطع الناظمي المرسوم في اتجاه خط العرض + تثابتا يخالف عموما 
ذلك خط العرض» ويطابق منحنيا ثانيا لا يطابق خط العرض الا إذا كان 
الشعاع 2 عند النقطة المعطاة. عموديا على حور العناصر ۽ . يقع مركز 
انحناء خط العرض على حور العناصر : . اما مركز انحناء المقطع الناظمي 
فمسقطه على مستوى خط العرض هو» حسب نظرية مونئ (22.5 - ج)» 
مركز هذا خط العرض» وعليه يقع على حور الدوران ( نظرية مونج 
8028 ) انظر الرسم 5 - 3). تصبح المعادلة (3): _ 


)- ست حر‎ )4+263:( ( VEE — pp) =0, 











جب 

a EE REE 

8 (Lp ° op 
وهكذا:‎ 
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EEE zz‏ ا 
و = Kha‏ 8 


| 1# ممه ست ب tug‏ ون - 227 )6( 
ا ا 


Zz 
مت‎ 


ل 


١3 - 2.5 الرسم‎ 

إن الانحناء الكلى × موجب في النقاط حيث 0>.يم», اي في النقاط 
التي يكون فيها المنحنى () م = م مقعرا نحو محور الدوران ويكون سالبا 
في النقاط حيث 0< بم أي في النقاط التي يكون فيها المنحنى رم م = م 
دا ن خوز «الدوران. 0 
ج. ما هي السطوح الدورانية التي لها انحناءات كلية منعدمة؛ نستنتج من 
الدستور (5) م = م » ومنه يأقي ويه سدم ؛ إنها مخروط من اجل 
0ه واسطوانة من اجل 0< ,0ه . إن مولدة السطح تمثل » في 
الحالتين» مقطعا ناظميا انحناؤه منعدم. 

د. ما هي السطوح الدورانية التي لما انحناءات متوسطة منعدمة؟ علينا 
هنا حل المعادلة .5م +1 درم . نجد بالتعويض: (م) س = ,م 


uf,‏ ل 1 = Ppugu‏ ,طامنا = u, = upPz‏ عد يوم 


اذن: 
ء لل udu dp‏ 
1u 0‏ 


نكامل المعادلة التفاضلية» المحصل عليها فنجد 


VIF — ومنه يا مم‎ » ln VIF = mp + InC 


Ae 
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13 م عد رم عد u‏ . بوضع Co = cht; C dp = sht dt‏ 
نجد يوج > به ؛ نكامل مرة اخرى فنجد #0-0)6 -؛ ء ومنه يأتي في 
الاخير: 
1 
P= ch C (2— 20).‏ 


يتبين ان الحل المطلوب كاتينويد (51.5 - ص). 


ر . لنتناول ايضا مثال السطح اللولبي 51.5 _ ط. لدينا ضمن الاحداثيات 


P2 Q 
ىر‎ = {cos ,و‎ sin ¢, 0(, Fp ع-‎ { —p sin QP, م‎ cos و( # ,ما‎ 
ds" = dp® زم د 2م) عل‎ dy. : 
i jk ومنه يالي‎ 
N=| 608 © للك‎ = {k sin ,م‎ ~kcos ©, P}, 
—psinp pceosp ع‎ 








i HEBIN جوم‎ EGOS PO 
TT VF p* 





0 


۴ 
rop = 0, Fog = (—sin ري‎ cos ,م‎ O}, rpg = ) مح‎ CoS رن‎ —p sin ¢, 0)}, 


(Fg, 1) = 0.‏ عكر 3 ر = 1L = (rop: m)=0, MM (oç: N)‏ 
يأخذ المعادلة (3) في حالة السطح اللولي» الشكل: 


k 
VFT 


k 
VFT ~m 


نحصل بحلها على : 
p3k °‏ 
نرى إذن ان الانحناء المتوسط لسطح لولبي منعدم ايضا. تمثل دليلة 


( خبرة) دوبين ثناثية من القطوع الزائدية المتساوية الفروع 





نك = 
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E2 Es‏ . إن انحناء القطع الناظمي في اتجاه نصف 
المستقم المولد» منعد م بحيث ان هذا نصف المستقيم يمثل خطا مقاربا 
للدليلة ؛ وبالتالي فإن المناحى الرئيسية عند كل نقطة من السطح اللولى 
( التي لا تقع على محور العناصر © ) تشكل زوايا مع منحي نصف المستقم 
المولد تساوي 45 . 

تحدر الملاحظة الى ان السطح اللولى هو السطح المسوى (اي اللحصل 





10-8). 
إن الانحناء الكل للسط اللولي اله 
oT °‏ سد = K = fla‏ 


5. التفسير المندسي للإنحناء المتوسط . يتضح من دستور اولر 
5 )ان الانحناء »م لكل مقطع ناظمي ١‏ للسطح م عند نقطة ۸ 
سب ب ااا 
لنبحث عن المتوسط التكاملي لكل القم 6# وفق كل مناحي المقاطع 
الناظمية في المستوى الماس 11 عند النقطة 4 . يتبين بفضل التناظر ان 
القيمة المتوسطة للكميات رم 052© هى نفسها من اجل كل رز =2.1ء 
۰ .الما کان 1 = ر مم فإن القيمة المتوسطة لكل تابع 
رب 08# يساوي بطبيعة الحال 1/۸ . اخيراء نرى أن المتوسط التكاملي 
للإنحناءات يساوي ,ير 0 ى اي الانحناء المتوسط للسطح 8 عند النقطة 
9 3 
بصفة خاصة» فإن هناك مساواة بين اكبر الانحناءات الرئيسية واكبر 
الانخناءات الناظمية عند نقطة معطاة من اجل 52-2., عندما يكون هناك 
انحناءان رئيسيان فقط. يكن ان نميز احداه) على انه اكبر الانحناءات 
الناظمية ونميز الثاني على انه اصغرها. ويمكننا ايضا في حالة 2< 0 تمييز 
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الانحناءات المتبقية بلغة القبم القصوى؛ راجع ل 10. 42. 
5 .82 . التفسير المهندمى للإنحناء الكل . فما يخص منحنيا مستوياء فإن 
الانحناء عند نقطة معطاة 4 يمكن تعريفه بمثابة سرعة دوران الشعاع الماس 
أو». والقولان متكافئان» سرعة دوران الشعاع الناظمي عند النقطة 4 . إن 
هذه الكمية مساوية لنهاية نسبة دوران الشعاع الناظمي على قوس صغير 
وى يحوي النقطة 4ء على هذا القوس نفسه عندما يتقلص هذا الاخير نحو 
النقطة 4 . يمكن تعريف زاوية دوران الناظم» بدورهاء على انها الطول ۸٠‏ 
للقوس الموافق لا على الدائرة الواحدية (الرسم 2.5 4) المتمركزة في 
نقطة كيفية0 . 

يعمم هذا الانشاء الى حالة سطح ذي بعد 8 في الفضاء ذي البعد 
(5+1) بالكيفية التالية. لتكن ى۸ ساحة صغيرة من السطح م تحوي 
النقطة 4 معينة بساحة صغيرة ,8 ح 16 تتغير فيها الوسيطات . نعتبر عند 
كل نقطة 45 ع /7 الشعاع الواحدي للناظم (50)34؛ وننقل كل منطلقات 
هذه الاشعة الى نقطة ثابتة 0. ونرمز ب ©4 للساحة الواقعة على سطح 
الكرة الواحدية والمعينة بمواصل تلك الاشعة. تسمى هذه الساحة التطبيق 
الكروي للساحة 5 . بقدر ما تتنوع مناحي الاشعة ")M(‏ عند النقاط 
5 € 4 اي بقدر ما يكون السطح ۶ منحنيا بجوار النقطة 4 بقدر ما 
تكبر هذه الساحة. عرف غوس. في عهده (1828). الانحناء (4) × 
للسطح 5 (الثنائي البعد) عند النقطة 4 بمثابة نهاية نسبة المساحتين 


1 


AS—>AUIA®1/ | AS | 


[ م 


الرسم 25 4 
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لنحاول» من اجل كل 28 ربط إنحناء غوس ليبا بوذا = × 
بمميزات إنحناء السطح © عند النقطة 4ء التي ادخناها سابقا. نعام (26.3 - 
ج) ان المساحة | 45| للجزء 48 نكتب على النحو: 
(Irs, ..., radu.‏ عسل وم ”| | دركدا 
بما ان نصف القطر الشعاع للساحة. 9 هو الشعاع () «” » علا ان 
6 هي ساحة تغير الوسيطات («ه ,. . . ,س) = س فإن المساحة |44 | 
للساحة 4٩‏ تكتب على الشكل التالي الماثل للسابق: ظ 


Û (my, .... mall du,‏ عبط (wl‏ “| | - زهد| 
XG AG‏ 





a 007 5 
حیت ` ر ر‎ 
طبقا لتعريف غوس فإن:‎ 
[Uma <c, ml de 
x (4) = Jim کک ف ري ات ا‎ N ط‎ 15 )011 
) AS«+A۸ | A S| ا‎ | [F4, e ral | du [74 (4), “cs Tn (4) | 
AG 


سب ((4) lem, (4), ..., mn‏ أن الشعاع ر۳ » بوصفه مشتو مشتق تابع 


واحدة» عمودي على . نستطيع كتابة: 


ok‏ ل 
.زلا 3 = Mj‏ 
er‏ 


LEY 
26.3( باستخدام الخاصية الخطية للمعين الذي يعبر عن الجداء الشعاعى‎ 
ج) نجد:‎ - 
mr, لمم و“‎ = [2 Dray, ودم‎ 2 birra, = 
1 n 
= 8( Dh... DR (Fa, <<, دزي‎ 


Riy e.., hn 


= 9) DM... bire (ky, رحد‎ kn) (F1, <, ra] د‎ 


Rio. .hn 5 
= det | 5! || (Fs, -.., Fal. 
: الا ان اشتقاق المتطابقة 0 = (” ,,) يؤدي الى‎ 
0= (ri, m)y= (rı, mj) (rr, m) = (Fi, 2 7 + بے کر‎ bigin + buy. 
: وبالتالي‎ 
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(1) ررق‎ — 2 ben: 1 j=1, “1 
det || bıj || = (—1)" det Il b} Il det Il &ı, ll, 


sC” 


آي : 

HEE cr Rca 

وهذا بفضل 52.5 - ب. اخيرا نستنتج: 

K (A) |:‏ | = (لم) عر 

ويتبين ان انحناء غوس لسطح ۶ عند نقطة 4 يساوي طويلة الانحناء 
الكل للسطح ۴ عند نفس النقطة ه. 
5 .92 . خطوط الانحناء . 
أ 15 كانت ادون 22 » في نقطة معطاة ۸ من سطح 27 
متخالفة مثنى مثنى فإنها تبقى كذلك في جوار للنقطة 4 (تتعلق جذور 
المعادلة باستمرار ا هذه المعادلة» 1 - ج)؛ وبالتالي تبقى 
المناحي الرئيسية معرفة بكفية وحيدة بجوار النقطة 4. وهكذا نرى؛ بجوار 
النقطة ۸ء ان هناك 8 حقلا من المناحي المتعامدة فيا بينها. عند تثبيت 
جذر ره = س ء فإن الجملة 5 .1(52) مثل جلة معادلات تفاضلية للحقل 
ذي الرتبة [. تسمى المنحنيات التكاملية للحقل الاخير خطوط الانحناء 
الموافقة للجذر ر۸ . تشكل خطوط الانحناء 8 جاعة متعامدة فيا بينها. 
ينتج عن 2 .46 » 3 اجل 5-2 انه من الممكن الانتقال؛ بجوار النقطة ۸ 
على السطح 2. الى جملة احداثيات جديدة ا ,لا تصبح ضمنها خطوظط 
الانحناء خطوطا احداثية. يأخذ الشكلان التربيعيان الاول والثاني» ضمن 
هذه الجملة. شكليها القانونيين وذلك بجوار للنقطة ه: 
ا (u, v)‏ ووه + G — f (u, vw) du®‏ 
B= bq (u, v) du + Da» (u, v) 07‏ 
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إذا كان 2< 2 فإن رد الشكلين ي و4 في أن واحد» الى الشكل 
القانوني في جوار للنقطة 4 ليس مكنا عموما. 
ب . مثال . کنا رأينا بخصوص سطح دوراني  62.5(‏ ب) ان المناحي 
الرئيسية هي مناحي خط طول وخط عرض؛ وبالتالي فإن شبكة خطوط 
العرض والطول هي شبكة خطوط الانحناء. اما في رؤوس السطح اي في 
نقاط تقاطع هذا السطح مع حور الدوران فإن هذه الشبكة شواذا اي انها 
تكف عن ان تكون شبكة خطوط احداثية؛ إذا ما بقي السطح قابلا 
للإشتقاق في مثل تلك النقاط ( كا هو الحال مثلا في المجسم الناقصي 
الدوراني) فإن الانحناءين الرئيسيين يتطابقان في تلك النقاط . 
8 3.5. العلاقات بين الشكلين التربيعيين الاول والثاي 


5 . دساتير اشتقاق غوس وفينغارتن ( 1786188368 ). تصف 
الدساتير السالفة الذكر تغيّر الاشعة ,7 و ™ عندما تتجرك النقطة على 
السطح» ثأنها في ذلك كشأن دساتير فريني 57606 (ي 72.16) التي 
تصف تغيّر اشعة الاساس الطبيعي الناجم عن تحرك نقطة من 'منحن. 
لدينا : 
(A)‏ (ك) ررق + )4( FT (4) ra‏ 5 ب )4( قييه ک4( rı)‏ )1( 
h1‏ 


(lh j=1, (حيث 8 و“‎ 


Jr (4A) (=4, ...,‏ 4 3 چ A‏ د )4( m,‏ )2( 
حيث ثل (4) PY (4), Buy (4), BF‏ معاملات معينة. الواقع ان 
كل هذه المعاملات تكتب بدلالة معاملات الشكلين التربيعين الاول والثاني 
للسطح عند النقطة 4 . وكذا بدلالة مشتقاتها. كنا رأينا المعاملات إ0 
ضمن 5 انها تحقق جلة الد 5 ): 
10 دك = رون )3( 
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لحل هذه الجملة» تستعمل المصفوفة || التي تمشل مقلوب 
المصفوفة اريم |ا. 
نضرب (3) في *يم ونجمع على 1؛ با ان: 


4 pour k=—s, 
0 pour ks, 


اۋ م 


فإن جع لنتيجة المحصل عليها وفق K‏ لا تعطي سوى الحد الموافق للقيمة 
ودعلا ونجد: 
bj,‏ سس كأوزرط - (5) 
وهكذا تكثب المعاملات 5م بدلالة معاملات الشكلين الاول والثاني. 
من السهل ايحاد المعاملات بء۴ الواردة في المساوة (1) بضربها سلميا 
في 20: 
(us m) = bug = fry (m, mt) = fu‏ )6( 
وهكذا تتطابق الكميات 8:١‏ مع المعاملات الموالية وة الواردة في 
الشكل التربيعي الثافي. 
اما فا يخص المعاملات 1 فالامر اكثر تعقيدا. نضرب سلما 
(1) في .7 فنحصل على: 











(7) Tess nr) = SD لك رون ر15‎ DD Tithe. 
Rt ج‎ 
: ويعطى اشتقاق المساواة .يم = (,خ ,,) بالنسبة ل رت العلاقة‎ 
kis 
(8) (ris Fe) + (Ft, Fay) = . 
: صل . عند اجراء تغيير دوري للدليلات 2 على التوالي على‎ 
)9( (Fes, F (Fy, rio) = ELL 
(10) (Tet, Fy) + (Fs, Fj) ا جد‎ 
نجمع (8) و (10) ثم نطرح (9) فياتي:‎ 
0 Û ) Pis ر‎ Of _ 53 
)11( Tu, o = (ry, ra) = 7 (E + du; ل‎ . 
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حتى نحل المعادلات (7) بالنسبة للكميات 7# . نعوض في (7) 
دليل الجمع »ا بم ونضرب (7) في- هي ثم نجمع على الدليل 5. بمراعاة 
(4) نحصل على: 

)12( => t= $3 (e + e EU) gh, 

وهكذا نكتب المعاملات ٣‏ بدلالة معاملات الشكل التربيعي الاول 
ومشتقاته فقط. إن هذا امر هام إذ يبين بأن المعاملات ,19 تنتمي» 
خلافا للمعاملات ر و ة > الى المندسة المميزة للسطح. 

تسمى المعاملات TI,s‏ رموز كريستوفال (156086ط0 ) من 
النمط الاول وتسمى المعاملات ۲ رموز كريستوفال من النمط 
الثاني . تسمى كل تلك المعاملات معاملات الربط إذ انها تربط بين 
المميزات الهندسية للسطح في نقاط متجاورة وهذا بواسطة معادلات 
تفاضلية» ذلك ما سنراه مستقبلا. إن المعاملات ,,ر,'1 » وكذا الامر 
فها يخص إإإ . متناظرة بالنسبة للدليلين : وز؛ ذلك ما ينتج من 
المساواة ر = ۲ خصوص الكميات (,” بر = , ,رآ اما فها 
بخص ,14 فيأتي التناظر من تناظر "٠.١‏ ومن المعادلة (12). 
تسمى الدساتير (1) بالقم المذكورة ل 1 و ۴١‏ دساتير غوس 
وتسمى الدساتير (2) بالق المذكورة للمعاملات طا دساتير 
فينغارتن . 
5 .3 . العلاقات بين معاملات الشكلين التربيعيين الاول والثانى . إن 
معاملات الشكلين التربيعيين الاول والثاني ليست مستقلةء تنتج العلاقات 
الموجودة بينها من المساواة بين المشتقات المختلطة العالية للاشعة  )(‏ 
و ) ” (بإفتراض وجودها واستمرارها) ومن دساتير اشتقاق غوس 





1 n : وفينغارتن . بالفعل فان‎ 
a) m= thar) 
)2( 1 ur Tirs + Bam) ٠ 
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ا أن الطرفيين الاولين متطابقان. فإن: 








(3) 5 7 ret 


or‏ شل 
n‏ ل Tet 5 Trip‏ 0 23 = 
p=1‏ ادع 


ننقل للمساواة الاخيرة الکمیات ۸*۰ ,ر۳ اه م١٣‏ ,ور الواردة في 
دساتير غوس وفينغارتن فنحصل على : 
rh (3 Tyre + Bp) +‏ + 


+ E m+ fan 2 bjra = 
(4) 
OF ا‎ 
E 9# (3) Tiprs Bim) + 

















ک3 


1= ا 1= 


+ عه‎ mn + jn 2 birs. 


du; 
Î 


ما أن الاشعة .7 و ” مستقلة خطياء فإن (4) تستلزم المساواة التالية 
من اجل كل مركبة: ا 


oT: 
( 5 ) 1 0 5 Tap + Biabj ح‎ 0 “ur ا‎ 17 Rip مرق عد‎ 


ابي 





(دستور غوس) 
ا 1 Tip‏ 3 ر + TB‏ > 6( 


p=1 
(دستور بيترسون  كودازى 008221© - هموعئغءم)‎ 


or or; 
E 1 +3 (Fî مركم‎ Fj RÎ ip)» 


تفزيد هزه اشرق ل ا م نجمع على الدليل 5 . حينكذ » عندما 
نرمز بل: 
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© ع روعأ 2 


فإننا تحصل على: ٍ 
(Pap — TAT) | go.‏ 5+ 0 م 2 unc‏ سريعميرق )7( 
ننقل الى هذا الدستور" القم (مرة) بر و (ر) بء الموجودة في 
5 ,3(13) و(6): 
bj, Cu= bigs = — bir.‏ عد jn‏ 


نرمز ايضا ب ,بطيرة — bın‏ تر By,‏ « فنصل الى الدستور: 
(Talip —T? i jeu‏ رم 2 الاك ب 1 Bi, e‏ )8( 

الذي ينسب هو الآخر الى ع 

تمثل العبارة ,وطهرة - مرطونة = بم #٠,‏ الصغري من الرتمة الثانية 
للمصفوفة المتناظرة |اغل8 || = 8 المنشأ على السطور ه و 7 والاعمدة ۸ 
وا. 

نرى في الطرف الثاني من (8) عبارة لا تتعلق الا بمعاملات الشكل 
الاول ومشتقاته (13.5). وهكذا فإن كل الاصغريات من الرتبة الثانية 
لمصفوفة الشكل التربيعي الثاني معينة بطريقة وحيدة بالشكل التربيعي الاول. 
وبالعكس ., تؤدي العلاقتان (8) و (6) الى العلاقتين (4) و (3) ومنه 
تأتي مساواة الطرفين الاولين ل(1) و (2). 
03m @2m‏ 


du;jduj ع0‎ 


علاقتين بين الكميات ريم و :اط . لدينا: 








تؤدي المساواة Mjt‏ = 





n 
0m (u) Ami 0 
dudu) و‎ duj وموم 3 معنت‎ — 2 duy لك‎ birs) ح‎ 
ادع‎ 





bî 


= ( «تررم نلو يرا 10 5م duj‏ ر3 


2-1 1ددع‎ 
7 8 n ل‎ 
= ا آ9‎ ١ 5 1 pi 
(a بے‎ Ti )rs+ 7ك‎ Db; f pn. 


35 pm - n=1 
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نحصل .2 عند تبديل و ز فا بينههما وكتابة مساواة مركبات العبارات 


المحصل عليهاء على العلاقات: , 7 ت 
dui 2 DPT p4,‏ = 6 01 )9( 





n 


n‏ نك 
YT yn 1‏ 

لمر 2 للك - (10 ( 
00 


الواقع ان هاتين العلاقتين غير جديدتين » ويمكن استنتاجههما جبريا من 
العلاقات المشتة سابقا. للحصول على العلاقة (9) ننطلق من المساواة 
5 .8(13): 


08 + 
au) = Tn, aq Fa, 


التي تؤدي الى 
a= J Ru‏ - يك 4 J‏ 
اوءبتبديل الدليلين ا الى : 
g3 Dot, Tai, n:‏ 2 

كا یکن كتابة دستور بیترسون - كودارى (6) کا بلي: 

















êb;‏ وه 
DPT, p+‏ 9 8 5 )11( 
أ احم 11 
ومنه بان 
2 يك 2 ه06 R‏ ب ي 6 8 Dp OEhRq‏ 5 
Û u, - J Fane.‏ زر = i 3 Tala +a,‏ 
h=1 pf‏ ادع 


من جهة اخرى تؤدي المساواة 3(13.5) 
DÎ Enq‏ )2 — = ورة 


إل الليستون: 2 عه 


1 
22 J Eha™ E 


الذي يسمح بكتارة 0 م على الشكل: 5 
eS DT pt, q‏ < و bîn,‏ 5 الك > 


=4 p1 


نضرب هذه المساواة ف اا ب و نجمع على 0 فنصل الى المساواة (9). 


509 


لإثبات العلاقة (10) يكفي أن ننقل ها العبارات 5(13.5) و (6): 
pj‏ = رم Ding",‏ الا دقن 
فتأخذ هذه المساواة بعد ذلك الشكل : 
Dyn" bpt‏ 0 03 = ررط 7 هريط 0 0 (12) 

تعبّر العلاقة (12) تطبيعة” الال عن تناظر الصفوفة 86-8 ؛ وهذا 
ناتج مباشرة من تناظر المصفوفتين 8 و. 
5 . نشير الى ان الشكل الي الثاني ليس معيناء في الحالة العامة 
بطريقة وحيدة بدلالة الشكل التربيعي الاول: على سبيل نجد فها يخص 
المستوى والاسطوانة ان الشكلين التربيعيين الاولين متطابقان ( في جمل 
احداثيات معينة) اما الشكلان الثانيان فهما مختلفان ( الشكل الثاني للمستوى 
منعدم» وهو ليس منعدما في الاسطوانة). 

رغم ذلك. تسمح النظريات المثبتة بإستنتاج معلومات حول الشكل 
الثاني من الشكل ل 
أ. نعتبر في البداية الحالة 2-2 خيث ان الشكلين معطيان بمصفوفتين من 
الرتبة الثانية. طبقا لدستور غوس» نجد معين الشكل التربيعي الثاني انطلاقا 

من الشكل الاول: 0 , 
(RF — Tin) [ ٠‏ 2 س0 ]2 det 8- Bıa, a=‏ (1) 
نجد. عند معرفة 8 الاناء الكل الح حسب 5 .3(52): 


2 
aT? 01 1‏ 
د | رتالب م14 !81) 3+ 3 5 3 [ 3 EB‏ (2) 
ادع 6 


:لاش ا ا د 1 ت لك اساسا 


وأ - و1169 detG‏ 
وهكذا. فان الاخناء الكل لسطح ثتائي البعد يمكن ان يعين بطريقة 
وحيدة انطلاقا من الشكل التربيعي الاول وحده. ينتج عن ذلك ان 
الانحناء الكلي عند نقطة معطاة على سطح ثنائي البعد لا يتغير لدى القيام 
بتحويل ايزومتري للسطح (نظرية غوس). 
ب . ينتج مباشرة من نظرية غوس انه يستحيل القيام بتحويل ايزو متري 
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لجزء من المستوى (0=») الى جزء من الكرة (0>1) أو الى جزء من 
الكاتينويد (0 > ×) 

ج . إذا اعتبرنا سطحا ثنائي البعد وم = ۶ مزوداً بمسافة غير مأخوذة عن 
الفضاء الاقليدي و# الذي يحوي هذا السطح» بل معطاة بشكل مستقل 
(مثلاء يكن من اجل سطح ,8 يقع في .8# مع 3>1 اختيار المسافة 
المستنتجة عن هذا الفضاء ,8 ) فإن كل النظرية 


الخاصة بانحناء الخطوط على و2 (2.58) لا تقوم» إذ لا وجود للشكل 
التربيعي الثاني. على الرغم من ذلك فبمقدورنا حساب الكمية » حسب 
الدستور (2 ) نسمي هذه الكمية «الانحناء الكلى الشكلى ». انها تنتمي الى 
المندسة المميزة للسطح. بطبيعة الحال فإن اة اعاب تفم هندسي 
للإنحناء الكلى الشكلى » مسألة مطروحة. با ان الاعتبارات المتعلقة بالناظمات 
على السطح مستحيلة في هذه الحالةء فإننا لا نستطيع تفسير الكمية ع 
بواسطة تطبيق كروي (82.5) ولا بواسطة جداء الانحناءات الكلية يسبب 
فقداننا لتلك الانحناءات الكلية. الا اننا نستطيع اعطاء معني هندسي 
للكمية 1. سنكشف ذلك ضمن 36.5. 


د. هب الآن أن ه>2. نفرض ان احد الاصغريات ذات الرتبة الثانية 
للمصفوفة 8. مثلا معين المصفوفة: 
bı3‏ ورم 014 


ba1 baa bs 
D34 Daa bas 


B= 


9 














غير منعدم. نؤكد في هذه الحالة, ان كل العناصر يرة , 28 » ...» 
وده تعيّن بالشكل © بشكل وحيد بتقدير اشارة ( مشتركة لكافة 
العناصر ) بالفعل» نعم بفضل نظرية غوس كل المتممات الجبرية د » 
و8 ٠‏ ...» 255 للعتاصر المتوالية بط ود . ...ء» «وث . بما ان 
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هذه المتممات الجبرية تعطي عند قسمتها على معين و8 . عناصر المصفوفة 
المقلوبة *:8 ٠‏ يمكننا تطبيق النظرية الخاصة بجداء المعينات على المساواة: 
و = BB,"‏ 
وايحاد : 
det Ba det Il By, || (det B3 =1 Û, k= 4, 2, 3),‏ 


sC 


: آي‎ 
(det B,)* = det || Bı, Il, 

وبذلك نعم و3068 بتقدير اشارة. غير أن و8 اهل والاعداد مره ٠‏ 
تعين المصفوفة جج ٠.‏ وبالتالي المصفوفة و8 

يمكن في الحالة المعتبرة» بدون المساس بعمومية المسألةء افتراض ان . 
المصفوفة ٠‏ 
ك4 4 
Das‏ يوط 
غير منحلة أيضا وان 0 عد bıı‏ > نشت اشارة ا ور » حينئذ 
تت كل اشارات العناصر الاخرى للمصفوفة و2 بصفة الية. نعتبر 


دعي 83 














: المصفوفة‎ 
ı4 ıa ın 
ba, bss Dan 














حيث [ و دليلان كيفيان. إذا ت تكن المصفوفة منحلة» فان هذه 
العناصر مغينة أيضا بشكل وحيد (اختيار الاشارة هذه المرة مثبت باشارة 
ددة ) وإذا كانت منحلة أي إن كان معينها منعدم» فإن سطرها الثالث 
يمثل عبارة خطية لسطريها الاول والثاني (لأن (0 عد ,8 066 )» وتكتب 
معاملات العبارة الخطية حسب دساتير كرامر 181367©) بدلالة 
الاصغريات ذات الرتبة الثانية. إذن فإن هذه المعاملات» وبالتالي 
العنصرين الاولين من السطر الثالث, معلومة. عندما نطبق استدلالا ماثلا 
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على الاعمدة ونستعمل العناصر المعروفة من العمودين الاولين. نجد كل 
العناصر الثلاثة للعمود الثالث. نرى إذن إن كان هناك أصغري غير 
منعدم من الرتبة الثالثة» فإن المصفوفة 8 تتعين بطريقة وحيدة» بتقدير 
اشارة, انظلاقا من المصفوفة (س)6 

ر. يكن صياغة النتيجة د بطريقة اخرى وهي : يمكن استعادة المصفوفة 8 
انطلاقا من المصفوفة (#) € بكيفية وحيدة» بتقدير اشارة» وذلك عندما 
يكون هناك في النقطة المعطاة من السطح « ثلاثة انحناءات رئيسية غير 
منعدمة» على الاقل. عندئذ نلاحظء باعتبار أساس قانوني مشكل من 
الاشعة الرئيسية ليم ,.... 6٠‏ (42.5 أ)» ان الاصغري الرئيسى 
(الموافق لذلك) من الرتبة الثالثة للمصفوفة 8 غير منعدم» وعليه تكون 
مرتبة المصفوفة مساوية! 3 على الاقل» يبقى فقط تطبيق النتيجة د. 


43.5. إنشاء سطح انطلاقا من شكلية التربيعيين الاول والثاني. . 
نظرية ( بوني :ممده8) ليكن |02 ررة || =8 ,| (م) رمم |ا- © 
تابعين وين (28) معطيين في ساحة ,ضح 7 يقبلان فيها 
الاشتقاق باستمرار حتى الرتبة الثالثة. نفرض ان المصفوفة (0ا )6 معرفة 
موجبة وان المصفوفة ()8 مرتبطة _(ن) © بدساتير غوس 8(23.5) 
وبيترسون - كودازي 6(23.5). عندئذ نستطيع من اجل كل نقطة 
7 ع "يةاء ايجاد جوار ۷ رهي) 7 = 7 نعرّف فيه تابعا شعاعيا (2)0-م 
بحيث تمثل المصفوفتان (نا)6 و(نا)8, من اجل السطح الموافق 
(0 6ه ,)= Rn: ٣‏ ع م) د م » مصفوفتي الشكلين التربيعيين 
الادل والثاني على التوالي (31.5 و22.5) إن السطح ۶ معرف بتقدير 
الموقع في الفضاء وبعبارة اخرى يمكن جعل سطحين )لم = 7 
و ”=”۳)u(‏ يحققان فروض النظرية» متطابقين في جوار للنقطة ٠‏ 

على الاقل وذلك بواسطة تحويل متعامد في الفضاء رجي . 
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البرهان. نكتب جملة معادلات تفاضلية من اجل التوابع الشعاعية المجهولة 
(u), ‘9 Fn (u). mn (u)‏ 1 ش 


1 # SF Fs (rs زع‎ 1b إن‎ (o 





dm (u) 


2 کے‎ 00 
h=1 





(1) ! 
| 
| 


حيث تمثل المعاملات () روه العناصر المعطاة من المصفوفة 8 وتستنتج 
: 0) # 2 و 1500 من عناصر المصفوفتين © و8 حسب القواعد 
المشار اليها في 13.5. 

نطبق على هذه الجملة نظرية فروبينيوس (55.2) إن الشروط التي 
تتطلبها هذه النظرية متوفرة هناء إنها تطابق شروط غوس وبيترسون 
كودازي» مع الملاحظة اننا نحصل على هذه الاخيرة بجعل المشتقات 
المختلطة متساوية. تقبل الجملة (1) بفضل نظرية فروبينيوس» حلا وحيدا 
من اجل كل جملة معطيات أولية ر وه« . نختار بشكل كيفي نقطة 
7 ع "له ونبحث عن 8 شعاعا 8+1 6 4 تحقق الشروط: ١‏ 

(2) (f, r= gil) (hi=1, 07ل‎ 

يكن ايجاد مثل هذه الاشعة 4د (1,...,8 = 1) على المستوع 
البعد ١‏ نفسه (0 = ربمت :+« € #) = ,م8 . بالفعل. فإن المصفوفة 
|| 9) 6 || معرفة موجبة ومتناظرة؛ يمكننا إذن استخراج منها جذر 
مربع. أي مصفوفة اناا من النوع (8<«ه) بحيث يكون 
|| كن ربع | ع اار5 | (*, نرى الآن انه بالامكان اختيار الاشعة 
المطلوبة 7۴ (2 ,... ,1-1) سطور المصفوفة اار5 || المتممة بالصفر في 
الاحداثية ذات الرتبة (1+ه) أي : 
(«) ترد المصفوفة |("#ره|ا ضمن الاساس المتعامد المتجانس للأشعة الذاتية ه.....,» الى الشكل 


القطري» اما عناصر القطر فهي الاعداد الموجبة ,«.....,2. يمكن اختيار» كمصفوفة اانا 
المصفوفة التي لها ضمن نفس الاساس الشكل القطري بالعناصر القطرية: و3لا.....1/3. 
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Eins 0).‏ وه دوق چ r‏ 


بعد تعيين الاشعة الأول ,ث7 ,... ٣‏ نضع 
mi — (0, 0, ..., 0, 1) € Rar‏ لیکن (ل) ۲ mu) «.(i=1,...,0(‏ 
7-7 )حل الجملة (1)» من اجل الشروط الابتدائية المشار إليها 
المعرف في جوار ,8 للنقطة "يه ينتج عن تناظر المعاملات ‏ )ر٣‏ 


و #)رءظة بالنسبة للدليلين 1 وزان لسعم ؛ يعني ذلك 


بدوره» بفضل 2 انه يوجد في جوار 1ا ح 7 للنقطة u‏ . تابع 
شعاعي (مل ,. . . ,رس) « = (») 7 = ٣‏ يكون من اجله: 

)3( اكلام‎ (U, ريت‎ n)» 

ويمكننا وضع 0 = () ١‏ . نؤكد على أن السطح « المعرف بالمعادلة 

٠=) »(‏ سطح من السطوح المطلوبة. لإثبات ذلك يجب البرهان على ان 
مصفوفتي الشسكلين التربيعيين الاول والثاني للسطح 8 يطابقان المصفوفتين 
(«)6 و(»)8 على التوالي. نستنتج من المعادلات (1): 

0 (ri, Ts) = (2, r.) + 6 e) - 


01 01 duj 
21 


= SF (PF (ra, rs) FF (Fi لج‎ {Diy (M, Fs) “I Day (Mm, ri), 


م 
d (Fi, m) 2 Ori Am 2‏ 
m) -F (rı. (=‏ .= يبت (4) 
n n‏ 
(mt, m) + 2 U} (ri. Ta),‏ ربط TT (ra, m) -F-‏ 2 س 


ht hf 


E سي ) د‎ m) =2 O (mrn) 


duj duj ° 
7 81 





لنعتبر هذه العلاقات كجملة معادلات تفاضلية بالنسبة للتوابع 
(Fi, rs), (Fi, mn), (m, 72)‏ ¢ (حيث (” (* .‌ ,1 س 8 (i,‏ تقبل الجملة 
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(4) الحل: 


)5( (Fı, ra) = gı, (), (rı, m) = 0, (m, m) = 1. 
: )8( 13.5 لدينا بالفعل حسب 13.5 (7) و‎ 


(Tens + Fogai) = Ty, e+ م‎ e, 
7 


بحيث ان أولى المعادلات (4) محققة بالتوابع (5) ثم إن الامر كذلك فيا 
يخص المعادلة الثانية بفضل تعريف ‏ *#ه (5(13.5))» ويتأكد ذلك 
بداهة من اجل, المعادلة الثالثة. نلاحظ ان التوابع (5) تحقق الشروط 
الابتدائية1 = (« ,)1 = )° (u), (r, m) = 0, (m°,‏ ررم ب )$ (f,‏ . 
بالنظر الى نظرية الوحدانية 25.2. فإن 
0 (” ,ب )w(,‏ ,رج - رم ,)2 في كل النقاط نا لجوار للنقطة "ها . 

وهكذاء فإن (6)0(40,40) تمثل الشكل التربيعي الاول للسطح م 
ويمثل ”")٠(‏ شعاعه الواحدي الناظمي ثم إن المعامل (70 ,6 للشكل 
التربيعي الثاني يستنتج الآن من المعادلة الاول (1): 

ru, n) = (jE, m) = رآ ا‎ (u) (ra, m) 4-b, (u) (m, re) = bıy (u), 

وبذلك نرى ان الشكل ( ,800 ) ا للشكل التربيعي الثاني 
للسطح 5. وهكذا نكون قد أثبتنا وجود د امي كدي بقي 
علينا البرهان على وحدانيته بتقدير موقعه في الفضاء . 

سينتج ذلك من وحدانية حل الجملة (1) التي تحقق بواسطة الأشعة 
:+ وص (من اجل كل من السطحين (25)1 و(5)2) نفس المصفوفتين 
المعطاتين © و8 وهذا إذا ثبتنا زيادة على المعاملات ,آ٣‏ » اا » إا 
القم الابتدائية وم وهم . نفرض ان الاشكال التربيعية للسطحين 


PD — (r = للعو‎ (u)} et P™ عد‎ {r = 7® (u)} 
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متساوية على التوالي» ونقوم بانسحاب وتحويل متعامد في الفضاء ۴+١‏ 
بحيث تتطابق «سر و ۳ .من اجل “ره معطى. وتتطابق أيضا 
الاشعة "ص ,ر مع الاشعة ‏ «#"س ,ام على 
التوالي » عندئذ تتساوى المعطيات الابتدائية لحلول الجملة (3): لس » 
رارم و ”س ٠‏ 2*0 اء وهو ما يسمح بتطبيق نظرية الوحدانية. 
نرى إذن بأن الاشعة () م و ۳)0 . كا هو الامر فا يخص 
() "م و (س) 9 » متطابقة من اجل كل قم نا المنتمية لجوار النقطة 
. ون . يتطابق في هذه الحالة (/) م و (س») ۳۳ في نفس الجوار. علا 
ان القيمة الابتدائية = مثبتة. في الختام. نرى انه يمكن 
مطابقة جملتين من الاشعة  ٣"‏ و ٣‏ التي تشترك في قم 
الجداءات السلمية (r, rj) = (r, rj”)‏ > وذلك بواسطة 
تحويل متعامد*. انتهى برهان النظرية. 
5 .3 . صلابة السطوح المتعددة البعد. إن من اهم نتائج نظرية بوني 
هي صلابة السطوح المتعددة البعد (التي تكشل صنفا واسعا من السطوح) 
أي استحالة العثور على تحويل ايزومتري لمثل هذه السطوح عدا التحويل 
المتعامد الذي قد يستكمل بإنسحاب يتعلق الامر هنا بصنف السطوح ذات 
البعد 8 ف الفضاء ذي البعد (2+1) ( من اجل 2<>1) التي تقبل ف نقطة معطاة 
ثلاثة ا نحناءات رئيسية غير منعدمة, على الاقل . إن الشكل التربيعي الثاني يتعين 
من اجل تلك السطوح حسب 33.5 » انطلاقا من الشكل التربيعسي 
الاول بتقدير اشارة» وبالتالي يتعين السطح نفسه» حسب 43.5 » بطريقة 
وحيدة, بتقدير انسحاب وتحويل متعامد. 





(«) إذا كانت إ۹ وإ 4| جلتين حصلنا عليها بمعامدة ومجانسة الجملتين المعطاتين () و[ اء 
فإن التحويل المتعامد المطلوب هو الذي يحوّل إ) الى [). بالفعل» فإن عناصر المصغوفة 
المتعامدة والمتجانسة, وبالتالي عناصر المصفوفة المقلوبة معرفة بشكل وحيد ولا تتعلق إلا بالجداءات 
السلمية ( ,)=( ,1( (ل. 7). إن كل تطبيق خطي يحول کل و الى ۽ ا 
(.....1ة) يحول ايضا عبارة خطية للعناصر الاولى الى عبارة خطية للعناصر الثانية؛ بصفة خاصة 
فهو يحول الاشعة 7 الى الاشعة 7 على التوالي. 
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63.5. تبين نظرية بوني أن المفهوم المندسي للسطح ذي البعد ه 
(المرن بكفاية) في الفضاء :+۸۴ يكافىء, من الناحية التحليلية» ثنائية 
توابع مصفوفية (من النوع هده): || (2) ر || و١001‏ ردة || تربط بينها 
دساتير غوس وبيترسون. 

هل يمكن تعاطي احدى هاتين المصفوفتين, مثلا (() ره اا - 6 بشكل 
كيت (بطبيحة :الال فان 6 معناظرة مرفلا مو "اباد الاخرى 

دا ١٠#‏ =8 بحيث يكون فرض نظرية بوني محققا؟ بعبارة أخرى 
هل يمكن ان تكون كل مصفوفة ۸ × »م. مم ري اا € (متناظرة 
ومعرفة موجبة وقابلة للإشتقاق عددا كافيا من المرات) مصفوفة الشكل 
التربيعي الارل لسطح في الفضاء 4 ؟ 


توجد بهذا الصدد نظرية جانت 3226 00 وكارتان Cartan‏ 
(1927): عند افتراض ان معاملات 45/02 تحليلية نبرهن على وجود 
سطح بعده 8 يتحقق من اجله ما سبق (معرف محليا اي في ساحة صغيرة 
بكفاية تنتمي اليها قم (م* .... .) --* ) لكن, عموما في الفضاذ ذي 
البعد ار بدل الفضاء ذي البعد (4 +8) , ثم انه يستحيل عموما 
تخفيض هذا العدد ا . بصفة خاصة» من أجل شكل ذي متغيرين 

.ده ,دل اء فإن السطح الثنائي البعد المطلوب يقع في الفضاء ذي البعد 

و ٠‏ وهو ما يطابق طرح المسألة» كا يوجد» إذن» الشكل 
التربيعي الثاني المطلوب؛ غير ان القضية المطروحة. من اجل شكل ذي 
ثلاثة متغيرات .و ,وه .ا فقطء تضع السطح الثلاثي البعد المطلوب 
في الفضاء ذي البعد م 3:4 » وهناك اشكال يستحيل من اجلهاء كا 
بيّن كارتان» وضع السطوح الموافقة ها في الفضاء ذي البعد 4 أو 5» وعليه 
فالشكل التربيعي الثاني المطلوب غير موجود. انظر بهذا الصدد كتاب أ. 
كارتان ٠‏ الجمل التفاضلية الخارجية وتطبيقاتها الهمندسية» باريس» هارمان» 
5 . ومقالة م.ل. غروموف وف .أ. روخلين الغمس والغمر في الهندسة 
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الريمانية». ي .م .ن» 25 »2 رقم 5 (1970) (بالروسية). 
§ 4.5 . الخطوط الجيوديزية وجل الاحداثيات المرتبطة 
مها . 

5. الخطوط الجيوديزية. 
أ.ليكن ,بم ۲۸ سطحا معطى بنصف قطره الشعاعي (نث) ‏ = ”. 
(CV CR,‏ ,... ويل) = ا تعتبر المنحنى ‏ ہے € ۲) = 1 ش 

<s < 6(‏ ه ,((ه) (u‏ جع 7 : الذي وسيطه طول القوس 5 
المحسوب انطلاقا من نقطة ثابتة. نشر شعاع الانحناء يد عند نقطة 86 
من المنحنى ا1 وفق الاساس ۸ ,.” , وا لدينا : 

dar 


d ûr dur‏ ف 
Our ds 05‏ ج ds ds (%)= ds‏ 





n n 
e فنك‎ dui اک‎ 1 Ûr du; 
2 2 Tur Qu; uj ds + 3+ dur ds3 ° 


عندما نعبر عن الكميات ر۴ عقي » حسب دستور غوس 


u,v 
: خصل على‎ .»)1(5 


Lî 
E = 3 (5 Tyra + bım ) SE du; م عد بيه ك‎ 2 


4= إا 


۶ ( 5 r SE ga) bı il HL m, 


O 
يقع الحد لذو 0 يمين (1) في المستوى الماس .11 ويسمى شعاع‎ 
الانحناء الجيوديزي للمنحنى ا عند النقطة 285؛ اما الحد الثاني وهو‎ 
ناظمي على .11 فيسمى شعاع الانحناء القسري. تضم مركبات شعاع‎ 
الانحناء الجيوديزي» اضافة الى “يك و الت . رموز كريستوفال‎ 
ذات النمط الثاني 156 التي تكتب بدورها بدلالة معاملات الشكل‎ 
التربيعي الاول» وعليه فهي لا تتغير عند القيام بتحويل ايزومتري للسطح‎ 
تكتب مركبات شعاع الانحناء الناظمي بدلالة معاملات الشكل‎ .« 
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التربيعي الثاني » وعليه يمكن ان تتغير لدى القيام بتحويل ايزومتري للسطح 
2a‏ 

ب. يسمى المنحنى ا1 خطا جيوديزيا على السطح Pn‏ إذا انعدم 
الانحناء الجيوديزي عند كل نقطة من ا. وهكذا فإن خاصية منحن 
بأنه خط جيوديزي تبقى قائمة عند تحويل السطح تحويلا ايرومتريا. بطبيعة 
الحال فإن التعريف المنصوص عليه يكافىء التعريف التالي : يكون المنحنى 1 
خطا جيوديزيا إذا تطابق عند كل نقطة منه لا ينعدم فيها الانحناء الناظم 
الرئيسي والناظم على السطح. 

ج. إن الانحناء القسري لكل خط على مستو منعدم» وبالتالي فإن الانحناء 
الجيوديزي لكل خط من هذا النوع يساوي انحناءه الكلي . نلاحظ من اجل 
خط جيوديزي» ان ذلك يعتى بأن الانحناء الكلى مطابق للصفر. إن 
المستقهات هي وحدها ا يناه الخاصية في ال 

د . من السهل العثور على الخطوط الجيوديزية على اسطوانة وعلى مخروطء 
حيث يتم ذلك بنشر كل من هذين السطحين على مستو بواسطة شبكة 
مستقهاته أي بواسطة خطوطه الجيوديزية » وباستعمال عدم تغيّر الجيوديزيات من 
جراء تحويل اليزومتري . إن الخطوط الجيوديزية للإسطوانة هي مولداتها وخطوط 
عرضها وخطوطها اللولبية التي تنشر بواسطة مستقهات على المستوى (الرسم 
5 - 1) اما الخطوط الجيوديزية للمخروط فهي مولداته (التي تصبح 
مستقهات تمر بصورة رأس المخروط ) وكذا بعض المنحنيات التي تنزل حق 
تصل الى خط عرض ثم تصعد (الرمم 4.5 ب-2). 
ر. إن لأقواس الدوائر الكبرى» على سطح كرة, ناظا رئيسياً موجها نحو 
مركز سطح الكرة» وبالتالي فهو متسامت ( متحد المستقم) مع الناظم على 
سطح الكرة. إذن فإن اقواس الدوائر الكبرى جيوديزيات على سطح 
الكرة» ثم إننا سنرى بعد قليل (24.5 - ب) أن كل جيوديزية على سطح 
الكرة هي قوس دائرة كبرى. کا سنقدم ضمن 74.5 مثالا آخرا 
(الجيوديزيات على سطح دوراني). 
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المخروط 
الرسم 4.5 1 الرسم 4.5 - 2. 
5 .24 . المعادلات التفاضلية للخطوط الجيوديزية 
أ. يتميز تعريف الخطوط الجيوديزية الوارد في 5 .14 بأنه يمكن ان يعمم الى 
السطوح ,5 ذات البعد م المزودة بمسافة ليست بالضرورة مأخوذة عن 
الفضاء الاقليدي ,+.,4 بل معطاة بمصفوفة متناظرة ومعرفة موجبة كيفية 
( وقابلة للاشتقاق): 

6 - || en (Wl كم رق‎ 2 4, ..., n. 


نعرّف في هذه الحالة الخطوط الجيوديزية كخطوط على السطح ,7 ء تعدم 


: العىارات‎ 
n ۰ 
GED Is, 
(1) Ee 1y ds ds r 
20-1 


المنتمية الى الهندسة المميزة للسطح. 
وهكذا فإن المعادلات التالية محققة في كل الحالات, على خط 
جيوديزي : n‏ 
dup (s) _ _ 3 T, (0) dui (s) dtt; (s) k= eo)‏ (2) 


ds ds ds 
التي تصلح هي الأخرى ان تكون تعريفا خط جيوديزي في حالة‎ 
ے +2 تمثل الجملة (2) جلة 2 معادلة تفاضلية عادية من الرتبة‎ ۴۸+ 
,)س ء مع العلم ان هذه‎ ٠. ., الثانية بالنسبة ل 2 تابعا () ,نه‎ 
. الجملة يم حلها بالنسبة للمشتقات الثانية » وأن اطرافها الثانية تمثل كثيرات‎ 
حدود من الدرجة الثانية بالنسبة للمشتقات الاولى.‎ 
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نظرية. إذا قبلت التوابع (ي ربع بجوار نقطة معطاة 
(ه ,. .. ,*/) ع ,24 مشتقات مستمرة فإنه توجد جيوديزية واحدة 

تنطلق من النقطة ١‏ في كل منحنى معطي (مبلكه ,... ,رنك) 
البرهان. نتناول» من اجل النقطة المعطاة (ثشن,... ,س) =1 

والمنحنى المثبت (,يك ,.. . ,لا0) » بصفة شكلية الجملة (2 ) مستكملة 

بالشروط الابتدائية 

(3) من‎ (0) =f, A of, 4س‎ ..., n 





حيث ان الاعداد 28 متناسبة مع الاعداد +42 . وموحدة بالشرط : 
8i (°) uv! — 1.‏ 3 


1کم 


لا كانت التوابع ‏ (2- علي + )"مج = ل1 ستمرة 
فرضا وكانت الاطراف الثانية للجملة (2 )» ا بالنسبة للمشتقات › 
تحقق شرط ليبشيتز بالنسبة للمتغيرات ك . فإننا نستطيع تطبيق نظرية 
وجود ووحدانية الحل ( راجع ي 24.13 وي 15.13) التي تنص على 
وجود ووحدانية الحل» ,. . ١‏ ,1 ع غ ,ون > :> 0 ,() را = با للجملة 
(2) مع الشروط الابتدائية (3). يوافق هذا الحل منحن ا1 على السطح 
,5 يمر بالنقطة 26 في المنحنى (ريه) إذا بينا أن الوسيط الشكل 5 على 
المنحنى ا يمثل طول قوس فإننا نستنتج» بالنظر الى (2)» أن 1 خط 
جيوديزي. ينبغي إذن التأكد من المساواة : 
لك gı, ( (5)) j‏ لا م1 


لدينا على طول الخط 1: 


n 
(ma YF Eu du dey Ad 
1' (s) له‎ du, ds ds ds 
i, 14م‎ 





n 
du; duj du; duş 
۴ 2 ا‎ ds 0-7 ds J 
i= 


عندما نستبدل المشتقات الثانية بعبارتها الواردة في الجملة (2)» ونطبق 
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الدساتير 7(13.5) و(8): 


n 
ع6‎ nk 
a = Tia, FP ja, i et Tij, = م١‎ Pogat, 
احور‎ 


فإننا نحصل على : 


: giy du duy du 








ii, h=1 
duy duy d 
5 Rk. dur duy نك ار‎ Dun 
2 6] 2 (FT E ds ds ds ds ds ھج‎ (|= 
kh, 1-1 i, =1 


du, du, du du, duy du 
3 ونس فى 3 بتكل‎ 














ds ds ds ds ds 
Î 
5 : 
7 dug dug ا‎ duy duj dun 
٣ لے‎ Te, ds 5 Diy, ds 7 ds =0 
i, 3,1 


-1 ii, kh=4 
1)0 =0 لأن المجاميع لا تختلف إلا بالدليلات. وهكذا فإن‎ 
ربع 79 0 ع ممع وبذلك ينتهي‎ (u (0)) O و1 س اللي‎ 
البرهان . دم‎ 
ب . ينتج مما اثبتناه» بصفة خاصة, أن أقواس الدوائر الكبرى تستنفد كل‎ 
الخطوط الجيوديزية على سطح كرة بالفعل» إذا تنا على خط جيوديزي ا‎ 
نقطة 834 ورسمنا قوسا 7 يمر ب« من دائرة كبرى في منحنى الخط اء‎ 
مطابق بأكمله لاء‎ ١ عندئذ يتبين من نظرية الوحدانية المثبتة» أن القوس‎ 
۸ يمر عند كل نقطة منه‎ N ج. يكن اثبات وجود جوار نا للنقطة‎ 
8 جيوديزية وحيدة منطلقة من 34., اضافة الى ذلك فإن كل نقطتين ۸ و‎ 
من ا مرتبطتان بجيوديزية واحدة يقع كل قوسها الذي يصل ه و8 في ا‎ 
(راجع التمرينين 12 و13).‎ 
خطوط العرض الجيوديزية.‎ . 5 
Pa أ. ليكن ا خطا على سطح ثنائي البعد و . نرسم على السطح‎ 
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انطلاقا من كل نقطة 86 من الخط اء في المنحنى العمودي على 1ء خطا 
جيوديزيا (7034 . يتضح من النظرية 24.5 أ أن مثل هذه الجيوديزية 
. موجودةووحيدة من اجل كل نقطة 84. نرمم على كل من هذه الجيوديزيات» 
في منحنى مثبت » نفس القوس * نحسب ابتداء من النقطة 84. يُمثل المحل 
المندبى لأطراف الاقواس الجيوديزية المحصل عليها بهذه الطريقة خطا 
ونا يسدى خط العرضن الجبوديزي لنخط .1 عل مسافة *. يتين أن 
كل خطوط العرض الجيوديزية ر[ » 8 >> م: >> 0 عمودية على المخطوط 
الجيوديزية )7 . سنثبت هذه القضية في حالة البعد 2. 

ب. نفرض ان لدينا على سطح(,8 € Pa: (r ERqqı:r = r (0), € U‏ 
سطحا بعده (8-1) مرنا بكفاية .ىه »نعرف عند كل نقطة 
1م © 14 منحنى عموديا على السطح ب . لیکن () م الخط 
الجيوديزي المنطلق من × والعمودي على ,بر نرسم على (/1) 7 » في 
منحنى ثابت» قوسا ثابتا /«-(*) يسمى المحل الهندسي للنقاط المحصل عليها 
سطحا جيوديزيا موازيا ل .م.م على مسافة ا. ونرمز له 


ب ريوط . 


نظرية. من اجل كل نقطة .مط 6 ,4 » يوجد جوار /3) 7 . يقطع 
فيه كل سطح 55 عموديا كل الجيوديزيات (4) ١‏ . 

البرهان. إن السطح ,ر معطى في الحالة العامة بجملة معادلات ها 
٣-1‏ وشيطا 4ہ , ess‏ ْ 


CGI) o AMES 


Un = Un (T1, 9 Tn-41), 


Uy Uq (Tq, <<, Tn-4), 





(*) تضمن النظرية 1 وجود ٠>١‏ وجوار 1 للنقطة المعطاة ,86 على السطح ر۴ بحيث تكون الخطوط 
الجيوديزية (7)86 المنطلقة من أية نقطة 94 في الجوار نا عموديا على _,ساء معرفة على الأقل. من 
اجل م قم ۷ مع ؟>إ«|. (يتعلق الامر في النظرية 16.1 بمعادلة من الرتبة الاولى الا ان أية معادلة من 
رتبة اعلى ترد الى معادلة من الرتبة الاولى كبا جاء ذلك في ي 15.13). 
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إن مرتبة المصفوفة البعقوبية ‏ لهي نيج تساوي (8-1) عند 


)وم وه 


النقطة c“Mo‏ وبالتالي في جوار لمذه النقطة . نفرض ان الاصغري: 





dua Qua 
OT 2 86-1 
dun dun 
01 ١ 06-1 


غير منعدم عند النقطة ,۸ . حينئذ» يتبين من نظرية التابع العكسي 
(المقلوب) ان بالإمكان حل المعادلات الاخيرة» البالغ عددها 20-1 في 
الجملة (1) بالنسبة للوسيطات بم ,... ,> وذلك باعتبارها توابع 
ل بس ,... ,ونه » ثم ننقلها للمعادلة الاولى؛ تكون معادلة السطح 
-«2 المحصل عليها من الشكل: 
“رول و٠ Uy = © (Ua,‏ )2( 
يتضح من النظرية 63.2 - أ ان التوابع (2) تتزايد مرونتها بقدر ما 
تتزايد مرونة الاطراف الثانية للجملة (1). يمكن الآن اختيار كوسيطات 
تعيّن موقع أية نقطة ,بت ع 84 جوار النقطة 3/0 . الكميات: 


21 = Y1 م چ‎ (ts, وء 6ه‎ Un-1), Ua = Uo, وه هه‎ Un ج‎ Uns 


لأن المعين اليعقوبي للمصفوفة نج يساوي الوحدة. إن 


‘9 Un) 


الأشعة ar(Mo) 3r(Mo)‏ ماسة للخطوط الاحداثية 


Avy,‏ °° ° وصق 

٠...١ «‏ ,و على التوالي» الارة عل الح 0= ,س وبالتالي على 
Ln-1‏ > وهي تقع إذن في المستوى الاس ل م1 . 

نعالج الآن» .من اجل 0ح ء٠‏ كل المجموعات العددية مس » ٠...‏ 
,«نة الخاضعة للشروط : 

lun —v |< 8‏ ... ,© >> | ون ح وم | ,8 >> | رم | 

حيث للا = 5 ,... ,ينا = إن . نصل كل مجموعة ملا ,... ببس 

بنقطة 84 من السطح ,7 حسب القاعدة التالية: نضع مم = من :. . برض“ 
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= ين ,0 = د ونختار نقطة '4 على السطح .1 . ثم نبحث عن النقطة 
1 على الخط الجيوديزي (87)77 بحيث تكون المسافة التي تفصل × عن 
M‏ تساوي wı‏ (وفق القوس الموجه). إن الاحداثيات وا ,... بين 
للنقطة ۷ توابع مستمرة وقابلة للإشتقاق بالنسبة للمتغير :نلا والوسيطات 
مص ٠٠,‏ بوص » وبالتالي فإن يعقوبي المصفوفة ايلي تابع 


مستمر ل wr‏ وام عه اوقا لنشت انه غير منعدم عن النقطة ,34 .. لهذا 





lu êr(v) @r(v) “ ۰ e 5 5‏ 
الغرض» ينبغي ان نبين بان الاشعة dwn‏ وما م66 ه ' aw,‏ مستقلة 
خطيا عند هذه النقطة. نلاحظ عند النقطة ,86 . ان الاشعة 2 
٠‏ 8 
ûr‏ 5 5 1ض 01 0 LA‏ - 21 ~~ 
aa‏ وم تطابق الاشعة المتوالية aun‏ و .اه و dua‏ المستقلة خطيا 


والواقعة في المستوى الماس للسطح مط ؛ اما الشعاع 0 فهو 
واحدي وعمودي على ۽۸[ ولذا فهو ايضا مستقل خطيا عن 2 5 
0 . ينتج عن ذلك ان الكميات ‏ مسا ,... ,رس يمكن 

لدينا في جلة الاحداثيات هذه 4 سد a ١‏ سس ‘Er (w)‏ لان 21 هو 
طول القوس. ثم إن المعادلة العامة للجيوديزيات 2(24.5): 


d2 dw; d 
)2( aR 








i, حدر‎ 1 


محققة. في هذه الحالة» من طرف جملة التوابع ‏ ,0 = م0 ,... ,و0 س 
و ,5 = يما بنقل هذه التوابع الى المعادلات (3) نرى في جملة الوسيطات 
«ظا ,... ,رس أن الكميات ‏ 14 (1-1,...,8) منعدمة. حينئذ يكون 
لدينا أيضا: ` ش 


g18 O84 00‏ 46 / 1 ._ 08 ميء | 
هاأن .للق ع مو بد 2 ) ووا ور 0 يتبين ان 

التابع (0) ورم ثابت على كل خط تكون عليه الكباليات ,مه ,.... بوس 
ثابتة» أي على كل جيوديزية (8/7) ۲ . لما كان المنحنى (48) ا عمودياء 


انشاء) عل Ln-1‏ عند النقطة «<M‏ بحيث ان0 = (0) وري فإن0 := (س) 816 
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من اجل كل ,س . يعنى ذلك ان الجيوديزية ('84) + عمودية على خط 
العرض الجيوديزي ر1۸ . انتهى البرهان. 

نقول عن جملة الاحداثيات بس ,... ,رم التى انشأناها آنفا على 
السطح ٨,‏ بجوار النقطة 30 إنها نصف جيوديزية اساسها .ما 
5 .44 . لنستخدم جلة الاحدائيات نصف الجيوديزية لإثبات الخاصية التالية 
المتعلقة بالقيم القصوى: 
أ. نظرية. نعتبر على السطح «7 خطا جيوديزيا لا يمر بنقطتين 4 و8 
متجاورتين بكفاية» ونعتبر كل المنحنيات الاخرى 8 ( القابلة للتعديل) 
المارة على .2 بالنقطتين 4 و8 في جوار صغير للخط 7. من بين كل 
هذه الخطوط فإن الخط الذي له أصغر طول هو الخط الجيوديوزي « . 
البرهان. نرمم انطلاقا من النقطة 4 سطحا وم عموديا على الخط 7 
ونختار م2 كأساس لجملة نصف جيوديزية من الاحداثيات. بجوار 
النقطة 4 يصبح الخط ١‏ خطا من الخطوط الاحداثية للجملة نصف 
الجيوديزية. بافتراض ان النقطة 8 والخط 8 يقعان في الساحة الصغيرة على 
السطح م8 ء التي تقوم فيها الجملة نصف الجيوديزية المنشأة» نكتب عبارة 
طول 8 : 

8 B 1 TT 
S3 gı (م)‎ dw dw = 
A A 1, 1ز‎ 
B n 
اع‎ |/ dwî + 3 ربع‎ (w) dwı dwy. 
A 1, 2ز‎ 


(,... ,2 = ) نلاحظ ان المصفوفة || 22م ريم || من النوع 


(1 - #) × (1 - 0#( حيث ( ,. ٠‏ ,2 = [ :) معرفة موجبة. وبالتالي 
s8 (Y),‏ = )4( رس (8) s(B)> | dw, = wy‏ 


A 
وهو المطلوب.‎ 
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ب .ملاحظة. هناك عل الاسطوانة © (الرسم 4.5 3)., اضافة الى 
الجيوديزية اللولبية التي تصل النقطتين هو 8. جيوديزيات أخرى أقصر 
منها (مثلا قطعة المستقم 48) ليس هناك تناقض مع النظرية أ لأننا لا 
نقارن في هذه النظرية سوى طول الجيوديزية مع أطوال الخطوط المجاورة 
لها بكفاية. 

ج. ملاحظة ر عل ع ر 4 ) جيوديزية طولية 
تذهب من القطب الجنوبي 4 الى القطب الشالي © وتصل الى نقطة8. نرمز 
ب© لاول نقطة تقاطع خط الطول 408 مع خط العرض 8 الذي تنتمي 
اليه النقطة 8 يوجد في كل جوار هذا الخط الجيوديزي خط يصل 4 و8 
اقصر من القوس 808 . على سبيل المثال فإن الخط 408 حيث تقع م0 
على خط العرض © بمقربة مثبتة مسبقا من النقطة ©2 ويمثل “420 قوس 
خط الطول كما يمثل 08 قوس الدائرة الكبرى. بطبيعة الحال فإن 
' للقوسين “#40 وعه نفس الطول» لكن القوس 8ه أقصر من 8© 
حيث ان الوتر 8© أقصر من الوتر 8© الذي يمثل قطر خط العرض 8 . 

- يفسر التناقض الظاهر مع النظرية أ هنا بكون الجيوديزية ۸٥8‏ 
« اطول» مما يسمح لنا بضمها الى الجملة نصف الجيوديزية للإحداثيات التي 
لا تنشأ. كا رأيناء إلا محلياً بجوار النقطة المعطاة. 


® 


سےا 


لزم 5 ب الرسم 4.5 - 4 
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5 .54 . حسال المميزات الرئيسية لسطح ثنائي البعد ضمن جلة نصف 
جيوديزية للوسيطات . 
أ. كنا رأينا في 34.5 ب أن الكميات sy TF‏ .ب منعدمة في جملة 
نصف جيوديزية ة للإحداثيات . لنحسب » من اجل سطح ثنائي البعد و2 . 
الكميات المتبقية وهي ۳ و,.ر,5. برهنا في 34.5 ب على أن الشكل 
التربيعي الاول يمكن كتابته في جملة نصف جيوديزية الوسيطين وما D1,‏ 
کا يلي : 
dwî + gaa (wı, wa) dw}.‏ = تمق 
وبالتالي» لم يبق في عبارات رموز كريستوفال من النمط الاول: 
سوى الحدود التي اء من بين الدليلات 5-1,2,لرفء اثنان على الاقل 
مساويان ل2 . وهكذا عندما نرمز قصد الاختصار ب6 = لص برت وو 
u‏ = وص ,ص = رس » فإنتا جد : ۰ 
Gy,‏ دوروو حوور ,0= Ta, =Ta,1‏ 
i 2u Tasa = Gu.‏ 


ثم بمراعاة الدستور Ty = BD Tue‏ وكون مقلوب المصفوفة 


0 1 0 
ت أ ج 
ا eu ll‏ هو المصفوفة 8 م الع اء نجد 
ان : 
٠‏ ف جک عم Ta = Ta =0, T= Ta = Ta,‏ 
Gu‏ 1 1 
ج ح ۳ Gu,‏ جه = 


ب . نحسب الآن» في الجملة نصف الجيوديزية » الانحناء الكلي للسطح و۶ . 
للقيام بذلك» نيحث في البداية عن المعين 13 Bıs.‏ للشكل التربيعى الثاني 





b 
Bın, =|: lz 


01 Or : 
ب و ا‎ (TT, — TRT?) | Ea. 
1م‎ 
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سقی هنا فقط الحدود التي للها 5-2 وP=2.‏ نحصل على : 


sa. 6 ) #),-0 (¥= 


6 GG—€y 6% Gw 1 
e SE ع‎ ECO 
يساوي إذن:‎ ۶١ إن الانحناء الكلي × للسطح‎ 
1 ے‎ 8184e س __ ے‎ 1 Gh 
( ) ج‎ G12, 12 “GF Ga 


يمكن اختصار كتابة هذه العبارة عندما نلاحظ أن: 
G)ww = —-G Gy + GC Gow,‏ /[) 6-16 $ حر (6 /[) 


)[/6( سس‎ 1 65 | 1 5 
ET ا 512 سم ف‎ —K, 
(VC)ww 
2 KK 3 uw 
( ) VG 0 


وهكذا نرى في جملة نصف جيوديزية على سطح ثنا ئي البعد و4 ان 
التابع € مرتبط بالا نحناء بواسطة المعادلة التفاضلية: 
(Vu +KVG=0.‏ )3( 
5 . استعادة الشكل التربيعي الاول انطلاقا من الانحناء الكلي . 
نعتبر سطحا :17 = نعم عند كل نقطة N‏ منه الانحناء الكل 
(1-1)34. نثبّت على السطح نقطة 210 وننشىء في جوارها جملة نصف 
جيوديزية خاصة من الاحداثيات, أساسها خط جيوديزي ا1ء ووسيطها 
على هذا الخط طول القوس ى = وس المحسوب انطلاقا من نقطة ثابتة 
(النقطة 40 مثلا). إن الشكل التربيعي الاول هو: 


ds" = dw" + © (w, u) رلك‎ 


(1( 6 )0, م‎ =1, VG O, u) =1. 


بنقل التابعين المعروفين ء = وس ,0 = رس الى المعادلة العامة للجيوديزيات' 
2(24.5): 
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2 
ات سان 8 إماة 4 
ds - 8 ds‏ 
دز 


1ز ,1 


نحصل على 0 = (ں ,0) إ٣‏ = رس ,0) ۰۳ ومنه اق 
Tas, 1 (O, u) = gu, (O, u) + ga, (O, ) — 0.‏ 
بجا أن( ,0) س ل =( ,0) إ٣‏ ( حسب 5 - أ( فإن لدينا أيضا: 
.0 = ور( Gw (0, uw) = Û, (VEO,‏ )2( 
نعتبر في المعادلة 
(VC) + KV G=0‏ 

التي يحققها الانحناء الكلي × (3(54.5))» × كتابع معروف (ل۷ 
ونا)ء ونعتبر ۷6 كتابع مجهول لنفس الوسيطين» لدينا فيا يخص المعادلة 
التفاضلية من الرتبة الثانية (3). الشروط الابتدائية (1) و(2) التي تسمح 
باستعاد ة التابع («٠,س‏ )6 بشكل وحيد في جوار النقطة 440 المشار 
اليه. نصل» بصفة خاصة» الى نظرية الوحدانية التالية : 
نظرية . إذا كتب الانحناء الكلى × من اجل سطحين و2 و و ضمن 
جملتين نصف جيوديزيتين 4 بدلالة تابع احداثيات مشتركة» فإن 
هذه السطحين ايزومتريان. هناك ايزومترية معطاة بالتطبيق الذي يحتفظ 
بالاحداثيات نصف الجيوديزية الخاصة. 

إن القضة العكسية لنتيجة هذه النظرية قائمة أيضا: إذا كان سطحان 
1 و ١‏ ايزومتريين فإن الانحناء الكلي للسطحين يثل» ضمن جملتين 
نصف جيوديزيتين توافق احداهم| الاخرى» نفس التابع 254.5 ) لمعاملات 
الشكل التربيعي الاول» إذن» نفس تابع احداثيات. 
5 . نتناول في نهاية هذه الفقرة مثالا هاما. 

الجيوديزيات على سطح دوراني . نعتبر سطحا دورانيا © م-م . 
إن خطوط الطول على هذا السطح هي» بطبيعة الحال, الخطوط الجيوديزية 
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(51.5 - س) لأن الناظم الرئيسي على خط الطول يطابق الناظم على 
السطح. تمثل جماعة خطوط العرض وخطوط الطول للسطح الدوراني جلة 
نصف جيوديزية طبيعية تقبل كأساس أي خط عرض» يلعب دور 
الاحداثيات طول القوس على خط الطول والزاوية القطبية (الرسم 4.5 - 
5). 

يكتب الشكل التربيعي الاول ضمن هذه الاحداثيات على النحو (51.5 
- س) 

dp,‏ 6 + تورك = قهل 


حيث 4م - م . اما معاملات الجيوديزيات: 











ا ا Ts‏ ا ب 
؛ بالنظر الى المعاملات 59 (5 54 أ) فإنها تكتب على الشكل: 
ن عرزن )1( 
عوك ١‏ رر = رور چ .رو 0 


پام 





0 
الرسم 4.5 - 5 الرسم 4.5 - 6 
نرمز به للزاوية التي يشكلها الخط الجيوديزي مع خط الطول. باعتبار 
. المثلث اللامتنامي الصغر المعرف بقطره كلك وضلعيه سك و#40م2. 
(الرسم 4.5 - 6) نحصل مباشرة على: 
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sin © = PP, 


نظرية. ( كليرو 0131804 ) لدينا على طول خط جيوديزي على 
السطح الدوراني المساواة: «١‏ منهم حثابتا. 
البرهان . لدينا على طول كل جيوديزية ( بفضل المعادلات (2) و(3)): 
Pag = 0,‏ حك يكهرمم2 = ر(ربةم) = يزه (p sin‏ 

وهو ما يثبت النظرية. 

يمكن تقديم الوصف التمييزي التالي للسلوك الهندسي للجيوديزيات 
وهذا استنادا لنظرية كليورو: كل جيوديزية 7» مخالفة لخط الطول» تدور 
فيض القيمة 8 يت نترايد زاويتها مم نط الطول. ذا ايحت هده. 
الزاوية من اجل اصغر قيمة مم لمح زاوية قائمة استناداً الى نظرية 
كليرو ه«هنوم - تثابتاح-ه, فان الجيوديزية 7 تصبح › عموماء ماسة لخط 
العرض الموافق اء ثم تعود الى ساحة الق الكبيرة ل 6 (الرسم 4.5 5). 
هناك رغم ذلك بعض الاستثناءات (راجع التمرينين 6 و7). 
§ 5.5 0 الثنائية البعد ذات الانحناءات الثابتة . 
5 .15 . تتمتع السطوح الثنائية البعد ذات الانحناء الكل الثابت » ×=ثابتاء 
بخاصيات شاذة متعددة . يمكن القول بفضل النظرية 5 .64 . أن كل السطوح 
التي ها نفس الانحناء الكلي الثابت × هي سطوح ايزومترية محلياء فما بينها . 
اضافة الى ذلك» بما أننا نستطيع اختيار النقطة الابتدائية ه24 اختيارا 
كيفيا وكذا منحنى جيوديزية الاساس. يمكننا تحقيق الايزومترية بتثبيت 
على السطحين ۲ و تثبيتا كيفيا ثنائية نقطتين 46 و م متوافقتين فيا 
بينها وكذا ثنائية منحيين منطلقين من هاتين النقطتين. يكن تطبيق كل 
جزء صغير بكفاية من سطح انحناؤه الكلي ثابت» تطبيقا ايزومتريا على جزء 
آخر من نفس السطح» وهذا عند تعاطي ثنائية نقطتين متوافقتين وثنائية 
منحيين موا فقن 
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إن ' المعادلة 3(54.5) التي تربط الانحناء × والتابع (س,س)6 في 
الجملة نصف الجيوديزية للإحداثيات: 
(Vu +K VG= 0,‏ 
مع الشروط الابتدائية على جيوديزية الاساس 1(54.5)» (2): 
,0 ع نر((ه (VCO,‏ ,1ع VEO, u‏ 
تقبل. من اجل ×=ثابتاء الحلول: 
(w, u) = 1, d8 = dw + du®;‏ © :0= كر )1( 
Kv,‏ ل[ K >0: VG lw, u) = cos‏ (2) 
dw* + cos V Kw du®;‏ — قوق 
K<0: [/ © (w, u) = ch VY —Kv,‏ 
3 23/2 3 ا (3) 
VY —K w du®.‏ قط + dw®‏ = قيل 
إن أبسط مثال لسطح انحناؤه الكلى منعدم هو المستوى» نرى الآن بأن 
كل سطح انحتاؤه الكل منعد م ايزومتري محليا للمستوى. 
إن أبسط مثال لسطح انحناؤه الكلى ثابت وموجب هو سطح الكرة 
الثنائى البعد ذو نصف القطر 8 لدينا 4/89 = ۸  42.5(‏ ر). نرى 
إذن بأن كل سطح انحناؤه ثابت وموجب × سطح ايزومتري محلياً لسطح 
كرة ( نصف قطرها ۸ 1/۷) سنورد ضمن 25.5 مثالا لسطح ثنائي البعد 
ذي انحناء ثابت وسالب أي سطح ايزومتري محليا لكل سطح له نفس 
الانحناء , 
5 . نقدم هنا مثال سطح انحناؤه ثابت وسالب يمثل سطحا دورانيا. 
كما راينا في 5 .62 ب فإن الانحناء الكلى لسطح دوراني مولدته 
(2) م = م يكتب في الدستور: 
لدي لاس 527 
2م +1)م ع 


بوضع ×-=0>0.» علا أن © ثابت. نجد بخصوص 00م 
المعادلة التفاضلية ذات الرتبة الثانية التالية 
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.“م + 1( م0 = ورم ٠‏ (1) 


ليكن طامنا = Pz = « (p), Pag = upp,‏ ¢ تكتب عندئذ المعادلة (1 ( 5 
على الشكل : 1 
25 + 1) م0 == u‏ 


£ 


أو 


= = Qp dp. 
: نحصل بالمكاملة على‎ 
1 141 1 0 4ه‎ 
0 
1 1. 
7 او 0-0 وير‎ 
نواصل المكاملة في حالة 0-1. نجد عندئذ:‎ 


_ de Vépo _ V1 
=1 gg "a * pg 7 * Vp 


نضع sin 0, VG de = cos 0 d0.‏ = م31/0 . نحصل عندئذ على : 
d0 ۴‏ 1 0 083 1 
sin Û —sin 0 d0 |,‏ | جر ± عد 80 5 + d=‏ 
(ın +080)‏ ر 
بما أن اختيار الثابت ,ه لا يغيّر شكل السطح (يغيّر فقط موقعه 
بالنسة لمحور العناصر )ء يمكننا اختياره منعدما. حينئذ تقدم لنا 
المعادلتان : 


sin 0 








0 
18 له ددم مع 











دم ,)00+ 2 ا ها) شاد سء )2( 








1 
16 
0 السطح المطلوب. يقع هذا السطح نفسه (الرسم 
5 ب 1) داخل الاسطوانة 1/1/0 > م, وهو لا يقترب من سطح 
E‏ اله من أجل 1= 0 csin‏ بحجيث يكون 0 = 0 «c08‏ 
0= ,=| هه . من جهة أخرى إذا آل 9 الى الصفر. يؤول 
م الى الصفر وء الى مه+. 
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يسمى المنحنى (2) منحنى الجر (أو الجارّة). نعلم ان جزء مماسه 





الرسم 5.5 2 الرسم 5.5 1 ) 

يسمى السطح الدوراني المحصل عليه بهذه الطريقة شبه سطح كرة. 
نلاحظ ان هندسة لوبتشفسكي تتحقق على هذا السطح (في اجزائها 
الصغيرة» على الاقل) [المستقهات في هندسة لوبتشفسكى هى الجيوديزيات 
على شبه سطح الكرة]. إن لشبه سطح الكرة شواذا ا يتبين 
( نظرية هيلبرت) انه لا يوجد في الفضاء الثلاثي البعد سطح انحناؤه ثابت 
0<1 بدون شواذ (ولا بدون حافة) إنه لا وجود لثل هذا السطح حتى 
وإن فرضنا ×<ثابت<0 بدل *-ثابتاب0 (ن.ف إفيموف 
(«مسقظ) 1965. انظر مقالة أ.م.ن» 21ء رقم 5 (1966)» 3 
- 58). 


5 . إذنء فإن جاعة السطوح المؤلفة من المستوى وسطوح الكرات مها 
كان نصف قطرها ۸ واشباه سطوح الكرات مها كانت قم © تقدم 
انحناء كلي ثابت ايزومتري محليا مع السطح القانوني الموافق له (أي السطوح 
(«) لنتصور ان محوري العناصر 2 و* في الرسم 5.5 1 مرسومان غلى سطح الارض وان جرارا 


يتحرك على طول محور العناصر 1 وقد انطلق من النقطة 0. إذا كان هذا الجرار ير سيارة 
كانت زمن الانطلاق في النقطة 4. فإن هذه السيارة ترسم منحنى جر (الرسم 5.5 - 2) 


536 


الذي له نفس الانحناء الكلي). يمكننا. أيضا طرح مسألة الوصف التام 
للسطوح الثنائية البعد ذات الانحناءات الكلية الثابتة أي وصفها ليس 
بتقدير ايزومترية بل بتقدير موقعها في الفضاء . إن هذه المسألة معقدة جدا 
من اجل 0 < ×» وسوف لن نتعرض اليها هنا(* أما في حالة 0= فالمسألة 
أكثر بساطة. يكن تقدبيم وصف تام للسطوح ذات الانحناءات الكلية 
المنعدمة في «# . نقول عن هذه السطوح إنها قابلة للنشر (والمراد بهذه 
الصفة « قابلة للنشر على المستوى»). إننا نعام بأن الاسطوانة والمخروط 
الدائريين سطحان قابلان للنشر  62.5(‏ ج) زيادة على ذلك » فإن كل 
اسطوانة» مها كان منحنيها الدائري (غ):-5 وشعاعها المولّد ۴ هى 
سطح قابل للنشر» بالفعل يمكن اختيار الشعاع واحديا واختيار المتحتى 
عموديا على هذا الشعاع › ووسيطة طول القوس. عندئذ يكون الشكل 
التربيعي الاول للإسطوانة مطابقا للشكل التربيعي الاول للمستوى ضمن 
الاحداثيات الديكارتية. إن كل مخروط رأسه © ودليله (مولدته) كيفية 
هو ايضا سطح قابل للنشر» بالفعل يكن اختيار الشعاع المولد ؟ 
للمخروط الذي يقع منطلقه في رأس المخروط , واحديا كا يكن اعتباره 
تابعا للقوس ٠‏ الذي يرسمه موصله على المخروط, حينئذ تكتب العبارة 
التحليلية للمخروط على التحسو: 00م دن ,)=+ مع 

دول 1# ل فيك = ون بمثابة الشكل التربيع الاول. وهكذائرى ان كل 
السطوح المخروطية ايزومترية فيا بينها» وبصفة خاصة ايزومترية مع المستوى 
( الذي يمثل بطبيعة الحال. سطحا مخروطيا). 

:ننشىء نمطا ثانيا من السطوح القابلة للنشر كا يلي. نعتبر تابعا ايسريا 
كيفيا 1 والسطح .7 المؤلف من كل الماسات لاء ننص عندئذ على 
ان السطح وم له انحناء كل منعد م . بالفعل. هب ان (ه0) = معادلة 


(») انظر فيا يتعلق بالطوح الدورانية ذات الاغناءات الثابتة في ,۸: ف.ف. كاغان» أسس نظرية 
المساحات , ج 2“ غ .ت.ت ل 1948 ( بالروسية). 
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للمنحنى ا حيث يثل ٠‏ الوسيط الطبيعي» حينئذ يعطى السطح Pa‏ 
بالتمثيل الوسيطى 6* +00 - 0 ٠)٠١‏ . ننشىء الشكل التربيعي الاول 
للسطح وه . لدينا ro = T‏ = رم Irgg 3= T -F tk (O) v,‏ ىم = وم 


ومن ه ,1 = وم (o), F == (o,‏ شرق + 1 = «i FE = (ro, ro)‏ 
1ي . نرى ان الشكل التربيعى ل و2 لا يتعلق بالإنحناء )0( k‏ 
للخط 1ا غير انه يوجد منحن مستو 1 بنفس الانحناء )0( k‏ تابع 
للقوس "م (ي 24.16 ). يوافق هذا السطح السطح المؤلف من الماسات› 
وهو سطح مستو وفي نفس الوقت ايزومتري مع السطح Psa‏ لان له نفس 
الشكل التربيعى الاول» وبالتالي فان Ps,‏ ايزومتري هع المستوى » إذن فإن 

انحتاءه الكلى متعد م.. 

نشير الي أن هذا الاستدلال يبقى قائ إذا كان المنحنى ا1 في أي 
فضاء اقليدي (وحتى هيلبرتي). 

لنشت ان الوصف المقدم يستنفد » في Rs‏ « کل السطوح التي لما 


نظرية. يكون كل سطح ۶ انحناؤه الكل منعدم وواقع في ,۴ . اما ٠‏ 
اسطوانة واما مخروطا واما سطح الماسات لمنحن ايسري. 
البرهان . بما ان السطح المعبر 8 يقع في ۴١‏ » يمكننا ادخال على اي جزء 
منه شبكة احداثيات مؤلفة من خطوط النحناء (92.5 - أ) إن الجداء 
ورم لانحناءين رئيسيين * و وخ منعد م ايها كان على ۶ فرضا إذا 
كان الانحناءان الرئيسيان 82 و «* متعدمين على الجزء المعتبر فإن كل 
مقطع ناظمي له انحناء منعدم » وعليه تتكون كل شبكة عمودية من خطوط 
انحناء وإذا كان احد الانحناءات في نقطة منعدم فإن يبقى كذلك في جوار 
لهذه النقطة. وتتعين في هذه الحالة شبكة خطوط الانحناء بطريقة وحيدة 
(925 - أ). 
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نفرض ان الوسيط ا يتغير على طول خطوط الانحناء الموافقة للمناحى 
الرئيسية بانحناء 0 = ,6 ويتغير الوسيط س على طول الخطوط المتعامدة. إن 
الشكل التر بيعي الاول ضمن الاحداثيات لا و۷ 7 قوق @ + شرق Ê‏ : « 
اما الشكل الثاني فهو عر بر .ب هري ع . بما ان الانحناءين الرئيسيين 2 
و ء۴ جذران للمعادلة 0 = (L — E) (N — O)‏ فان 0 = 8,م = ا » ومنه 
أت 0= 4~ )می ,) ست زم ,0 = لس = (يية ,)= = ليم بن إذن 
م = ” وهكذا يبقى الشعاع ‏ ثابتا على كل خط حثابتا. حينئذ 
يكون للمستوى الماس للسطح 8 نفس التوجيه على طول الخط #حثابتاء 


وبالتالي فهو مثبت لأن العلاقة ‏ 0 ريء,»)- ين تستلزم 

۵ ,ص) =ثابتا=(۳,۲) (حيث ٥‏ شعاع ابتدائي مثبت )» وهذا 
.يعني ان 0+-+ يقع في المستوى الماس ١‏ المار بالنقطة >١‏ . إذن فإن 
كل خط احثايتا» اي 0 دي فإن,0 = وليه) = ی(ر) a‏ ٥ه‏ , والشعاع mo‏ 
هو أيضا ثابت على الخط #حثابتا. يقع هذا الشعاع .” في المستوى الماس» 
أي في المستوى 10 . لأنه عمودي على الخط #حثابتا نظرا لكون 

.0 = 4 0ك لوت ,۳) ¬ وليه ,) = يه ,رم) . نری أن الناظم على الخط 
«-ثابتا يحتفظ بمنحاه في المستوى م11 . لكن ذلك لا يكون مكنا إلا إذا 
كان الخط ۷=ثابتا مستقها . 

نستخلص ان كل السطح ۶ مؤلف من الخطوط المستقيمة التي تمثل 
الخطوط الاحداثية #حثابتا. نقول عن مثل هذه السطوح إنها مسواة. لا 
نستطيع القول بأن كل سطح مسوّى له انحناء منعدم ( مثلاء السطح اللولبي 
سطح مسوى لکن انحناءه سالب» 72.5 ر). نستعمل مرة اخرى کون 
الخوط الاحداثية ناحثابتا و #حثابتا تعين عند كل نقطة المناحي الرئيسية . 
لنثبت نقطة 8 على السطح 8 ولتكن رر )= )م - م معادلة خط 
الاحداثيات 1 (ناحثابتا ) المار ب8 عموديا عل المستقيم ذي الاحداثيات 
احثابتا.» ولكن (6)9-©6 الشعاع الواحدي الذي له عند كل نقطة من 
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الخط LL‏ اتجحاه الشعاع م( ry == Fu‏ . من الواضح )5 


ey = aru + Cyr, وبالتالي‎ . e به = (ن)‎ )0( rq )( 
ويقع الشعاع © في‎ » (ey, m) = a (rup, mM) + Cp (ry, m) = 0 


إذا كان 0عدم فان ع6>ع(6»)8 شعاع ثابت ويمثل P ١‏ 
باكمله الاسطوانة ذات الدليل () مع م وذات الشعاع المولد ۴ إن 
كان 0 ې ره » يقع الشعاع يه ٠‏ في المستوى اماس للسطح P‏ 


: التفكك‎ 
ep = A (vw) e (vw) مر لك‎ (vw) Py (v)« 


إن المعامل )سم ليس مطابقا للصفر هنا. ولولاه لكان الشعاعان 
م* وع متسامتين» وبا ان مشتو مشتق شعاع واحدي عمودي على نفس الشعاع 
فإن. ذلك يعني بأن 0س وهو ما يناقض الفرض. لدينا إذن 
0ج م لنثبت تابعا كيفيا (۷)» ( قابلا للإشتقاق) ونعتير المنحنى 
e‏ م + ).م = )=8 . الواقع على السطح «. لدينا: 

(1) o = PF foe F gen = (1 + gpa) po E 

نضع ك - = روم . حينئذ ينعدم الحد الاوك في الطرف الثاني 
من (1) إن كان الامر كذلك فيا يخص الحد الثاني فإن الشعاع 
(؟:“ه» ثلابتء أي مو- مو تمر كل مولدة 
(+e )۷(‏ »)م (م> ع > » -) في هذه الحالة بالنقطة الثابتة م9 من اجل 
_- = )»= ؛ نجد هنا تخروطا . تبقى الحالة التي يكون فيها 
1 إن المنحنى. f‏ من اجل هذا الاختيار للتابع c8(v)‏ 
ماس عند كل نقطة للمولدة المذكورة يعني ذلك ان كل مستقم ۷=ثابتا 
على السطح ۶ للخط 8 بعبارة اخرى أن يمثل سطح الماسات للمنحنى 
8 . انتهي البرهان على النظرية. 

نلاحظ انه توجد حتى في .8 » سطوح ثنائية البعد ايزومترية للمستوى 
لكنها لا تنتمي الى الافاط المعتبرة هنا في ۴١‏ . (راجع التمرين. 14). 
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5.5 . نورد هنا ايضا مثالا لسطح ثنائي البعد انحناؤه ثابت وسالب. 
خلافا لكل الامثلة الواردة سابقاء فإن المسافة على هذا السطح غير مأخوذة 
عن الفضاء الاقليدي الذي يحوي السطح. 

أ . نتناول في الفضاء الثلاثى البعد الاقليدي ۴١‏ الشكل التربيعى غير 
المحدد: 


(وموته لك Te, Fae»‏ ع #) ,7 — ومو سل شيم ع زم r‏ 


الموافق للشكل الثنائى الخطية المتناظر : 
5-6 لا (r, r= za‏ 

نقول عن شعاع ۲ إنه شه حقيقي إذا كان <2,:>>ه., وانه 
شه يل (أو شبه خيالي) إذا کان <2,8> <0 وانه 
متساوي الاتجاه إذا كان <55>-0 يبقى شعاع شبه حقيقي (شبه 
تخيلي » متساوي الاتجاه على التوالي) شبه حقيقي (شبه يلي » متساوي 
الاتجاه على التوالي) لدى ضربه في أي عدد حقيقي (0<) نقول عن 
شعاع شبه حقيقي ٣‏ انه موحد إذا كان E‏ کا نقول عن 
شعاع شبه تخيلٍ : إنه موحد إذا كان <,+>-1-. يمكن توحيد 
أي شعاع شبه حقيقي (شبه تخيلي) + وذلك بضربه في عدد موجب 
عنامي : 

نقول عن شعاعين ١‏ ۳,۲۳ إنهما شبه متعامدين إذا كان 

0 (ه«يم ,«س) ؛ بصفة خاصة فإن كل شعاع متساوي الاتجاه 
متعامد مع نفسه. إذا كان شعاع غير متساوي الاتجاه ۲ شبه متعامد على 
بعض الاشعة م » .و »... فإنه لا يتعلق خطيا بتكل الاشعة لأن العلاقة 
Cp + +...‏ عام تستلزم العلاقة ' + (م ,)0 = (م,م) 
20 ل و ووم 


إذا تعلق شعاع (6)-5 (بكيفية قابلة للإشتقاق) بوسيط © فإن 
'الشعاع “4 بم = ٣‏ يقع على المستقم الماس للمنحنى الموافق لذلك ( في 
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نقطة الاشتقاق). إذا تعلق شعاع بوسيطين لا و۷ وعيّن سطحاط, فإن 
الشعاع رك ٣,‏ -+ يرك رح = عله يقع في المستوى الماس للسطح ۶ إذا كان 
شعاعان «سر و «× تابعين قابلين للإشتقاق لبعض الوسيطات» فإن 
(r, ®) — (rh, dr ®) 1 (dr, r),‏ لق 
وبصفة خاصة: 
d(r, r) = 2(r, dr).‏ 
يمثل السطح: 
(0<0) 02س = (r, = zî + — a?‏ )1( 

الذي ينبغي تسميته « سطح كرة شبه تخيلي » والذي نسمية باختصار « شبه 
سطح كرة» يمثل مجسما ناقصيا من جزءين» احدها يقع في نصف الفضاء 
0 < وه ويقع الآخر في نصف الفضاء 0- > ,م . سوف لن نعتبر سوى 
الجزء العلوي منها الذي نرمز له ب باشتقاق المعادلة 05 = (م ,م) 
نجد 0 - dr(‏ ,) . يعني ذلك ان الشعاع 1 شبه متعامد عله المستوى 
الماس للسطح ‏ المار بموصل ١‏ يكن القول ان الشعاع ۲ شبه ناظمي 
على ۶ . إن الشعاع © - ”« شبه ناظمي موحد لأن 
ش 1 = رم پل = (m, m)‏ . 

نؤكد على ان الشعاع 4# شبه حقيقي. أي ان 
<0>>01,01. بالفعل » لدينا : 


(r, dr) = 0‏ = ويدك وند — a1 dz F za da‏ ؛ ثم إن: 
dza)2 < (z} + 2) (da? + dz) =‏ ونه + dz) = (xz, dz,‏ 74( 
dza),‏ -ا- (z— 02( (dz? + dz?) <2} (dz‏ = 
ومنه يأتي : 


dz; —dz >0,‏ + إندل = (dr, dr)‏ , يدل ل dz <dz?‏ 
وهو المطلوب. 
وهكذا, فإن الشكإ التربيعي <dr,dr>‏ على السطح P‏ (على 
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وجه التحديد في المستوى الماس ل عند كل نقطة مثبتة) معرف موجب . 
نختار هذا الشكل كشكل متري للسطح ۶ يعني ذلك ان ادخال الوسيطين 
ب و ءا بشكل كيفي على السطح 8 يضع: 


du},‏ وو8 + 2g, du, dug‏ + ولاك gı,‏ = ثيل 


(r, Fj} (lh, j =1, 2).‏ = ريع 


ب. ليكن الآن م أي سطح يعرف من اجلها الشكل <1,51> 
الشكل الموجب هيل . نعتبر عند كل نقطة من السطح ۶ أشعة الاساس 
E ra‏ : في المستوى املاس والشعاع الواحدي شه الناظمى .n‏ يمكن 
کا هو الخال في 13.5 كتابة داي الا 

4 ل‎ Tra + Bim, 
(2) ش‎ 

1 

حيث يبين الرمز ادس ل لد د ع رياب لالط ا 
مسافتة بالشكل <5,5>. نضرلء شبه ضربء. العلاقتين السابقتين في 


و" و12 فنجد: 


ب 
(Fra, re) = Ths,‏ 1 م كنم 20 
(riy, M) = By‏ 
2 5-7 2 
—(m, ۳18),‏ = عرق لے =( (Mj, Fs) 2 Pj (Fa,‏ 


لأن الشعاع .7 يقع في المستوى اماس ولأن العلاقة 0 = (,: ,”) 
تستلزم : 

لمزم (My, Fo) (My‏ = رزو 0=5(m,‏ 
تكتب الكميات ۰ , ,۳ = (وم ,رب بدلالة معاملات الشكل التربيعي 
الاول - رت کا ورد في 11(13.5): 


1 
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2 1 (Ri, | û 8i) 
Dye iy, ی + 0 ( جع زم‎ ) ١ 
قف‎ $ 


ينتج عن ذلك ان المعاملات 153 تكتب هي الاخرى بدلالة معاملات 
الشكل التربيعي الاول: 

= Tye, | ل كان‎ | ٠ 
» نلاحظ ان المعلومات  ك1 في الدستور العام للانحناء الكلي « الشكلي‎ 
:))2(33.5( 8 لسطح ثنائي البعد‎ 


2 2 
or, Orf 
3 5 لمتكرة1 ”1 12) 2 ا‎ [eos 
K ت‎ g1 





eT 3 


تطنيت بدلالة ' 7 نواسطة الدساتير: 


2 
0 فلك 861 _ Ogg‏ ( 1# 
dur, Ou, .‏ ري ] له 2 ذا 


نری» في حالتنا هذه انه يمكن وضع Tj = Ty‏ في الدستور (3) 
لحساب >1 . نذكر الآن من اجل سطح اقليدي» أن البسط في (3) نحصل 
عليه بكتابة المساواة .بين العبارتين ‏ (8د”7 و طر٣‏ وباستخدام دساتير 
الاشتقاق وبفصل المركبة وفق شعاعي الاساس الواقعين في المستوى الماس. 
تحرى كل هذه العملیات» بدون أي تغيير» في دساتير الاشتقاق (2)› 
وبعدها نحصل )ا هو الحال في 5 00 اكير 


Puan = > e 7 = 0 (Tap — Tare) | E18:‏ مقر 


8 
حجنا 





2 5 65 
Di gyn.‏ له کر mM),‏ و = ررق 
1= 
نرمز أيضا ب ۳(۰ ,)= رب لدينا عندئذ: 
موق K— Df‏ 
' وم -:: 1164م 
(نذكر في الحالة الاقليدية» ان لدينا: )72 (Fy,‏ = ررق مكان 
(” ,رم ر8 التى أدت الى العبارة ية - بطب في بسط 
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ج . لحد الآن فإن الحساب قائم من اجل أي سطح ثنائي البعد يعرف عليه 
الشكل <T,I>‏ الشكم الموجب ىل .0 ١‏ 
نحسب الآن المعاملات 800 من اجل شبه سطح الكرة. لدينا في هذه 


الحالة 07 = م و: 
ry = Qmy = 0 3( Dra,‏ 
بحث ان: : 
pour j—=k,‏ 0 7 
.# عد زر pour‏ . 3200 
ينتج عن ذلك أن: 2 
eu.‏ > سح Dı = (Fı, Mm) = — ¥ gi,‏ 


اعم 
(نذكرء من اجل سطح كرة نصف قطرها ۸» انه كان لدينا 
ريم ل = ررة (42.5 - د) ضمن كل جملة احداثيات). 
اخيرا: 


م کے و ت 


gEuton—g 02‏ :0 
وبذلك نرى ان السطح م بالمسافة (لك ,ه). هو بالفعل سطح 
انحناژه الكل ثابت وسالب. 
§ 5 .6 انسحاب الاشعة ونظرية لوفي - سيفيتا 
Levi-Civita )‏ (. 
5 . انسحاب شعاع على سطح. عندما نسحب شعاع ماس لسطح في 
الفضاء , فإن هذا الشعاع لا يبقى ماسا للسطح عموما. نعرّف في الهندسة | 
التفاضلية مفهوما جديدا للإنسحاب لا يتعلق في الفضاء الذي يحوي السطح 
بل يتعلق بالسطح ذاته. ْ 
نفرض ان لدينا على سطح ,+8 - .2 خطا قابلا للإشتقاق: 


L = {r =r (u), u = (th, <... Un) = 1 (Û, a << Db} 
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قابلا للإشتقاق بالنسبة ل ٤‏ بحيث ان (0) )٤( = Û a, rı‏ ۾ حيث 

تمثل () به توابع قابلة للإشتقاق. نبحث عن تفاضلية الشعاع () ۾ 

الموافق للإنتقال الى النقطة إل + .٤‏ لدينا: 

: ۾ »ومن دستور غوس 13.5 (1) يأتي‎ = BÈ da, + > روطن‎ du, 
کو ڪه‎ 

اح جردا وى O) E‏ 


1 


(2T irk -|- bım) di duj = 


5-5 


n 
كد‎ 
کر‎ 


!! 
1 2 


mal i, 


: (Tar duy + dax) ry + ( 2 biya duy) m. 
کر را‎ 


يسمى الحد الاول من هذا المجموع التفاضلية الجيوديزية للشعاع 
0) © ونرمز له به( . اما الحد الثاني فيسمى التفاضلية القسرية 
للشعاع م . تلاحظ ان مركات التفافلية الحيوديزية ندرك ذلك 
من خلال بنياتهاء تتعلق ب بهل ,سك ,ره لكنها لم تعد تتعلق بالرموز 
,1 » وعليه فهي لا تتغيّر من خلال ايزومترية للسطح م2 . اما المركبة 
وفق الناظم اي التفاضلية القسرية فهي تتعلق بمعاملات الشكل التربيعي 
الثاني» وتتغير عموما مع ايزومتريات السطح. 
5 .26. أ. نقول اننا اجرينا انسحابا للشعاع )© » أو على وجه 
التحديد ان الشعاع )© انسحب جيوديزيا على طول الخط / اذا 
انعدمت تفاضليته الجيوديزية عند كل نقطة من الخط ,2 . بعبارة اخرى» 
ينسحب الشعاع () » إذا تفاضليته الكلية الى تفاضلية القسرية. بعد هذا 
يتضح ان مفهوم إنسحاب شعاع على طول خط ينتمي الى الهندسة المميزة 
للسطح وهو لا يتعلق بالتحويلات الايزومترية. ان مركبات شعاع 
مسحوب يحقق. كما نرى ذلك بفضل المساواة (1) وتعريف الانسحاب» 
الجملة التالية من المعادلات التفاضلية: 
Tija dujy, k=1,..., n,‏ 2 55 


i714 
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0 8 
س‎ 5 0 k=l, ..., n. أي‎ 
i, t1 


تمثل هذه الجملة جملة معادلات تفاضلية عادية بالنسبة للتوابع () بره 
( ,... ,1 = ) بمعملات معروفة (على طول سبيل معطى). يتبين من 
النظرية الاساسية لوجود ووحدانية حل مثل هذه الجملة ان المعطيات 
الابتدائية (« ,. . . ,1 = #) (0) © تعيّن بطريقة وحيدة نتيجة الانسحاب 
على الاقل في جوار النقطة الابتدائية 


ب. قدمنا تعريف الانسحاب من اجل سطح ,م بعده * في الفضاء 
به« ؛ اما الآن» وبما ان التعريف قد صيغ بلغة الهندسة المميزة 
(للسطح) فإنه يمكننا اعادة نفس التعريف من اجل سطح .8 مسافته 
معطاة بشكل كيفي *ه ؛ مثلا إذا كان السطح ,م . واقعا في فضاء 
اقليدي ۸< ۴,٩‏ .> يمكن استعادة مسافة م27 من هذا الفضاء ( کا 
ورد في 61.5) ويعرّف الانسحاب بصفة طبيعية. 

. لكين 7۸> 2 خطا جيوديزيا وه شعاعا واحديا ماسا للخط با 6 
كان نصف القطر الشعاع 7 للخط 7 معطى بدلالة وسيط طبيعي 5 اي 

ا ان (0+-م فإنه يكننا ملاحظة ان 
هك راک - كي - ا ۾ = ھ بحيث ان .ملف = () مه . بنقل 
57 0 3 معادلة الجيوديزية 2(24.5): 


n 


dan ($) _ du (8) f dui م‎ 
ds de 2 i ds س 10 ا‎ , 
1, 1ز‎ 1, 1 











نرى ان الشعاع (9) مه يحقق شرط الانسحاب. إذن» فإن الشعاع 
الواحدي الماس لخط جيوديزي ا مسحوب على طول هذا الخط. 
د. اذا انسحب شعاعان ()» و (50 على طول خط ٣ے‏ // فان 
جداءها ييبقىء. عموماء ثابتا. ينتيج ذلك من كون 
0 = (طd‏ ,و) -4 (ط ,4ك) = (ز ,ه) #لأن تفاضليات الاشعة الخاضعة 
للإنسحاب ترد الى تفاضليات قسرية وهي ناظمية على السطح الماس. 
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يأتي من ذلك ان الانسحاب يحتفظ بطول الشعاع 


۷)٠ )0, © )9(‏ = | () » | وبالزاوية التي يشكلها شعاعان. المساوية 


(a (0), b (A) J 
|] 0000 


ر. نلاحظ انه لا وجود» على المستوى ,2 ذي البعد م . للتفاضليات 
القسرية؛ وترّد التفاضلية الكلية لشعاع () » الى تفاضليته الجيوديزية؛ ٠‏ 
اذا انغعدمت هذه الاخيرة» فإن الامر كذلك فيا يخص التفاضلية الكلية» 
وهذا يعني بأن الشعاع ()» لا يتغيّر لدى القيام بإنسحاب بمفهومه 
التقليدي . 


س . يمكن انجاز الانسحاب على اسطوانة وعلى مخروط في 7٠‏ بنشر هذين 
السطحين على المستوى وبالقيام بالانسحاب على هذا المستوى. وهكذا فإن 
كل شعاع مسحوب () » على اسطوانة يحتفظ بالزاوية التي يشكلها مع 
كل مولدة او خط عرض (الرسم 1-6.5). اما على المخروط فتواجهنا 
صعوبة غير منتظرة: نفرض ان لدينا شعاعا موجها في البداية وفق مولدة 
ومسحوبا على طول الدائرة المديرة؛ إن هذا الشعاع يعود الى نقطة البدء 
بتشكيل زاوية مع المولدة» وهو ما نستطيع ادراكه مباشرة بمعالجة نشر 
المخروط على المستوى (الرسم 2-6.5). 


ص . تحدث ظاهرة ممائلة لدى. انسحاب شعاع على طول خط عرض على 
سطح الكرة على الرغم من انه يستحيل نشر سطح الكرة على المستوى فإن 
بمقدورنا إنشاء مخروط ماس لسطح الكرة على طوال خط العرض» لأن 
سطح الكرة وهذا المخروط يملك نفس المستويات الماسة عند نقاط خط 
العرض» ولان الانسحاب يتعين تماما بالمستويات الماسة على طول سبيل 
الانسحاب إذن فإن النتيجة هي نفسها سواء تعلق الامر بسطح الكرة او 
بالمخروط (الرسم 3-6.5) 
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الرسم 3-6.5 


5 . نظرية لوفى - سيفيتا . تبين الامثلة السابقة ان القيام بانسحاب 
لشعاع على طول حيط مغلق » لا يجعله يعود. عموماء الى موقعه الابتدائي » 
بل يصبح مدرارا بالنسبة لموقعه الابتدائي مقدار زاوية معينة. نريد هنا 
حساب قيمة هذه الزاوية في حالة السطح الثنائي البعد. 

ندخل في الجزء المعتبر من سطح: و۸ 7 جلة نصف جيوديزية 
احداثياتها س ,س . مع الشكل التربيعي الأول  54.5(‏ أ): 

ds — dw®” عل‎ G (w; u) du®. 

ليكن ا محيطا مغلقا ومرنا بتقطع نقوم عليه بانسحاب للشعاع 
الواحدي © في الاتجاه الموجب اي من الشعاع ى = الى الشعاع 
,” = و” » او» والقولان متكافئان» من الاتحاه الموجب للخط » -- ثابتا 
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نحو الاتجاه الموجب للخط 0:- ثابتا) . نرمز بد ى اللساحة التي يحيط بها را 

على السطح .7 . وب ه للزاوية التي يشكلها الشعاعان 6 و م” محسوبة 

ابتداء من الشعاع س7 في الاتجاه الموجب (الرسم 4-5 ). نتم بالكمية: 

4 = de. 
ا كان ه ومه = (ى” ,م) فان ۲ (م” ,وd) = هل ھ صنو‎ 

Dry)‏ ,م) = dru)‏ ,م) + لأن التفاضلية القسرية للشعاع 

المسحوب 6 هي الوحيدة التي قد تكون غير منعدمة أما فيا يخص الشعاع 

” فإن التفاضلية الجيوديزية هي الوحيدة التي تؤخذ في الحسبان. يكن 
اب لاف الأكيرة حبني "الدسور رر 3ة : 


2 2 
Da = >) (dan + 2 Tai duy) ra. 
R1 i1 


دز 
لدينا في هذه الحالة س٣‏ = ۾ » بحيث ان 0 ع يه ,1 2 ره »> إذن 
‘Th.‏ لاد 9 ح ن 107 


لدا جلة نصف جيوديزية (545 - أ): 
Gw‏ ع ج = ا و0 صدرة] د TT‏ اخيرا : 





a 
س6‎ 
Dry = > du Fu و كذا:‎ 
—sin a الا ,م) - هل‎ dur) => f du. .sinwo‘VG, 
: ومنه يأتي‎ 
1 G 
d0 ل‎ 
2 VG ف‎ 
و‎ 
1 6 
A» = حك م ج - د مل م‎ du 
E 


نخول العبارة المحصل عليها حسب دستور غرين 4 .3(61)؛ عندما 
نتذكر بعد ذلك ان العنصر كك من السطح ,م . يحسب بفضل الدستور 
dS = VEG — FF dw du = [/ © dw du‏ « خصل ي الاخير على : 
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وذلك بفضل دستور الانحناء الكل في جملة نصف جيوديزية 
للإحداثيات 1(54.5). نصل إذن الى النظرية التالية: 
نظرية ( لوفى - سيفيتا ) . عند القيام بانحساب على طول حيط مغلق 1 
( صغير بكفاية)» يبخضع كل شعاع لدوران زاويته تساوي تكامل الانحناء 
لكلى للسطح على الساحة 5 المحاطة با. 
5 .46 . يمكن ان تكون للمحيط 2 نقاط زاويته لنعتبر حيطا 1 مشكلا 
من الخطوط الجيوديزية الثلاثة التي تشكل الزوايا» ۴ + في نقاط التقاطع 
المتوالية 8, 4 , © (الرسم 5-6.5). اضافة الى شعاع واحدي م مسحوب 
على طول المحيط 1 . نعتبر شعاعا واحديا ثانيا م يتحرك حسب القاعدة 
التالية: منطلق الشعاعين م وء في اللحظة الابتدائية في الرأس 4. وها 
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موجهان على طول الضلع 48 ؛ ثم ينسحبان على طول 48 حتى الرأس 8 ؛ 
يخضع هنا الشعاع ٠‏ الى دوران في الاتجاه الموجب بزاوية م » » ويصبح 
ماسا للضلع 80 ؛ ينسحب بعدها الشعاعان م و م على طول الجيوديزية 
6 حتى الرأس © حيث يدور الشعاع ء مقدار الزاوية + - × ويصبح 
ماسا للضلع 04 ؛ اخيرا ينسحب الشعاعان 6 و ء على طول الجيوديزية 
4 حتى الرأس 4 حيث يدور الشعاع » بمقدار الزاوية  »‏ » فيجد 
موقعه الابتدائي. با ان الانسحاب لا يغير زاوية شعاعين  26.5(‏ د) 
فإن الانحراف النهائي للشعاعين ١‏ و » سيكون راجعا فقط لدوران الشعاع 
© في الرؤوس © ,8 ,4 وهو يساوي الكمية (: + 8 + ») - :3. يتبين 
في الاخير ان الدوران 4۵ للشعاع م يجعل انحراف الشعاع © عن موقعه 
الابتدائي مساويا ل( + 8 +  )»‏ 3۸ + ه4 لكننا رأينا بان الشعاع. م 
يعود الى موقعه الابتدائي» وان دورانه الكلي هو 2 . نحصل إذن على 


المعادلة: 
و( + مل 2x = Ao + 3x — (a‏ 


a+BH+y=n+Ao=1+ | f Kas. E 
480 اثبتنا بذلك نظرية 5 إن جموع زوايا مثلث جيوديزي‎ 
يساوي زاويتين قائمتين بتقدير تصحيح, ويكون هذا الاخير موجبا على‎ 
سطح انحناؤه موجب وسالب على سطح انحناؤه سالب؛ اما اذا على سطح‎ 
انحناؤه ثابت فإن هذا التصحيح متناسب مع المساحة المحصورة بالمثلث‎ 
. الجيوديزي‎ 





تمارين 

1.اكتب عبارة المنحنى الكلي من اجل السطح ري ,)۾ ٠ء‏ 

2 .نفس السؤال فما يخص السطح المعطى بمعادلة ضمنية 0 = * ,و ,ت) م. 
3 س الشكل المتري 
du)‏ ا QP (u, vw) X (du?‏ 2 

4 .هناك جاعة دورانية نحصل عليها لدى انسحاب احدها على 
طول حور دورانه. ننشىء سطحا جديدا دورانيا له نفس المحور» عموديا 
على سطوح الجاعة المتعبرة. برهن على ان انحناء غوس × للسطح الجديد 
يحقق العلاقة #- = #حيث يمثل # انحناء غوس لسطح الجاعة المار بنفس 
النقطة . 

5. اوجد الانحناء الجيوديزي لخطوط الطول والعرض عل سطح دوراني. 
6 . إن خط الانقباض على الكاتينويد هو جيوديزية لهذا السطح. صف 
الجيوديزية + المارة بنقطة (©,0) 4 لا تنتمى الى خط الانقياض وتشكل 
خب راو يك يكون وج ,وو ت يتل 60 مف 
قطر خط الانقباض ؟ المطلوب مراعاة كون الجيوديزية لا يمكن ان تكون 
ماسة لخط الانقباض استنادا الى نظرية الواحدانية الخاصة بالجيوديزيات» 
ولا عمودية على هذا الخط استنادا الى نظرية كليرو. تمنع النظرية الاخيرة 
حتى عن الجيوديزية ان تكون ماسة لخط عرض آخر للكاتينويد. 
7. صف خطوط العرض على سطح دوراني كيفي التي تسلك بجوارها 
الجيوديزيات سلوكا مماثلا للذي ورد في التمرين 6. 

8 . لیکن ر سطحا مسوّى”») ۰1 - 00 8+ « ,*) 7( أو » والقولان متكافئان» 
جاعة وحيدة الوسيط من المستقينات ۸)9 ). نبحث من اجل مستقيمين 
ساة و A)‏ +- ») ۸ قريبين من بعضههما وينتميان الى الجراعة المعتبرة» عن 
نقطة لسن بر على )1 تتحقق عندها القيمة الصغرى للمسافات 
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بين »)1 و 0ه +»)ة (نفرض ان ليس هناك مستقهات متوازية من 
بين المستقهات *237) ). اثبت ان النقطة سه .س) ۸۷ تؤولء عند مآل 
Au‏ الى 0 الى موقع نهاية M (u)‏ («مرکز ) المستقم A (u).‏ (. يشكل 
المحل المندسى للمراكز خط انقباض السطح 1 . 
9 يقطع خط انقياض جسم ناقصي ذي جزء واحد مولداته ويشكل معها 
زاوية حادة . المطلوب .» إن كان خط انقباض سطح مسوى عموديا على 
امولدات» اثبات ان كل خط آخر غمودي على المولدات يقطع هذه 
الموالدات بشكل يجعل نقاط التقاطع تلك ونقاط تقاطع خط الانقباض مع 
المولدات تعرّف قطع مستقيمة (على المولدات) متساوية. 
0 . (تتمة) اثبت ان السطح المسوّى الوحيد الذي له انحناء متوسط 
منعدم هو السطح اللولبي. 
1 . برهن على انه اذا كان احد الانحناءات الرئيسية ‏ 4 ...بي ب 
لسطح ء في .8 ثابت» فإن هذا السطح هو مغلف جاعة سطوح كزوية 
ها نفس نصف القطر (او جاعة مستويات ) ؛ زيادة على ذلك فإنه لو 
يوجد اي سطح له انحناءان رئيسيان ثابتان وغير منعدمين ومختلفين (أ. 
كوستوتشنكو .(Kostutchenko‏ 
2 . برهن» من اجل نقطة. عادية 74 على سطح ,7 > ؟ » على انه يوجد 
جوار 7 الها بحيث تمر بكل نقطة 4 من 0 جيوديزية وحيدة تنطلق من 
النقطة × . 
3 . برهن» من اجل نقطة عادية 7 على سطح ,/ - 5» على انه يوجد 
جوار 0 بحيث تمر جيوديزية وحيدة بكل نقطتين 4 و 8 من ا يكون 
قوسها الذي يصل 4 و 8 محتويا باكمله في 80. 
4 . ليكن السطح 5, :في الفضاء 8404842 = ۴١‏ المعرف ب: 
RE),‏ ع r(u) € R(D, p(w)‏ ب(ن) r (u) 1p‏ عد R (u, u)‏ 
حيث يرهم r(w‏ و ضام بشكل مستقل الواحد عن الأاخر 
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منحنيين مثبتين في المستويين )هم و ۸۳ على التوالي اثبت ان السطح 
5 ايزومتري مع المستوى. لكنه قد لا يحوي أية قطعة مستقيمة. 
5 . ليكن السطح ذو البعد م فى :R,‏ 


E hs u = (u, <<, Up) EGC Rp}c Ry,‏ كار 

المقطع الناظمي الاولي للسطح م» عند النقطة م١٤١‏ » من اجل 
شعاع ماس (يضه ,. .. ب ) = مق وشعاع ناظمي ماء» هو تعريفا منحنى 
تقاطع السطح م مع المستوى الثنائي البعد المولد عن الشعاعيين + 
». اثبت ان السطح: ,۸ ع ((إv‏ لس ,وس ,س ) عدام) = وہ لا يقبل اي 
مقطع ناظمي اولي عند النقطة (0, 0, 0, 0) من اجل الشعاع الماس 
}10,00{ . 

. باعتبار نفس السطح م والنقطة 6 والشعاع الماس ب » نعرّف 

0 الناظمي التام على انه المحل المندسي لنقاط تقاطع السطح م" 
المستوى ذي البعداه + م - »المولد عن الشعاع به وكل الناظات (البالغ 
عددها م - 2) المستقلة خطياء على السطح م” عند النقطة ۸ . برهن 
عند نقطة عادية من السطح م (أي عند النقطة التي تكون فيها مرتبة 
]| مساويا د «)» من اجل شعاع ماس م » على ان المقطع الناظمي 
التام منحنى مرن على السطح به . 
7. من اجل السطح م7 » نرمز ب" ٠‏ . ,جم" للجملة المتعامدة 
والمتجانسة المؤلفة من الناظمات عند النقطة 77 التى تتعلق بالوسيطات » 
لكيفية قابلية للإشتقاق. اثبت ان دساتير اشتقاق 1 وم يمكن وضعها 
على الشكل : 














ا 
P,‏ 9 وك عدخ وان 59 4 ورا 2 0 
5-5 امم 1 
Omi. (is (i, 8)‏ 
ا E Sat‏ 


srptt 
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تان 


1 n 
ij 7 Cijs ng): 0f لاتق 2 به‎ 


2 
. باعتباز نفس السطح ,> » اثبت ان دستور غوس 23.5 (8) 
يبقى قائ) إذا قصدنا ب ۸٠.١‏ مججموع الاصغريات ذات الرتبة 
الثانية المنشأة على السطرين المعرفين بالدليلين : و : وعلى العمودين 
المعرفين بالدليلين + و:, يشمل هذا المجموع كل المصفوفات 
Ml‏ عمى.. لمعو 
9 .باعتبار نفس السطح ره . تأكد بمراعاة دساتير التمرين 17. من 
العلاقات التالية التي تعمم دساتير بيترسون 6(23.5) وكذا 9(23.5) 











و(10): 
n‏ 
SI fy,‏ 4 فك Th‏ < ك2 By‏ ع 1 Pb‏ 
5 جي »‌ 4 ل gp‏ 
on 0 7‏ 
SV) 1 ( 0 3 0‏ 42 ا 4 8 رن 
Tr 2 2 5 Aug 2 4 E 2 17 oj,‏ بے Aun ٣‏ 
Vv p1 1 0 1‏ 5 3 
5 عم ]1 
a ° 5 74 + 4 53 1‏ و) = 
0 0 4 8 
م 1 الك 
y0 0%‏ 1 5 1 ليق 2 س 
1 +.مدة 


0 . ائبت انه يمكن انشاء السطح itp C Rp‏ ذي البعد uP‏ بتقدير ازاحة 
انطلاقا من المصفوفات ° UF Nl, Il f‏ ملا goy‏ لا التي تحققها 
علاقات التمرينين 18 و19. وذلك بحيث يكون: 
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(riy, my) (v=p+1,..., n),‏ = ترام (Fi Fy),‏ = روه 


حہ ف (م)م دم هو نصف القصطلر الشعاع للسطح Tks Ti‏ 6 
و ( 9ے لقي نوات ابه هي الجملة المتعامدة 


زعا 0140 مك du;‏ 


والمتجانسة للنظامات. 





1 . لدينا من اجل مخروط ٥‏ = »» فيتبين من 36.5 ان كل شعاع 
مسحوب على طول محيط مغلق يعود حتا الى موقعه الابتدائي. لكن هذا 
ليس قائا على طول حبط مغلق يعود حا الى موقعه الابتدائي. لكن هذا 
ليس قائا هنا (16.5). لاذا؟ 
نبذة تاريخية 

طرح ج. بارنولي في رسالة الى ليبنيتز سنة 1797 » مسألة يمكن اعتبارها 
أول مسألة في المندسة التفاضلية: ما هي المنحنيات على سطح معطى » التي 
تنجز اصغر قيمة للمسافة (على السطح) بين نقطتين معلومتين؟ اطلق ج. 
بادنولي على هذه المنحنيات اسم الخطوط الجيوديزية. كانت معادلات 
الخطوط الجيوديزية على أي سطح قد كتبت من طرف اولر ولاغرانج 
خلال السنوات 1770. وقدم اولى في نفس الوقت دستورا لتوزيع انحناء 
المقاطع الناظمية» كا عيّن كل السطوح الايزومترية للمستوى. ادخل مونج 
(1795) خطوط الانحناءات والخطوط المقاربةء وتحدد الملاحظة الى ان 
دوبين وموني اللذين يرتبط اسماهما بإنحناء الخطوط على السطح هما تلميذان 
لمونج . كان مؤلكف غوس » Leipzig, « Allgemeine Flachentheoire‏ (. 
(.6685 .معلا .4 ,1921 قد لعب دور رئيسيا في تطوير النظرية الحديثة 
للسطوح. عرّف الكاتب فيه الشكلين التربيعيين الاساسيين والانحناء الكلي 
(مع التحويل الكروي) وبرهن على النظرية الخاصية بثبوت هذا الانحناء 
بالنسبة لرلايزومتريات. كان غوس على حق عندما اعتبر هذه النظرية من 
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الاهمية بمكان حتى اطلق عليها اسم « النظرية الخارقة للعادة ) 728ع2معط1 ). 
egregium (‏ إن مفهوم المندسة المميزة للسطح الذي ادخله غوس. 
مفهوما قبا وهو يشير الى جموعة الخاصيات التي يحتفظ بها السطح بالنسبة 
للإيزومتريات. قدم غوس ايضا وصفا مميزا للإنحناء بواسطة مجموع زوايا 
المثلث الجيوديزي. يشكل دستور غوس باشتقاق الاساس المؤلف من الاشعة 
ااسة» مع دستور الرياضي الروسي بيترسون (1853) الخاص باشتقاق 
الناظم*) ( كل ذلك في الشكل السلمي لأن الاشعة لم تكن قد اكتشفت 
بعد)» جلة المعادلات الاساسية لنظرية السطوح. اثبت بونى (1867) 
بفضل هذه المعادلات نظرية وحدانية السطح عندما يكون الشكلان 
التربيعيان الاساسيان هذا السطح معلومين. 
يبدو ان أول من لاحظ الايزومترية بين الكايتنويد والسطح اللولبي هو 
دينى (1865). انشأ بيلترامي (01ة8»1) سنة 1872 شبه سطح الكرة. 
عرف إنسحاب شعاع على سطح محيط مغلق» عن انحناء السطح. تمثل نظرية 
لوق حشيفها ع لللرية نوق (1860) .عبت الل الث 
الجيوديزي لغوس بأي منحنى مغلق» واستبدل جموع الزوايا بتكامل 
الانحناء الجيوديزي للمحيط. ' 
يمكن ان جد عرضا مسهبا للهندسة التفاضلية المتعددة الابعاد في 
الكتابين : 
Eisenhart L., Riemannian geometry, princeton, Univ. Press,‏ 
1949 
Schovten J. und Struik D. J., Einfuhrung in die neveren‏ - 
Methoden der Differenlgeometrie, 2-e rollst.‏ 
umgearb. Aufl., BD. 1, Groningen, Nootdhoff,‏ 
1935 


(«) عثر الرياضيان الايطاليان كودازي وميناردي» فيا بعدء على نفس الدستور. 


558 





الفصل 6 
المندسة الريانية 
كنا رأينا في نباية الفصل الخامس خلال مناقشتها للتمثيل الوسيطي 
لسطح ذي انحناء ثابت ان تزويد سطح بمسافة الفضاء الاقليدي الذي ر 
اصبح امرا مزعجا وأنه يستحسن إعتبار السطح» إن امكن, ككائن منعزل 
دون ربطه بالفضاء الذي يحويه, م تعريف مسافة عليه بكيفية مستقلة عا 
دون السطح. تلك هي فكرة الفضاء الريمافي. نقدم تعريفه ضمن 8 
6 بعد تقديم المعلومات الضرورية عن الجبر الموتري (8 1.6) 
ومفهوم المنوعة الاولية القابلة للمفاضلة (8 2.6). ينبغي القول بأن 
المنوعة القابلة لمفاضلة تمثل كائنا من اهم كائنات التحليل الرياضي 
الحديث. رغم ذلك فسوف لن نعرض هنا التعريف العام لمنوعة قابلة 
للمفاضلة» سوف نتبنى وجة نظر محلية ونعرّف المنوعة الاولية القابلة 
للمفاضلة (المتشاكلة تفاضليا مع كرة). ثم استناداً الى ذلك » نعف الفضاء 
الاولي الريماني الذي تقوم بدراسته فيا بعد. سوف نقدم التعريف العام 
منوعة قابلة للمفاضلة ضمن القسم الثالث. هدفنا الرئيسي هنا هو إدخال 
ودراسة مؤثر الانحناء (§ 5.6) وعلاقاته بانحناء سطح تقليدي باعتباره 
فضاء ريانيا اولياء ثم تقديم وصف محلى للفضاءاتالريمانية ذات الانحناء 
الثابت (8 6.6) وهذا كتعميم لاعتبارات الفصل الخامس. 
§ 1.6 النظرية الجيرية للموترات: 
11.6. كنا تكلمناء في ل. 5 .6.» عن الموترات في الفضاء ذي البعد ۸ . 
نذكر بالتعاريف الاساسية: ٠‏ 
يمكن تناول العديد من الجمل الاشعة الاساسى في الفضاء الشعاعي ,8 

ذي لبعد « ؛ نرمز هذه الاشعة التي تشكل كل جلة منها اساسا ب: 
و ا IE‏ مكو قار كل دام ٠‏ 
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# وفق اشعة الاساس 


٠ n n 1 
(1) ر حارواع م ده‎ = Ee. 
1-1 1-1 10-1 


نزود احداثيات شعاع دوما بدلیلات تكتب في اعلى السطرء اما وجود 
الفتحات «'» او غيابها فيشير للاساس الذي عرفنا من اجله 


الاحداثيات. نتفق ايضا على عدم كتابة رمز الجمع 75١‏ صراحة في 
الحالات التي يكون فيها دليل الجمع ظاهراً تحت رمز الجمع مرتين: في 


الأعلى والأسفل. وهكذا تأخذ المساواة (1) الشكل: 
ع Bejn‏ = مم1 مد رمأ := بق 
نرمز لعناصر مصفوفة الانتقال من اساس (:©4) الى اساس آخر 
«pir (r)‏ أي ان: 


0j Pei 
(الجمع على الدليل  » أما الدليل ”# فيأخذ اية قيمة ثابتة من 1 الى‎ 
م). كا نرمز لعناصر مصفوفة الانتقال المقلوبة ب 'أصرء أي ان:‎ 
ش‎ ei = pet 
الجمع على + » أما الدليل : فمثبت) . إن المصفوفة || .|| فهي مقلوبة‎ 
المصفوفة )م || » وهو ما يمكن الاشارة اليه ب:‎ 
. 1م الى‎ pour و ن‎ 
)2( PjrPh م‎ pour ij. 
أ‎ ٠-1): = 1, .. ., نرمز فما يلي ب إ6 لعناصر مصفوفة الوحدة(,‎ 
عندئذ تكتب المساواة (2) على الشكل:‎ i< أ8 من اجل‎ - 0 
PP = j. 
Pi sg Pj, يمثل جداء المصفوفتين‎ 
عد مز‎ pip}, 
مصفوفة الانتقال من الاساس () الى الاساس (مرم)‎ 
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21.6 . نقدم الآن تعريف الموتر. 
أ. ان كل موتر مجموعة اعداد تتعلق بجملة احداثيات» تتحوّل عند تغيير 
جملة الاحداثيات» وفق قاعدة نوردها فها يلى. لنبدأ بمثال قبل التعريف 
العام . 
يمثل موتر 7 متغاير مرتين ومتغاير عكسيا (او ضدياً) مرة واحدة 
جموعة تتألف من ”م عدداً ( ,... ,1= 8 ,/ ,1) 74 تتعلق باختيار. 
الاساس وتتحول هذه الاعداد لدى الانتقال من اساس ١‏ ,... .© الى 
اساس آخر ey, ۰‘, Ên’‏ حسب القاعدة : 
77 #مأصام T=‏ )1( 
حيث نجمع في الطرف الاين بالنسبة ل .م ,رز ,: . ترد العبارات ذات 
الشكل .!م » أي عناصر مصفوفة الانتقال من الاساس )١(‏ الى الاساس 
{ed‏ > في الطرف الايمن مرتين. وترد العبارات /م » أي عناصر 
مصفوفة الانتقال من الاساس {ex}‏ الى الاساس )٠«(‏ مرة واحدة. 
وضعت الدليلات في رمز الموتر في مواقم تأخذ بعين الاعتبار قاعدة 
الجمع› نقول في هذه الحالة ان الدليلات السفلى ki Î ot‏ متغايرة وان 
الدليلين العلويين » و # متغايران عكسيا. 
يبقى التعريف (1) قائما مها كان التحويل المقبول للإحداثيات. ليكن 
e»‏ ,. .۰ 1 اساسا ثالثا. حب ان يكون لدينا حينئذ : 
Tj = pi. pip Ti,‏ (2) 
ومن جهة اخرى: 
وام مام = Teja‏ (3) 
إلا اننا نرى بسهولة» بالنظر الى (1)» ان المساواة (3) تستلزم (2) . 


4 8 4 ۴ ذا ش 
كام مام = PR Tt‏ لصرام بطم Tije = PLP‏ 
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وهذا بفضل المساواة .إم ب ,أم ْم والعلاقتين الماثلتين لما. إذن فإن 
تعريف الموتر تعريف سلمم. 
لتقدم موتر '1 يمكتناء > مثلاء اتباع الطريقة يقة التالية : : بتشيت م ركباته 
1 ضمن اساس .© ٠...‏ © بشكل كيفي» نعرفها في أي اساس آخر 
© .< 6169 حسب الدساتير (1). تبان الاستدلالات السابقة ة ان ذلك 
ب . بطريقة تمائلة., ومن ¿ أجل كل عددين طبيعيين0 > 0m‏ < 8 نعرّف 
موتر “27:4 (او بإختصار 7٠‏ ) متغايرا ” مرة ومتغايرا عكسيا 
5 مرة. على وجه التحديد فإن هذه التسمية تطلق على جلة مؤلفة من 
**م عددا معرفة ضمن كل اساس وتتحول عند الانتقال من اساس 
( "اكه اناف . 2 وق الدستوي 
Ti, = Pl < PRP PT.‏ 
يسمى العددء + :”7 مرتبة الموتر 7 . اذا كان0 = ء = ”فإن الموتر 7 
ذو مرتبة منعدمةء وهو يمثل عددا لا يتعلق بالاساس. 
e 5‏ و : 00 1 2 
TE E‏ لي E go‏ ل له 
i,‏ إذا تطابقت» من اجل كل جموعة مثبتة من الدليلات 
«me‏ وي وور.... 720 المركبات المتوافقة هذين المترين في كل جلة 
OT‏ و ٠ Ja.‏ ا عد ٠‏ 5 575 3 
احداثيات : 7200 اه يكفي ان نثبت هذا التطابق في 
جلة احدائيات E‏ علا ان ذلك التطابق يقوم مباشرة في اية جلة 
اخرى من قانون تحويل الموترات. نشير ايضا الى ان الترتيب المتبع في كتابة 
الدليلات له اهمية كبيرة اذ ان لدينا عموما: 
Ti Tin.‏ كود 1 
إن معنى اللفظين « متغاير » و« متغاير عكسيا » بسيط للغاية : « متغاير » 
يعني يتحول» بتحول اشعة الاساس (بم) > مع المعاملات ١٠م‏ ؛ ويعني 
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« متغاير عكسيا» التحول عكسيا مع المعاملات م . 
ج. نقول عن موتر .:7 إنه متناظر بالنسبة للدليلين 1 ,¿ إذا كان 
:78:71 وانه متناظر ضديا بالنسبة ل 1,3 اذا كان اير2 ...ز7 
يكفى ان نثبت خاصية التناظر (التناظر الضدي) لموتر ضمن جلة واحدة 
من الاحداثيات؛ حيث تقوم نفس الخاصية ضمن كل جملة اخرى حسب 
دساتير تحويل الموترات؛ على سبيل المثال لدينا في حالة التناظر: 
Tiji... = PP, <. Ti. = PPT. = Tj...‏ 
يمكن صياغة تعريف مائل للتناظر (التناظر الضدي) من اجل ثنائية 
دليلين علويين ( متغايرين عكسيا). لكن التناظر بالنسبة لدليل علوي ودليل 
سفل» :21:1 :24 ليس له معنى مطلق» لأننا لا تحتفظ بهذا التناظر 
عند الانتقال الى جملة احداثيات اخرى. 
د. كمثال لوتر متغاير عكسيا مرة واحدةء نعتبر جموعة احداثيات شعاع 
#ه. لدينا بالفعل: 
pj er = E ei,‏ أع = روأع عد بر 
ومنه يأتي: 
B= pi!‏ 
وهي مساواة مثل قانون تحويل موتر متغاير عكسيا مرة واحدة. 
كما تمثل المعاملات !1 لشكل خطى 1,5 = (2) لله موترا متغايرا 
عكسيا مرة واحدة وتمثل العناصر إه لمصفوفة المؤشر خطى مؤشرا من 
المرتبة الثانية متغايرا مرة واحدة ومتغايرا عكسيا مرة واحدة (ل. 5 .36). 
ر . يمثل الرمز 8 ( هو الآخر. موترا متغايرا مرة واحدة ومتغايرا عكسيا 
مرة واحدة؛ بالفعل » فإن المساواة: 
0 مامح 8 
محققة حسب تعريف +8 وبفضل خاصيات المصفوفات .ام . 
6 . عمليات على الموترات. نعرف العمليات التالية على الموترات: 
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أ. ضرب موتر في عدد وجمع موترين من نفس البنية. ليكن !7 
و 0 موترين متغايرين مرتين ومتغايرين عكسيا مرة واحدة» مثلاء 
لك و 8 عددين. نشكل في كل جلة احداثيات الاعداد زك 
بجمع» من اجل »بز مثبته» الكميتين الموافقتين ها: رأ 
و آ80 . تمثل القم رآ المعرفة هكذا في كل جلة احداثيات» موترا 
متغايرا مرتين ومتغايرا عكسيا مرة واحدة لأن: 


Sj = aT j + 80 رك‎ = appr pk Tî; + Bpirpjr pk Qj = 
= pirpjrpk (aT + BQ) = وم رمام‎ Sj 


ب. با ان جع الموترات وضربها في الاعداد ترد الى جمع مركباتها 
وضربها في الاعداد فإن هاتين العمليتين تخضعان لقوانين التبديل والتجميع 
والتوزيع . 

بصفة خاصة. تشكل الموترات التى لها بنية معطاة فضاء شعاعيا. با ان 
موتر من " دليلا له ”ير مركية فان يعد فضاء الموترات التي ها 2 دليلا » 
يساوي n"‏ . 
ج. ضرب موترين الما بنيتان مختلفتان. نضرب مثلا موترا 7 
متغايرا مرتين في موتر ى متغاير مرة واحدة ومتغاير عكسيا مرة واحدة. 
للقيام بذلك رت في أية جملة احداثيات من اجل 1ء ل 2# 1 مثبتة» 
المركبات ن2 و 5١‏ الموافقة لها. نحصل بذلك على الكميات ا5ر 7 = ,رأ0 
المتعلقة باربعة دليلات إن هذه الكميات المعرفة في كل جملة 'حداثيات» 
تشكل موتراً لأن: ا 

Qir jene = Tj ترم مأ عد‎ PRP SA = لأمعام مام‎ TiS = 

= مام م ءأم‎ Qin, 

إذ ان هذا متغاير ثلاث مرات ومتغاير مرة واحدة. نعرف بطريقة 
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مماثلة ضرب اي موترين؛ يضم الموتر الجداء كل الدليلات المتغايرة 
والمتغايرة عكسيا الواردة في العاملين . 

يجب القول ان ضرب الموترات ليست عموما قانونا تبديليا. على سبيل 
المثال فإن جداء الموترين ,5 و :7 يمثل فيه العدد ,35,7 المركبة ذات 
الدليليين 1 = : و2 = ن اما جداء الموترين :7 ورك فمركبته تلك هى 
العدد ,7وك . 


د. تقلص موتر بالنسبة لدليل علوي ودليل سفلي . تجري هذه العملية 
على موتر له على الاقل دليل متغاير عكسيا ودليل متغایر . لیکن» مثلا» 
7 موترا تقليص هذا الموتر بالنسبة للدليلين : و« يعني: تكوين في 
كل جملة ا لعل و مك اداد 

OE 

نقصد هنا الجمع على الدليل : في الطرف الايمن. تشكل ايضا 
الكميات المحصل عليها رب » باعتبارها في كل جملة احدائثيات» موترا؛ 
بالفعل فإن المساواة: ٠‏ 

Tyr عد‎ pr Pir ألم‎ Ti 
: تستلزم‎ 
Qjr = Te == يم ويام‎ Ty = Shp Ty = عد و1 لم‎ PQ. 

عاذا لنمحصل عند تقليص موتر 7 بالنسبة لدليليه؟ ليس للكمية 24 
اي دليل» ولذا فهى تمثل عددا في كل جلة احداثيات لا تتغير عند 
الانتقال من جلة الى اخرى» اي ان 7 لا متغيرء مما يؤكد ذلك بغض 
النظر عا سبق. هو الحساب المباشر التالي: 

Ti = pir pi Tî = iT 71ح‎ 

وهكذا فإن عملية تقلص موتر (بالنسبة لثنائية او اكثر من الدليلات) 

یکن ان توفر لامتغيرات. 


565 


ر. منقالة المعاملات .أم . نعتبر المساواة: 

717 ع أو م (1) 

حيث يكمن ان تكون للكميات اي و :7 بعض الدليلات الاخرى. 

نفرض ان الدليل " حر اي انه ليس دليل جمع. نؤكد على ان هذه 
المساواة تكافىء 

Si pT’, 
اي انه يمكن نقل المعاملات م من طرف الى الطرف الاخر وذلك‎ 
)1( بالقيام» في ان واحد» بمبادلة الدليلات. بالفعل» عند ضرب المساواة‎ 
في ثم والجمع على + . نحصل على:‎ 

pT,‏ — وم SiS‏ د أو معام 

بدليل حر يكن بطبيعة الحال استبداله ب 1. 
س. اختصار المعاملات أم . ليكن: 


(2) pS == pi'Qi, 
حيث یکن ان تكون للكميات ی و ) دليلات اخرى. نفرض ان‎ 
الال 15 خن‎ 
لنشبت ان المساواة (2) تكافىء:‎ 
Sî عد‎ 03, 


اي انه يكن اختصار المعاملات #١‏ . بالفعل. نحصل لدى ضرب 
(2) في *م والجمع على ۸» على: 
08 !قت pp Qi‏ = اوس SS‏ = أ3 Pipi‏ 
بدليل حر / نستطيع استبداله ب1 
6 . حل المعادلات الموترية. 
أ . نتناول جلة خطية من المعاملات: 
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(1) RS الع‎ 


حيث يمثل ۴٠‏ و .:7 موترين بنيتها معلومة وحيث معين 
0 | || . تسمح الجملة (1)» من اجل كل جموعة دليلات, بتعيين 
الاعداد :5 بطريقة وحيدة إذن فإن الاعداد :فى معينة من اجل كل 
جلة احداثيات. لشت ان هذه الاعداد تشكل موتراً. نقتصر في 
حساباتنا على حالة الموتر 78 ذى المجاهيل 5# يتبين من (1) ان 
لدينا : 


ان 4 


4 j 1Q __ q 2 
pi pj Rijs = pi pF pT lr’, 


حث ان : 


Rij prep] pq Si" عد‎ Tr; 
وذلك طبقا ل6 .31 د - س تؤدي وحدانية حل الجملة (1) ضمن‎ 
الاساس (660 الى:‎ 
لساكوين‎ 
وهذا يعني ان الكميات 5# تشكل موتراً.‎ 
ب. يبين استدلالان شبيه بالسابق ان حلول المعادلتين:‎ 
RIS: ال‎ ROS ا‎ 
| حيث يمثل ۸ و” موترين لما بنية معلومة مع العلم ان 0 وإ‎ 
و 0عو|”8|ا و :ك مجاهيل. هي الموترات ...5 التي ها بنية‎ 
كي‎ 0 
ج. هناك مثال آخر تقدمه جلة المعادلات ذات الشكل:‎ 
)2( Tin RO 
موترا متغايرة عكسيا مرة واحدة» ومستقلة‎ ٠ ٠٠٠ 8" حيث بمثل‎ 
5:7 خطياء بحيث ان ۶0ا || .علا ان دليلات الموترات‎ 
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مطابقة للدليلات الموافقة لما في الكميات :7 » وهي الدليلاات الي 
وضعنا نقاطا مکانپا. 
تسمح الجملة (2)» من اجل كل قم الدليلات غير المصرح بهاء بتعبين 
بطريقة وكيد ة الكببات 27 لقك :انغ 7 مور ركه هن انه" 
بدليل متغاير اضافي #. لتثبيت الافكار. نقوم بالحساب من اجل الموترات 
5# ومن اجل الكميات ,77 . يمكن ان نكتب عند الانتقال الى 
اناس( 
Trl = = TraRPh Ê",‏ س 4 = PF pq pm’ Sgr‏ 
Sra: = prrpqr pm ph" Te‏ 
ومنه يأتي بالنظر الى وحدانية حل الجملة (2) ضمن جلة الاحداثيات 
الجديدة: ٠‏ 
مح 1زم م بوم م = و17 
وهو المطلوب. 
د. نعتبر جملة اكثر تعقيداً: 
nnn” =:‏ 


1 
حي “ثم جاعة من الاشعة المستقلة خطياء اما "*: فهي جماعة 
اخرى من الاشعة المستقلة خطياء واما الدليلات التي وضعنا مكانها نطاقا 
في الموترات 5.2 فهي نفس الدليلات (الموافقة لها) الوراردة في الموتر 
٠ Thm‏ في هذه الحالة يتبين ان 7...۸ موتر بنيته $ مع إضافة دليلين 
متغايرين / و782. 
للبرهان على ذلك نضع : 
لع ع قور :1 )03 
لدينا .8 = "اس 4 ثم يتضحء ما بيناه في ج ان 7:00 موثر » مھا 
كان ¡ » بنيته هي بنيته © بدليل متغاير اا وا ج 
المعادلة (3 ) نصل الآن الى القضية المتعلقة ب ::7 . من البديبي ان لدينا 
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نتيجة ماثلة من اجل بعض الجمل الاكثر تعقيداً. مثل من الشكل 
اك = كم Tm"‏ , الخ. 
51.6. الشعاع المكرر 
أ. ليكن E‏ و * شعاعين يسمى الموتر: 

“لوقا ع أو — f =f (Bn) = fin‏ )1( 
الشعاع المكرر المولد عن الشعاعين ع و إن مركبات الشعاع المكرر. 
» هي الاصغريات ذات الرتبة الثانية للمصفوفة: 


| 2 8 508 بهذا‎ 
n 1 ...” 








(2) 


المؤلفة من احداثيات الشعاعين ‏ و". من الواضح ان الشعاع المكرر ] 
لا يتغيّر عندما نضيف للشعاع ٩‏ جداء الشعاع 5 في عدد كيفي. وهكذا 
يستحيل تعيين' الشعاعين غ و ١‏ بكيفية وحيدة انطلاقا من الشعاع المكرر 
اناق امن ميات اة (02: 

نطرح السؤال التالي: ما هي المعلومات الهندسية حول الشعاعين غ و7 
التي يمكن استنتاجها من معرفتنا للشعاع المكرر 1 ؟ 

ب. بادىء ذي بدءء يكن بمعرفة مركبات الشعاع المكرر./ › تعيين 
مستوى الشعاعين غ و بصفة وحيدة. بالفعل فرض انتاء شعاع 
ر = ٣‏ الى المستوى 5 » ٩‏ يكتب على الشكل و6 + 6,5 = اي ان 
سطور المصفوفة التالية غير مستقلة خطيا: ا 
...1 
“...أن 
اول tT‏ 
بعبارة اخرى» فإن مرتبة المصفوفة (3) يجب ان تكون. اصغر من 
3 بحيث ان كل الاصغريات من الرتبة الثالثة ذه المصفوفةء يحب ان 
تكون منعدمة بنشر الاصغريات ذات الرتبة الثالثة. 
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لت 
لو أو 
٠ < 1 r‏ 
وفق عناصر السطر الاخير» نصل الى سلسلة من شروط انتاء الشعاع + الى 
المستوى E‏ : 1 تكتب بدلالة الاصغريات من الرتبة الثانية للمصفوفة (3)› 
اي بدلالة مركبات الشعاع المكرر / . 

ج. لنعوض الشعاعين ع و 7 بعبارتيها الخطيتين: 

5ح ورة91 ل ao‏ | 


‘Uo | Şo = 1 


ولنبحث عن الشعاع المكرر المولد عن الشعاعين م و4: 








(4) 





7 =| ْم‎ pُ | aq} aan ayı + da 
و‎ def + Aaa’ aer ل‎ Caan | 
01414 1 3 3 ij 
` | بيه‎ coe} | أو‎ n = det || أأر»‎ |, nl. 











وهكذا يُضرب الشعاع المكرر [8:,ج]) إثر التعويض (4) في العدد 
اار:» || م۵ . نقول عن الثنائيتين « ,ع و 2,9 (4)انهيها متكافئتان اذا 
کان 1 = ||اره ||466. من اجل ثنائيتين متكافئتين, فإن المركبات التى ها 
نفس الدليلين للشعاع المككرر 1 متساوية: إن ,غا = "إو ,م] . 57 
تصنيف كل الثنائيات المؤلفة من شعاعين 8 ,6 منتميان لمستو ما« » ويتم 
ذلك بتشكيل صفوف الثنائيات المتكافئة غير المتقاطعة مثنى مثنى ؛ نستطيع 
عندئذ القول بأن مركبات شعاع مكرر [5,7] تعين بطريقة وحيدة 
المستوى م والصف الذي تنتمي اليه الثنائية « ,ع ويمكن الحصول على اي 
صف آخر بضرب الشعاع المكرر ٩1‏ ,5| في عدد لائق. 
6 .61. الموتر المتري. يمكن تعريف جداء سلمي (ن ,ء) في الفضاء 7 
كقيمة («#,2) © لشكل ثنائي الخطية متناظرة ((2 ,ي) © = (ل ,) 6) 
ومعرف موجب 0< (2,) 6) من اجل(0 عب #). يكتب الشكل 
(: ,) @ بدلالة الاحداثيات على النحو: 
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6 ,#ه)‎ J) جب‎ 3 2 gij = gı, 


(1) 


حيث nej, 8ii‏ = رو روأ = اعداد. 


نستطيع القول ان تعاطى شكل (z, Y)‏ 6 يكافىء تعاطى موتر رر8 
متغاير مرتين. ومتناظر (برم = (fı,‏ ومعرف موجب 
( 0< "ريم من اجل 0 ع ). بالفعل إذا وجد مثل هذا الموتر 
8 فإن العرارة (1) تمثل» من اجل كل ثنائية شعاعين ( ثنائية موترين 
متغايرين عكسيا مرة واحدة)» عددا يحقق مسلات الجداء السلمى . يسمى 
موتر يتمتع بتلك الخاصيات موترا متريا. يحول موتر متري ريم الفضاء 
التآلفي 4 الى فضاء اقليدي حيث يمكن قياس اطوال الاشعة والزوايا التي 
تشكلها هذه الاشعة» وكذا مساحات الاشكال (الهندسية) واحجام 

إن المصفوفة (:8 غير منحلة لأنها معرفة موجبةء وها إذا مصفوفة 
مقلوبة gi‏ 

)2( gig = 8f, i, k=1, ...,n. 

تشكل الاعداد “سم » بفضل 41.6 موترا متغايرا عكسيا مرتين. اذا 

اعتبرنا مثلاء موترا كيفيا :75 (له البنية المشار اليها). فإن الموترات: 
Tig”, Ts > Tig"‏ ج TiEks, Tî‏ کک Tiys‏ 

موترات قرينة» تعريفاً. ل :1 بالنسة للموتر (:8 

نشير. من اجل موتر ريم » الى انه اساس في الفضاء 7 . بحيث: 

= 0 pour 1 ,عو‎ 
8 | 1 pour i=, 

أي اساس متعامد ومتجانس بالنسبة للجداء السلمي (1) نرمز لمركبات 
الموتر المتري ضمن مثل هذا الاساس ب ررة . 
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.١ 6‏ يكن كتابة مساحة متوازي الوجوه المنشأ على الشعاعين 5 و ”في 
الفضاء الاقليدي Rn‏ « بدلالة مر کنات الشعاع المكرر الآن 03 بالفعل » فان 
المساحة المذكورة ك تحسب حسب الدتور 55.3 (2). 


gn" م‎ i |= 


(5, Š) (6, 0( 
| gınmit” ابرع‎ n 


(1) 8= 5س‎ (n, 





J 
30000 n n 


عند مبادلة الدليلين 0 و[ وكذا 1 و #۴ صل على : 


1 


3 3 ٠ 3 8 
(2) S° = “قرع =| ا امورو‎ f 








ينتج من (1) و (2) ان 


E 
أ‎ n 





5-6 
(3) 28° = روبع‎ n 1 | 


ثم عند مبادلة الدليلين 1 و« في (3). نجد 














EE Ff‏ هع اع إزاع اع 
n vln n‏ | ا guft I‏ ىو )4( 
واذن: 
0 يذ 3 3 Sikh Sil‏ - (5) 
n n |‏ بره ge‏ | ` 
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يعطي الدستور (5) العبارة المطلوبة ل 5 بدلالة مركبات الشعاع المكرر 
[5 ,15 . 
ب . تمثل الكمية ۸811رع ¬ ١ر8:۸۴‏ = ,حم ,و٠‏ اصغري المصفوفة 
انيم ا الواقع في الطرين 1 و 7 والعمودين #6 و/. انها موتر متغاير 
اربع مرات. ٠‏ 

يسمى الموتر !»ر6 موترا متريا مشتقا. ندرك من خلال 
الدستور (5) ان مساحة متوازي الوجوه المنشأ على الشعاعين ع و ١‏ معين 
بالشعاع المكرر [* ,5] . يمكن اذن تعريف « مساحة الشعاع المكرر» التي 
نقصد بها مساحة اي متوازي وجوه من صف متوازيات الوجوه المعينة 
بالشعاع المكرر المعطي. اذا كانت مساحة الشعاع المكرر ١|‏ ,5 تساوي 
1 فإننا نسميه الشعاع المكرر الواحدي؛ مع الملاحظة ان كل متوازيات 
الوجودة المعينة بالشعاع المكرر الواحدي لها مساحات متساوية تساوي 1. 
ينشر ايضا الى ان كل شعاع مكرر [+,5]) من نفس المستوى مساحته 
5» يستنتج من الشعاع المكرر الواحدي بضربة في العدد 8 . 


ج. إن الموتر «١‏ .رب متناظر ضديا بالنسبة للدليلين + وز ومتناظر 
ضديا بالنسبة للدليلين ۴ و 1 ولا يتغيّر عند استبدال + وز ب ۴٤و‏ اعلى 
التوالي» وذلك استناداً الى تعريف هذا الموتر. إنه يحقق العلاقة التالية 
المسماة متطابقة ريكسي Ricci)‏ ): 
.0 ع Gay, jı‏ عل 1 Gij, n1 F Gyn,‏ | )6( 
نحصل على حدود هذا المجموع بمبادلة الدليلات الثلاثة الاولى بشكل 
دوري» مع تثبيت الدليل الرابع. با أنها متطابقة موترية. فإنه يكفي 
البرهان عليها في جملة احداثيات واحدة. نختار جملة بحيث تكون المركبات 
اة للموتر ريم مساوية ل0 من اجل ز1 و ل1 من اجل زد :. 
نأخذ عندئذ المساواة (6) الشكل 


573 


ky بعة‎ 
Siy iı 


Sy yı 


SiR Sit | 
ni Önı 


jk اد‎ 

















إذا كان # ع1 ,زر عو 2 ,: عج 1 فإن الاعمدة الثانية في المعينات السابقة 
منعدمة» وتتحقق بذلك المساواة. لنفرض ان مطابق لأحد الدليلات 
5 ,ز ,¿ . نلاحظ بفضل التناظر بالنسبة ل ,م ,زط أنه يكفي وضع 
ع 1 ,زعو 1 ,1 = 1. حينئذ ينعدم العمود الثاني في المعين الثاني ؛ ويصبح 
جموع المعينين الاول والثالث مساوياً ل: 


54, 0 


0 1 |= يرة-‎ +n =0 





0 1 
jk 





نفرض ان 1 مطابق لدليلين كيفيين من الدليلات الثلائة  ۲١‏ ,زغ 

مثلا .۸ 1# ,ز = ا = 1. حينكذ يأخذ جموع المعينات الثلاثة الشكل : 
00| |11| |01 
11 +0 0+ 

اخيرا إذا كان« = ز = ن = إفإن كل المعينات منعدمة لأن كل 
عناصرها ستكون مساوية ل1. وهكذا نستخلص ان الموتر ٩٠,۸١‏ يحقق 
بالفعل متطابقة ريكسى . 
6 . موترات نمط ريكسى. 
أ. نقول عن موتر 7.۸۲ متغاير اربع مرات انه موتر من نمط 
ريكسي إذا تمتع بالخاصيات التالية: 
بج بر عد بم ر (التناظر الضدي بالنسبة ل (ig i‏ )1( 
ا ا = «١‏ ,7 (التناظر بالنسبة للثنائيتين ز,: واب ) (2) 
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Tye, t1 + Ta, jı = 0‏ ل Ty, n1‏ ( متطايقة ريكسي) )3( 
نستنتج من (1) و(2) التناظر الضدي بالنسبة للدليلين ير و2: 
Tu, in = Tik, i) = Ta j = — Ty, At‏ )4( 
يقدم الموتر المتري المشتق »,ى  7126(‏ ج) مثالا لموتر من نمط 
ريكسي. سنرى فيا بعد امثلة هامة اخرى. 
الاعدادء ونحصل دوما عل موترات من نفس النمط . 
ب. لیکن اغ فراع سه أج ,إن ,ء] = ۾ ٠١‏ شعاعا مكررا. نعتبر 
تقلص موتر من نمط ريكسي :»7 وتقلص شعاعين مكررين مساوين 
ل 


)5( T (2, 2( = Ty, naa. 

إن هذا التقلص عدد يتعلق بالشعاع الكرر > » مها كانت جلة 
الاحداثيات المعتبرة. 

يتبين ان كل مركبات موتر من نحط ريكسى معينة بصفة وحيدة 
بالتقلصات (5) مع كل الاشعة المكررة z‏ الممكنة. 

للبرهان على ذلك يكفي اثبات أن المساواة 0ع )2 ,دا T‏ تستلزم 
0ح Tu,‏ من اجل كل | i, j, k,‏ 
نفرض ان: 


T (2, 2) = Ty, ra 2= Ty, ب‎ (bm —- î) 2 ا‎ 0 
= Ty, nis"! — Tı, nı niz = 0. 


عند مبادلة الدليلين ز و : في الحد الثاني وتعويض ۸۲ 06ر2 ب ۸1 ,۲آ 
نهد : 
Tuy, nıl niz = 0,‏ ا Tig, nı niz‏ 
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ىث ان: 


Tı, a m2 = 0.‏ 
عندما نقوم بنفس العملية فيا يخص العامل: "اغ اوناع ب ام فإننا 
جد : 1 
.0 !ا Ti, nîn‏ 
يجب ان تقوم هذه العلاقة من اجل كل القم compe Bh... PF‏ 
e‏ ومن اجل قم ¢< k,l‏ ور ره © من 1 الى ۸ . نشت م عا 
ك ,... ,0( = ب(0 ,... ,ك4 ... ,0) = ee‏ 
ونضع 0 ...١إ‏ ) = ¥ ,) 9 نحصل 
مھا كان ,ره ع على 
١ Tı, iy =0.‏ )6 
ت ر الاك وھ ا ا ا ,0,41 
نثبت 1 عو زر 0(,y = 0 Tag‏ ) = به 
٠. 0(‏ 4 وميه فنحصل على : 
ش .0= رون 1 ل Tu, u‏ 
'بفضل الخاصية (2). فإن هذا يؤدي الى المساواة: 


Tı, ıı 0‏ )7( 
وهذا من اجل كل : و1[ نستنتج ايضا من (1) و(4): 
Ty, u =0,‏ )8( 


وهذا من اجل کل ¡ و ز1 نشت 1 ع ز ,م عد 1 ونضع : 
و(0 (Oe ae‏ 
8 1 
0 اتوت (Oey lg‏ تن 
j a‏ 
Tay, j = 0.‏ عا رم Toy, nt F Tay, it + Tun,‏ 
ترد هذه العلاقة بفضل (2) الى: 
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)9( Tis, kt + Tay, 11 = 0. 


بمبادلة ¿ و تر ثم استخدام (1) نصل الى: 
.0 ع دور 4 عه Ty, nı‏ (10) 
نكتب ايضا مساواة تأتي من (1): 
Tuy, xt + Ty, at = 0.‏ (11), 
نجمع العلاقات الثلاث (9)» (10). (11)؛ يتضح من متطابقة 
ريكسي (3) ان الحدود الثانية تزول» ثم بعد القسمة على 3 نرى» من 
اجل ! عد ز ,8 طون : 
TO‏ (12) 
يعني ذلك مع (6) و(7) ان كل مركبات الموتر جح :7 منعدمة. 
وبهذا ينتهي البرهان. 
8 2.6 . المنوعات الاولية (او المسيطة ) القابلة للمفاضلة 
4 . أ. لتكن 4 جموعة متساوية القوة مع كرة فل الفضاء ۴١‏ ذي 
البعد. « . يمكننا إذن ان نعرف على عمو بعض الاحداثيات الحقيقية 
"د ,... ,1 بحيث تتجول النقطة (# ,. . . ,2ه) = ± من ,۴ في كرة 
مفتوحة. نعتبر الى جانب الاحداثيات "ي ,... ,"ت اية احداثيات اخرى 
"نت ,... , 1 على 8 شريطة ان تكون مرتبطة بالاحداثيات "م . . . ,انه 
بواسطة صلة تقابلية من الشكل: 
)1( 


هيو يو و ي ي ف يو يو ي و 


حيت تقبل التوابع (# ,. . . ,اه) “ب مشتقات مستمرة حتى الرتبة ۷ كا 
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(21, ..., 2") 


الجمل الاحداثية انها جل مقبولة. تسمى جموعة م. .0 = 1 مزودة 
الصنف ہ2 (أو ۷ » باختصار). 

إذا لم نقبل سوى الاحداثية "ي ,... a1,‏ التي تكون من اجلها التوابع 
(1) قابلة للإشتقاق لانهائيا فإن المنوعة 14 تنتمى, تعريفاً» الى الصنف 
.D«‏ ۰ 
ب . نقول عن منوعتين ,۸ وء قابلتين للمفاضلة بعداهيا , و و” 
تنتميان الى الصنفين ١:‏ و70 على التوالي. انها متكافئتان اذا كان 
م عدايم ح وه و37 ح و أل = ,27 عندئذ يكون من الممكن البرهان على وجود 
صلة تقابلية بين نقاطقها بحيث تكون احداثيات نقطة من المنوعة ۸ 
توابع » من الصنف 8 . لإحداثيات النقطة المقابلة لها في المنوعة ,/2. زيادة 
على ذلك . يمكننا اختيار هذا التقابل بحيث تكون تلك التوابع من الدرجة 
الاولى. بالفعل » فإن الاحداثيات على المنوعة تقيم صلة بين 1 وكرة 
في ,۴ » وكذا الامر فها يخص الاحداثيات على المنوعة ,0 + ثم اننا نعلم 
انه يمكن تحويل كرة الى اخرى ف Rn‏ بواسطة انسحاب وتحاك» اي 
22.6 . امثلة . 1 


أ. هل كل قرص مفتوح في المستوى منوعة قابلة للمفاضلة؟ 
الجواب . ليس لهذا السؤال معنى لأن جل الاحداثيات المقبولة غير معطاة. 
ب. نصف قرصا في المستوى بالاحداثيات القطبية25 > © > 10 > م 
ونختار كاحداثيات مقبولة الاحداثيات المرتبطة ب م و 9 بالعلاقات من 
النوع (1)ء والمنتمية لصنف مثبت ,2 . هل ثل هذا القرص منوعة قابلة 
للمفاضلة ؟ 


578 


الجواب. لا. ان مموعة الوسيطات 25 >> © > 1,0.>>م >> 0 ليست 
قرصا مفتوحا في المستوى ©.م حيث يرمز م و؟ للإحدائيات 
الديكارتية . 

ج. نعين قرصاً في المستوى بالمتراجمة 1 > ن + #د وذلك ضمن 
الاحداثيات الديكارتية؛ نختار» كاحداثيات مقبولة» الاحداثيات المرتبطة 
ب ين ,ه بالعلاقات من النوع (1). والمنتمية لصنف مثبت «2 . هل يمثل 
هذا القرص منوعة قابلة للمفاضلة؟ 

الجواب. نعم» إنه منوعة قابلة للمفاضلة . 

د. نعرّف مموعة من المستوى بالشروط ( الرسم 6 -1): 


1 > ن* >> 0 ب ص ان :0ج د 
0 >> هه 1س ISO: Jy = r,‏ 


ونزوذها بالاخدافة ١‏ طول فون الملمسؤية ابد من النقطة 0ء 
حيث نسبقها باشارة + على يبن هذه النقطة وبالاشارة - على يسارها؛ 
نختار كاحدائيات مقبولة» كل التوابع (8) »© = » القابلة للإشتقاق 
باستمرار حتى الرتبة »١N‏ والمحققة ل 0 ع 8) “نو . هل تمثل هذه المجموعة 
منوعة قابلة للمفاضلة ؟ 
الجواب. نعم انها تكافىء المنوعة (2/[ > م >2 /[-) > ,۸۷ وحق 


المنوعة: 
(1 > وء > 1-) = ,لزعلى المحور الحقيقي » بنفس الاحداثيات المقبولة. 


32.6 . نقول عن خاصى مكتوية بدلالة الاحداثيات "ج ,... = انها 
خاصية مطلقة أو هندسية للمنوعة ۸ . اذا كانت لها نفس العبارة في كل 
جلة احداثيات مقبولة اخرى. 


أ. على سبيل المثال. فإن متتالية ٠٠‏ .م4 ,... .من نقاط منوعة 86 
تكون متقاربة نحو نقطة 4 من هذه المنوعة ( نكتب 4+ ,م4) إذا تحقق لدينا 
في جملة احداثيات ,"2 ,... ,انه » من اجل 0ه ج "”: 
.(4) “سج (ررك) "2 ,... ,(4) تح (س4) a‏ 
حينئذ يكون لدينا في كل جملة احدائيات مقبولة اخرى "د ,... ,#: 
x” (4),‏ جد (A), ... 2" (A)‏ “أت + (Am)‏ 21 
وهذا بفضل استمرار التوابع القابلة للإشتقاق لاب ,... ,ام) أ . 
وهكذا فإن الخاصية 4 + .م4 خاصية مطلقة للمنوعة 34. 
ب . لتكن (( >> + >> ه :م ,.. . ,1= 1) () أ = أنه توابع قابلة 
للإشتقاق ا مرة؛ يسمى المحل المندسي 1 للنقاط الموافقة 
برع () خنه ,... ,() *2) منحنيا قابلا للاشتقاق ٠‏ مرة على المنوعة 14. 
عند الانتقال الى جلة احداثيات اخرىء نجد: 
=z (2(0), ..., 2(0) (=1, ...,n);‏ 2 

إنها دوما توابع قابلة للإشتقاق × مرة بالنسبة #2 من اجل/ > .k‏ 
وهكذا فإن مفهوم «المنحنى 8 للإشتقاق » مرة على المنوعة 34» 
خاصية مطلقة من اجل × > 
ج. نقول عن نقطة 1ے €1 ((20) ”ش ,. . . ,(40) اه) ‏ 4 على المنحنى 
LJ‏ إنها عادية إذا كان 0< '[يت] ا وشاذة إذا كان 


- هيت ] قر . بما ان لدينا في كل جلة آحداثیات اخرى: 
êz 2 (0 ۶9 êz dri (%)‏ 
dz dt ,‏ س dt‏ 


0 2 14-1 
فإننا نرى أنه إذا TT‏ شاذة في جلة احداثيات 
على 94 فإنها تبقى كذلك على من اجل كل جملة احداثيات اخرى. 
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وهكذا فإن مفهوم والنقطة الشادة». وبالتالي مفهوم و النقطة العادية » 
ايضا» مفهوم مطلق. 
د . بطريقة مائلة ندرك» من اجل ۸ > ۾ » أن مفهوم «السطح ۶ ذي 
البعد ك ٠‏ القابل للإشتقاق × مرة على المنوعة »M‏ مفهوم مطلق ؛ يطلق 
ا ,1ت بجملة من الشكل التالي ذات 8 وسيطا SX‏ : 
E SSDs ia, o t=, ..,YCEGCR,,‏ انو 
حيث )2 (fı, ag‏ 2 توابع قابلة للإشتقاق باستمرار k‏ مرة. 
ر. تسمى نقطة 7 6 4 نقطة عادية من السطح ۸ے 7 إذا كانت مرتبة 
المصفوفة الاقف تساوي 8 (وهو عدد الوسيطات) ونقطة شاذة إذا 
كانت مرتية هذه المصفوفة اصغر من 5. يتبين من المساواة 7)33.1): 
êz‏ 
1-1 
ومن العلاقة بين الاصغريات ذات الرتبة 5 من الطرف الاول 
والاصغريات ذات الرتية 5 من العامل الثاني ف الطرف الثاني » انه إذا 
كانت نقطة 4 شاذة على السطح ۶ ضمن الاحداثيات (21) فإنها تبقى 
شاذة ضمن الاحداثيات (:2) . وهكذا نرى ان مفهومى «النقطة 
الشاذة ۾ و« النقطة العادية » على سطح مفهومان مطلقان. 
6 .42 . الفصاء الماس . لتكن ,17 © 4 نقطة مشتة. نتناول منحنيا قابلا 
للاشتقاق  23١‏ > ¦> م ,() أت ح L = {r EM: a‏ على المنوعة +24 
المارة بهذه النقظة . تشكل المجموعة العددية | فهدا و د حيث:٠‏ 
دل هكد 
> حسب التعريف» شعاعا ماسا للمنحنى ,7 عند النقطة 4 . تملأ مثل هذه 
الاشعة بطبيعة الخال كل الفضاء Rn‏ ذي البعد ليلق لأن كل شعاع 


: هو بالضرورة ماس لمنحنى ,24 ح 1 مثلا للمنحنى‎ )5, . , DER: 
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dz" 
xi 


اع 
dti‏ 
































P1, 


عأ ل )4( أ = 0( أو 


مار بالنقطة 4 من اجل 0 = :. بمراعاة هذه الصلةء نرمز للفضاء ۴١‏ 

ب (4) 2 ويسمى الفضاء الماس للمنوعة ۸ عند النقطة 4. يتألف اساس 
هذا الفضاء من الاشعة الماسة للمنحنيات: 

(=e (AL شعن ,غم‎ <... 

(« خطوط الاحداثيات المرسومة انطلاقا من النقطة ه») 

يؤدي كل تحويل مقبول للإحداثيات 0م ,... ,تم) نوع “نج الى 
تحويل خطى في الفضاء الماس عند النقطة 4. عل وجه التحديد» لدينا ضمن 
جلة الاحداثيات ,“ب 1 1 

az (4) az (4)‏ 2 ے 4( e‏ ے ع 


dt gy DIE, 
=1 
لكي نرى ما إذا کانت هذه النتىجة مطابقة‎ . pi 4 حيث‎ 


للقواعد الموترية» ينبغي ان نكتب دساتير تحويل اشعة الآساس. يمثل شعاع 
اساس جديد ٠١‏ شعاعا ماسا لخط الاحداثيات الجديد ‏ “اس .)اي 
الشعاع الماس للخط ,... ,م + (4) ع = أي ,... ,(4) ا = ا 
.)4( "ت = "٣ه‏ زيادة على ذلك: 
,ا ا کے ر و ا ت ر ےھ کت 
إذنء لدينا من اجل هذا الخط: 
pj, (4),‏ = )1( 
حيث || (4) ,2 || المصفوفة المقلوبة ا ا (4) إماا؛ تتشكل هذه 
المصفوفة المقلوبة» كا ينتج ذلك من 33.1 ب» من العناصر 
ته - إم . بضرب (1) في # والجمع على 1 نحصل على: 
6 أ = € 

وهكذا فإن الكميات 5 تشكل موترات متغايرة عكسيا مرة واحدة 
في الفضاء الماس عند النقطة ه. من اجل م ,.34: = 4 فإن التوابع 
pî (pi)‏ تقبل الاشتقاق 1 N‏ مرة على الاقل. 
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dri 








يكن بعد ذلك تعريف موتر بنيته كيفية في الفضاء الماس (4) ۳١‏ على 
سبيل المثال فإن موترا (4) 7 جملة من 55 عدداء يتعلق بجملة 
الاحداثيات على «74 وتتحول عند الانتقال من الاحداثيات”2 ,... ,"تة 
الى الاحداثيات نت ,. . . ,1ه حسب الدساتير : 
Ty,‏ بم أمنأم = Tj‏ 
حيث .2 کا جاء اعلاه: 


(4) 8۶ ے : 


Pi. : د ےر الك‎ 
: gz 4 j وق‎ ۹ kh Ark 


بهذه الظريقة يكن في الفضاء الماس (4) ,2 انجاز كل الجبر الموتري 

الموصوف في 1.68. ش 
52.6 . الحقل الموتري. 
أ. إذا كان موتر بنيته مثبتة» الموتر (©):74 معطى عند كل نقطة 
3 © » » وكانت لمركباته مشتقات, بالنسبة للإحداثيات» حتى الرتبة هدع 
بما فيها 20. فإننا نقول ان لدينا حقلا موتريا (375:)2 يقبل الاشتقاق 
ده مرة» معطى على المنوعة ١‏ . ينتج عن العلاقة الاساسية: 

1e (2) = ppp (ه) رأ‎ 

ومن قابلية الاشتقاق حتى الرتبة (1 - /0) للتوابع ,(م) “رم ,.2) نأم » 
(2) وم » من اجل 1 - N‏ >> ”ان خاصية الحقل (2) 7 التي تنص على 
ان له مشتقات حتى الرتبة 55 خاصية مطلقة. ١‏ 

.ب. لیکن ۳ تابعا عدديا معطى على منوعة 48 من الصنف »١‏ 
وقابلة للإشتقاق ١N‏ > يم مرة بالنسبة للإحداثيات خب ,... ,20 يمكن 
القول ان التابع )7 يعرف عل المنوعة .4 حقلا موتريا مرتبته 
'منعدمة. نعتبر عند كل نقطة .77 6 2 الكميات: 

2) 2 afl (® . 


Ori ? Q3 °? °°°? gn °‏ 
ناکد على انها تعيّن حقلا موتريا مرتبته 1 وهو حقل متغاير مرة اخرى 
رتبة قابلية اشتقاقه 1‏ م. 
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بالفعلء لدينا في جلة احداثيات "هة ...ا : 
2 ار AF‏ هللف A‏ 


وق ٣‏ اړو ا êz‏ 

وهو ما يئل قانون تحويل مركبات موتر متغاير مرة ة واحدة. اما رتىة 

قابليته اشتقاقه فمن الواشح ان قابلية التابع («) 1 للإشتقاق 8 مرة 

تستلزم قابلية التابع 72 للإشتقاق (1--)مرة. 

٠ج‏ . يمكن إعتبار الحقول الموترية المعرفة ليس على المنوعة .4 بل على خط 

او على سطح في 1١‏ ؛ ويبقى حينئذ تعريف رتبة قابلية اشتقاق الحقل قائم. 
نستطيع جمع الحقول الموترية.ء من رتبة اشتقاق .m‏ المعطاة على .74 

بأكملها أو على نفس الخط أو السطح» كا يمكن ضربها فيا بينها وتقليصها 

(عند كل نقطة)؛ يؤدي ذلك الى حقول موترية اخرى من نفس رتبة 

الاشتقاق ” . 





9 


62.6 . رغم ذلك فإن اشتقاق موتر بالنسبة لإحداثيات (على طول الخط 

أو السطح المعطى عليه هذا الموتر) لم يعد يؤد الى كميات موترية. 
لیکن () ۲٣::‏ حقلا: موتريا قابلا للإشتقاق: 

نبحث عن دستور تحويل الكميات 8 ف ا 
= :ام (ونرمز للمشتقات الثانية الاخرى بطريقة ماثلة) 


فنحصل على : 
)1( 





200 
aA زە‎ 
1 ندا‎ 0 pi 1 20 الى‎ 
ل‎ : a PE سے‎ 
3 ملم‎ ٠. عترم‎ 170 
j 
7 01 
1 و زر‎ ME | Ti: 
= e E 1 ٠6م6‎ im لا‎ 0 
1 يك‎ Pj” س0‎ pr PP 


im i Îmr 


1- و 
m-1 pj, Dr‏ زم +p...‏ .. 
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لو كان في هذا المجموع الحد الاول فقط لأجري تحويل الكميات 

حسب القانون الموتري (بدليل متغاير + اضافي). لكن 
تواجد حدود تحوي المشتقات الثانية تعقد قانون التحويل. إن عدد تلك 
الحدود يساوي عدد دليلات الموتر الابتدائي. يعطى كل دليل متغااير حدا 
بعامل من الشكل ١٠م‏ » ويعطي كل دليل متغاير عكسيا حدا بعامل من 
الشكل ١إ‏ .على سبيل المثالء لدينا من اجل مشتقات موتر متغاير 
عكسيا مرة واحدة م : ٠‏ 








1 000 ai qj 1 
)2( gf = Pi phe Ê + pipt 
dak’ = pf dak او» بمراعاة‎ 
i’ ê, ¢ ei 
)3( ج‎ E “اتدل‎ = pî سل أ8ل‎ pii dz". 





لدیناء من اجل موتر متغاير مرتين () ريم : 
Og; 5 1 1 0‏ 

مز بير واج حل ريه بأ E Piye‏ ممم ل )4( 
§ 3.6 . الفضاءات الريانية الاولية. 
13.6. أ. تسمى منوعة اولية قابلة للمفاضلة ,27 فضاء ريانيا أوليا إذا 
عرف على .۷ حقل موتري (6::)2 متغاير مرتين ومتناظر عند كل 
نقطة ( (ء) برع = (2) ربع ) ومعرف موجب. تعني الخاصية الاخيرة ان 
المتراجحة التالية حققة من اجل كل موتر متغاير عكسيا مرة واحدة وغير 
منعد م (2) غ 

.0> )2( 8 ) أ5 )2( ربع 

ب . نقول ان فضاءين ريماتيين أوليين ,34 و .80 متكافئان او ايزومتريان 
إذا تمكنا من ادخال احدائيات مقبولة عليها بجيث تكتب الكميات 
‰٠ )2(‏ بدلالة نفس التوابع الاحداثيات على ,7 وعلى ,۸ . كنا رأينا 
هذا المفهوم في نظرية السطوح. 
ج. يكن تعريف» من اجل كل فضاء رياني أولي م20 . الجداء السلمى 
(61.6) لشعاعين ماسين (موترين متغايرين عكسيا مرة واحدة) 
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et n = {n )2(‏ (2) غ{ = غ ء کا يلي: 
(Ë, n) = gı (z) ËÎ (z) ê (2);‏ 
يزوّد هذا الجداء السلمى فضاء ماسا (2) .7 بمسافة» أي يعرّف اطوال 


الاشعة والزوايا التي تشكلها هذه الاشعة. 
بصفة خاصة» لدينا من اجل اشعة اساس فضاء ماس (2) ,7 : 
Sil,‏ = (ره (er,‏ 
وهي مساواة استخدامناها اعلاه كتعريف للأعداد ريم . 
د . تسمح مسافة الفضاءات الماسة بتزويد المنوعة م26 بمسافة. بالفعل. فإن 
عنصر قوس منحنى (5 > ا >> ه ,() أي = أي : (,74 © «) = عند نقطة 
اعم معرف بالدستور: 


dre, |.‏ | = نل أل () ربع = "ول 


حينئذ يكون طول كل منحن 7 بین نقطتين 4 و8 توافقان قيمتي 
الوسبط i=bg t=a‏ على التوالي يكسب وفق الدستور 


B کک کے اازر د ا‎ > 
s= | Ver (edz تمل‎ = | 1١ هاما ريع‎ E (E (44, 
4 . a 


حيث 4 ري اع . إن هذه العبارة لا تتعلق الآن بسبب طابعها 
الموتري» بحملة الاحداثيات. إذا م تكن للمنحنى 2 نقاط شاذة (لا 
ينعدم الموتر () أ ) فإن طول القوس 5 المحسوب ابتداء من النقطة .م 
الى النقطة الجارية 7) م = م بوصفه تابعا ل٤‏ له مشتق غير منعدم؛ 
يوجد إذن تابع عكسي () 1 = ١‏ ؛ وبالتالي يمكن ان نعيّن المنحنى» كا 
هو الحال في ا مندسة التفاضلية التقليدية , بالوسيط الطبيعى 5 

ر. نقوم بقياس المساحات والاحجام في فضاء رياني بالطريقة التي يتم بها 
ذلك على سطح في الفضاء الاقليدي ,۴ .. 
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لیکن مثلا(و8 9 € (ن ,ن) ,(ن ,س) أنه = أنه :36 © #) = 0 سطحا 
ثنائي البعد . عندئذ تعرف التفاضليتان 4 و دك في الفضاء الماس (2) .2 
متوازى اضلاع أوليا» اضلاعة: 

لك ے ررق کک et‏ اك کک ے روك ع 
ومساحته (71.6 - أ): 


/ ûr Qz êz 0z 
| د‎ du, 2 du) (5 du, 5 dv) 


1 = = (EG — F®) du? dv®, 
(1) ds (Ev, u) (Zav, * (ه‎ ( 
حیٹ‎ 
(8). ييا م‎ (١ o-8. 


بمكاملة 25 على الساحة © » نحصل على مساحة هذه الساحة: 
Fe du dv.‏ 1206-7 ا 
23.6 . الانسحاب. نعرّف الآن مفهوم اتشاب موتر متغاير عكسيا مرة 
واجده ا عومدا عل a‏ > 1 ع م ,0( r‏ = أيه .L= {r EM,‏ 
أدخل الانسحاب في نظرية السطوح بواسطة انشاء هندسي نتيجته المعادلة 
التفاضلية 1(26.5) ذات المعاملات ‏ 15 التى تكتب بطريقة 
بدلالة الكميات ر» . نعرّف هنا الانسحاب كحل للمعادلة التفاضلية. 
T(z) f (x) daî,‏ — = "0 )1( 
حيث (2) :15 توابع ب 2. اختيرت هذه التوابع بشكل يجعل الجداء 
السلمى للموترين “أ و أ" ( كما هو الحال فما يخص انسحاب الاشعة على 
سطح) لا يتغير بانسحاب هذين الموترين على طول اي خط 1ء بعبارة 
اخرى فإنه ينبغي على الكمية: 
رع = n(‏ ,5( (2) 
ان تبقى ثابتة على طول كل خط ر . لتعيين المعاملات (2) :15 نفاضل 
(2): 


0 = d (gij nî) = dgıjğ n + gı dinî + أوربع‎ dn. 
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نجري تعويض 8‰ ب "يه ن و اه بما يساويها في العلاقة 
(1)» و أك با يساويها لدى كتابة علاقة ماثلة ل(1)ء ثم نغيّر 
الدليلات بحيث لا تبقى سوى الكميات ‏ 5",17 ,4# ٠‏ فنجد: 
dz".‏ ”صمل أرررع — giqT prin? dz”‏ — "بول BP"‏ علد =0 
نتج عن ذلك: 
E — guar 1 Boje. E‏ 
مع العام ان الحقول 5,8 والسبيل ا كيفية. 
بكتابة , رما : 
Eig hr,‏ عدو Tor,‏ 
يمكننا وضع نفس المساواة على الشكل: 
1 ل )3( 
نفرض على الكميات 157 (وبالتالي على الكميات ٣۸‏ ) 
الشرط 152 - إا ٠.‏ اي شرط التناظر بالنسبة للدليلين 817 ؛ 
حينئذ نستطيع عند تعاطي العلاقات : 


08: 
gj = Tiyan F Tay, و‎ 


O8 ih 
JÊ — Ty لدع‎ Tai, j 


Qzi 








08 
مير‎ = Tin, FT, 





E SE) |‏ ا ع ج = مرآ )4( 


: إن الامر كذلك فيا يخصس المعاملات‎ Ti, k 
(5) Ff = Tuy, وو‎ 
حيث بمثل || “م || . كالعادة, المصفوفة المقلوبة ل اريم || . نختار فما‎ 


بودن Qxzi‏ تو 


بذلك تتعين المعامللات 
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يل المعاملات ۲۸آ و ٣‏ حسب الدساتير (4) و(5). نشيرء 
استناداً هذه الدساتير ان الكميات + :1 و إ٣‏ متناظرة بالنسبة ل 
وز . يضمن ذلك إمكانية تعريف انسحاب على طول اي خط 1 حسب 
الدساتير (1). اي ازاحة لا تغيّر قيمة الجداء السلمى (2 ). بصفة خاصة 
فهو لا يغير اطوال الاشعة (الموترات المتغايرة عكسيا مرة واحدة) ولا 
الزوايا التي تشكلها تلك الاشعة. 

اضافة الى ذلك فإن المعادلة التفاضلية (1) الخاصة بالانسحاب معادلة 
خطية متجانسة» ويمكننا جع حلولها وضربها في الاعداد فنخصل بذلك 
على حلول اخرى. يأتي إذن أنه إذا انسحب شعاع () على طول 
منحن اء فإن الامر كذلك فيا يخص الشعاع () ع٤‏ وهذا من اجل 
كل ثابت © ؛ اما المجموع() ۾ + () #حيث ()5 و ()7 شعاعان. 
فيسحب على طول منحنى لآ . 
33.6. تكتب المعاملات ر رآ بدلالة مشتقات الموتر ربع »> ولذا 
فهي لا تتحول وفق القانون الموتري. يمكن ان نكتب» بفضل الدستور 
4(626): ` 





2 2 = 


00 5 1 م‎ 05 08 j’ ) 
Uj, R az U “ارق‎ 


OEij‏ _ 8612 ر 34:2 /) 1 و 
الل الف ل E‏ ) . ,“لم pp,‏ س 
zh +‏ أي ۳+ Azî‏ ( 2 يننا 
PPh; E1) + 2 (PÎ, PhrR J + Pj. Pr E Jk) ES‏ ل (Pu; Phe Bin‏ 3+ 
5 4 

(PÎupePjrBty + PvP’).‏ 2 حم 

بتغيير دليلات الجمع بحيث تكون لدينا في كل مكان ‰۸ نجد: 
Rk + Pig PRB in:‏ يط آم Pipi‏ ام Tij,‏ 
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(1) Ty = "م‎ Tj, a x PR PE" (PP jP. Py, rH Pug PEm) = 
= Sp pirpirg Tuy, r + Fp مرمرع" “و‎ = 
= بوم رمام‎ Tij Ph Pig’. 


نرى إذن ان دستور التحويل ليس موترياء والسبب في ذلك في احتواء 
الحد الاخير على المشتقات الثانية للإحداثيات غير المزودة بفتحة بالنسبة 
للاحداثيات المزودة بفتحة. فضلا عن ذلك فإن هذا الحد يزول في حالة 
تحويل من الدرجة الاولى؛ وبالتالي إذا تعلق الامر بتحويل من الدرجة 
الاولی فإن الكميات ‏ 15 تتحول. وكذا مركبات موتر. بتحويل 
الدليلات الموافقة ها ( متغايرة مرتان ومتغايرة عكسيا مرة واحدة). نستفيد 
بجانب الدستور العام (1) بالدستور الخاص بالمشتق الثاني : 
مامز مأم — Pig = pier‏ )2( 
6 . التفاضلية المطلقة لموتر متغاير عكسيا مرة واحدة. ليكن 
0) 5 حقل موتر متغاير عكسيا مرة واحدة () :6 معطى على طول 
خط1 ے ,م. نعرّف تفاضليته المطلقة عط بالدستور: 
Ti da.‏ + ايل = Dê"‏ 
يتبين من 6 .23 ان تساوى التفاضلية المطلقة مع الصفر تعني بأن الموتر 
اغ مسحوب على طول الخط ى . 
لنبحث عن دستور تحويل التفاضلية المطلقة يسمح بالانتقال الى جملة 
احداثيات اخرى. لدينا» حسب 33.6. 
+ "هك لويرم + Tj da = pk dF‏ د dt"‏ = “لم 
pr Ep} dz" =‏ (مرمام (pi pjeph Tij 1 pk‏ + 
8;8ipk Tij dz" 4-‏ | "مل ph dE 4 pinê"‏ ع 


+ ph pF Pi pîjê” dz" = ph (dE سل‎ Pf da) + 
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ابول “ني (مزمرم (phim + pf Pap‏ حل 


:.)(336 
Pin “I برص‎ PhP pij = pF Thin — pl سل موي يام‎ 
+ ph php (peje — pipe Ty) = ام‎ Th — pi pir 


4 SFr p pT’ - 0 و‎ =0, 


Dê" = pi DE. 

تعني هذه المساواة ان التفاضلية المطلقة لموتر متغاير مرة واحدة ( يخلااف 
التفاضلية العادية ) هي ايضا موتر متغاير عكسيا مرة واحدة. 

إذن» خصل عل القضية التالية : إذا انسحب موتر متغاير عكسيا مرة 
واحدة على طول منحن ضمن جملة احداثيات. فهو كذلك في كل جلة 
احداثيات اخرى. ش 
53.6 . الخطوط الجيوديزية 
أ. تعريف .. نقول عن خط(ة > 1 > ۾ ,() أنه = أ :20 6 *) = على 
منوعة م34 انه جيوديزي (او جيوديزية) إذا كان الشعاع الواحدي الماس 

daxi 1‏ 
9 * = ج مسحوبا على طول هذا الخط. 

يتضح مما قلناه اعلاه ان تعريف خط جيوديزي له طابع مميز لا يتعلق 
بجملة الاحداثيات. 
ب. نقسم المعادلة 1(23.6) على ءل ونعوض فيها ے ا سے عع 
فنصل الى المعادلة التفاضلية للخطوط الجيوديزية: 


فد dri‏ 0 يدل 


ar °‏ ل ~The‏ مووي 
تنتج عن ذلك» كما ورد في 5 .24 » النظرية الاساسية لوجود ووحدانية 
الخطوط الجيوديزية: 
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نظرية. إذا كانت المعاملات (2) 15 مستمرة عند نقطة + 6 4 فإن 
هناك جيوديزية واحدة تمر بهذه النقطة في كل منحي ( معينة مثلا بشعاع 
واحدي + ). 
ج. ثم يمكن, كا جاء في 5 .44 اعادة انشاء السطح ذي البعد (1-ه) 
الموازي جيوديزياً لسطح ,.,// - ,11 بعده (8-1)., والبرهان على 
انه عمودي على الجيوديزيات التي تقطع عموديا 11.15 . تؤدي هذه 
النتيجة» بدورهاء الى خاصية القيمة القصوى للخطوط الجيوديزية: من بين 
كل المنحنيات التي تربط نقطتين قريبتين بكفاية من بعضها على المنوعة 
37 فإن الیو ديزب هي المنحنى الذي له اصغر طول. 
د. نستطيع. من اجل منوعة ريانية ثنائية البعد 26 » اعادة تعريف 
الانحناء الشكل 33.5 أ: 

e‏ 5م 


2 2 ١ 

1 1 ۹ 2 .5 hk 
2 E as (Ty — Ta ere 
K — ht g1 


2و 
اک ا 6 عاف اناب مقا عل طرق ع مق 
م نستطيع » كا هو الحال في 15.5 اثبات الايزومترية المحلية لمنوعة 14 » 
انحناؤها ثابت» مع السطح القانوني الموافق ها (المستوى» سطح الكرة» شبه 
سطح الكرة). نريد فا يلي (88 5.6 6.6) تعميم التعاريف 
والانشاءات الموافقة لذلك الى حالة البعد 8. لكنه يستحسن باديء ذي 
بدء دراسة هندسة فضاء اكثر تجريدا وهو الفضاء ذو الترابط التآلفي . 
8 4.6. الفضاء ذو الترابط التآلفي 

6 .14 .أ. لتكن ,۷ منوعة اولية قابلة للمفاضلة بعدها »١‏ من الصنف 
.N‏ 

نريد تعريف» مرة اخرى» انسحاب موتر # متغاير عكسيا مرة واحدة 
على طول خط قابل للإشتقاق (ط > 1 > ۾ ,() أنه - ي :20 © 1L = {z2‏ 
كحل للمعادلة: 
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df" = — Ty (z) Fi dri. 

)01( 
لكن الفضاء م » هذه المرة» ليس مزوداً بموتر متري بء ولذا 
يمكن اخضاع المعاملات () ۲ لشرط واحد» وهو شرط استقلال 
نتيجة انسحاب جملة الاحداثيات. يجعلنا ذلك نفرض على قانون تحويل 
الكميات 14 شروطا تضمن الطابع الموتري لنتيجة الانسحاب. فيا 
يتعلق بالمسافة الريمانية فإن لدينا دستور التحويل التالي (33.6) عندما 
تكون 155 معرفة بصفة وحيدة بالشرط القائل ان الجداء السلمى 
لشعاعين في حالة انسحاب يبقى ثابتا والقائل بالتناظر بالنسبة ل 5 
رام Tj = pir pjrph Ty + ph‏ )2( 
وهو الدستور الذي يضمن, بالدون اللجوء الآن الى المسافة» الطابع 
الموتري للإنسحاب. يكن ان نتوقع بأن يكون الشرط (2) ليس كافيا 
فحسب بل ضروريا لقيام الطابع الموتري للإنسخاب. لنثبت ذلك مباشرة. 
نفرض ان حل المعادلة (1). من اجل كل معطيات ابتدائية (4)اع » 
ذو طابع موتري. حينئذ. نجد ضمن جلة احدائيات جديدة 

الل و باه + 

dE =  1ةريأ‎ dari = — Th “ألم مأو‎ dai", 
: لکن‎ 

د ول pT‏ “يا (PÊ °) = dpe" + phe db" = phe daz‏ 4 = دن 


= (prj — ph) B da 
بمقارنة النتائج ومراعاة كونها قائمة من اجل كل ع و “نيك 2 نجد:‎ 


)1( أ‎ r= ppp} Pirjes 


أو والقولان متكافئان: 
Tye = PtPj,Pk Ty + pf’ Pye‏ )4 ( 
وهو المطلوب. 


593 


تسمى الاعداد (ء) ر١٣‏ المعطاة في اية جملة احداثيات والمتحولة طبقا 
للقاعدة (2 ) معاملات الترابط التآلفي للمنوعة 0١‏ . 
ب. نقول عن منوعتين ,24 وہ معاملات ترابطها التألفي 1 
و رآ على التوالي. انا متكافئتان تآلفيا إذا أستطعنا تزويدها بجمل 
احداثيات (مقبولة) بشكل يجعل المعاملات 15 و 755 توابع 
احداثية على ,86 وم على التوالي» في آن واحد. 
ج . يمكن تعريف المعاملات (2) :15 بشكل كيفى ضمن جملة احداثيات 
وكذا في اية جملة احداثيات اخرى استناداً الى الدساتير (2 ). تأتي سلامة 
هذا التعريف (اي قيام الدساتير (2) عند اجراء انتقالين متواليين الى 
احدائيات جديدة) من الطابع الموتري للإنسحاب ومن وحدانية المعامللات 
أ٣‏ من اجل انسحاب معطى ( وهي الخاصية التي سبق البرهان عليها). 
د . نقول عن ترابط ((2) 15) = 1 على منوعة 1 انه متناظر إذا كان: 

TF (z) = 15: (2) 

وهذا ضمن سجل جلة احداثية. يكفي ان تقوم هذه العلاقات في جملة 
احداثيات واحدة لأن الدساتير (2) تضمن قيامها حينئذ في كل جلة 
اخرى ليس من الضروري» عموماء ان يكون الترابط ١‏ متناظرا وهذا لعدة 
اسباب منهاء مثلاء اننا نستطيع تعريف المعاملات (2) ۳ بشكل كيفي 
في جلة احداثيات» بصفة خاصة, يمكن اختيارها غير متناظرة. يسمى 
الفرق ( في الحالة العامة): ا 

Sî; (z) = FT (r) — Fi )2( 
التواء (او فتل) الترابط 1# . تشكل الكميات زأى موتراً لأن:‎ 
Sy = Tr je— Te ملم ءامس‎ T~ TG) + 

{ph رلام)‎ — prie) = أمأم‎ ١م‎ Sî 

وإذا كان 0 = 5# » أي إذا كان الترابط 7 متناظراء فإننا نقول 
بأن ليس للترابط ۳ التواء (او فتل). سنناقش التفسير الهندسي للإلتواء 
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ادناه ضمن 54.6. من الواضح انه لا يمكن ان يكون هناك تكافؤ بين 
منوعة Mn‏ ترابطهها التآلفي يدون التواء ومنوعة ۸ يقبل ترابطها التآلفي 
التواء غير منعد م . 
ر. إذا كانت لدينا مسافة ريانيةء (©) ريم (على منوعة ,1 ) ترابطها 
التآلفى منشأ حسب الدساتير 4(23.6)» (5): 
OR js 8‏ م08 hs‏ 1 “ع کے 
e r),‏ ب (e‏ 2 حو Ty = Py,‏ 

فإننا نقول عن هذا الترابط إنه ريماني. 

لكن بالامكان ان يكون ترابط تآلفي موجودا بدون أية مسافة ريمانية. 
مثلاء فإن كل ترابط رياني ات بالنسسة للدليلين السفليين 
( ) :15 = (ء) :15 ) وهي نتيجة لا تتحقق في حالة ترابط كيفي كا 
سبق ان رأينا ذلك . 


24.6 . أ. لا يكن القول الآن في فضاء ذي ترابط تآلفى» ان الجداء 
السلمى لشعاعين في حالة انسحاب» يبقى ثابتا . لكن الخاصيات الخطية لمثل 
ل تبقى على حالمها: إذا تحققت المساواة: 
am (4A) + Bt (A4),‏ = )4( 5 
فإنها تظل قائمة بعد القيام بإنسحاب للأشعة الثلاثة م ,,5 على 
طول اي منحن 1 يمر بالنقطة 4: 
an )1( + BE )0(.‏ = ()) 5 
تأقي هذه النتيجة مباشرة من خطية معادلة انسحاب 1(23.6). 
نستخلص من ذلك ما يلى: تبقى الاشعة ... ,1 ,5 المستقلة خطيا 
مستقلة خطيا بعد القيام بإنسحاب. 
ب . لا يمكن القول ايضا في فضاء ذي ترابط تآلفى ان الانسحاب يحتفظ 
بطول الشعاع. خلافا لما رأينا بخصوص الفضاءات الريانيةء فان نقطة ۸ في 
فضاء ذي ترابط تآلفي» يکن ان تقبل جوارا صغيرا بشكل كيفي تكون 
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فيه مركبات شعاع # .كبيرة بشكل كيفي إثر القيام بانسحاب (راجع 
التمرين 5). كل ما نستطيع تأكيده هو: إذا اخترنا كوسيط على منحن 1 
كمية 5 بحيث USCA‏ ( مثلا « القوس الشكلي » 
المعرف بالشرط «نه) ا = هق )2 فإننا نجد في حدود المجال 
7 >> > (0حيث # عدد 00 ان مركبات شعاع مسحوب 5 حدودة 
من الاعلى بكمية لا تتعلق باختيار القوس 8 بل تتعلق فقط ب م 


ء د.2 
نتناول الرهان وندا ر مع) 5١١‏ = وحث أن: 
ول البر وببذا بوصع:55(2) - _- ل 


n 
do =2 > E di = — 32 ETRE A وو‎ 
hat ds 


n 
1, û, =4 
» 6, محدودة من الاعلى بثابت‎ |٣٣ )2( | عندئذ » إذا كانت الكميات‎ 

نحصل على : ظ 


J | 15 (2 | >20 ,06 1= Cs,‏ اليك 
1 حدم 


73 





n 
2 Fj () 
j=1 








3 [j< JS E+ (E) <o, 
i, 2-1 1 8-1 
إذن:‎ 
| do | < Cao ds, Ca = NC, 
او‎ 
dino 
| <C. 
: ينتج عن ذلك‎ 
( 1 0 0 0,603 Oge", Oo = 2 د‎ (A4)]2 


ومنه يأتي. ما ذهبنا اليه. 
6 .34 . نعتبر الترابط الربماني للفضاء الشعاعى الاقليدي ,۸ = ,34 توجد 
في هذا الفضاء جملة احداثيات يكتب ضمنها الشكل المتري على النحو: 
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) ل . . . + *(اءه)» بحيث ان كافة المعاملات (2) رهم ثابتة ( تساو 0 
أو 1)» وبالتالي فإن كل معاملات الترابط (2) إ٣‏ منعدمة. إن 
المعاملات (2) 15 . في جل الاحداثيات الاخرى» غير منعدمة عموما 
(نذكر ان قانون تحويل ٣‏ غير موتري). رغم ذلك يوجد في جل 
الاحداثيات الاخرى للفضاء الاقليدي ,۸ شىء خاص غير محقق في 
المنوعات التي لا تكافيء هذا الفضاء. أولا: المعاملات () :1 متناظرة 
بالنسبة للدليلين السفليين» كا هو الحال فيا يخص كل ترابط رياني. ثانياً : 
تقوم خاصة تدعى بالتوازي المطلق وهي تنص على ان نتيجة انسحاب 
شعاع 5 لا تتعلق بالسبيل المتبع بل تتعلق فقط بنقطة انطلاقه ونقطة 
وصوله» بعبارة اخرى يأخذ الشعاع 5 موقعه الاصلي لدى القيام بانسحاب 
على طول محيط مغلق. بالفعل» فإن ذلك ينتج في جملة احداثيات حيث 
0 = م) 215 من تعريف انسحاب كحل لجملة المعادلات: 
dt = 15: (dr,‏ 
التي تردء في جلة الاحداثيات المذكورة, الى الشكل: 


dt" = 0 


وهي معادلة حلها هو ”5 حثابتا؛ يعني ذلك ان مركبات شعاع تبقى ثابتة 
عند القيام بانسحاب . يظل ما قلناه قائّ) ضمن اية جملة احداثيات اخرى 
بفضل الطابع المطلق للإنسحاب. إذا عاد شعاع الى موقعه الاصلي بعد 
إنسحابه على طول محيط مغلق في جملة احداثيات, فإن الامر كذلك فيا 
يخص اية جلة احداثيات اخرى. 

لنثبت ان الفضاء الاقليدي هو الوحيد المتمتع بالخاصيات المذكورة 
حول الترابط : 
نظرية. إذا كان الترابط التالفي (ي) +7 » من اجل منوعة م1 بعدها 8 
وصنفها ×۸ متناظرا وقابلا للإشتقاق 70-2 مرة ومؤديا للتوازي المطلق 
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فإن المنوعة 8 مكافئة تآلفيا للفضاء الاقليدي .۸ 
البرهان. سوف نجد جملة إحداثيات جديدة "ى ,. . . ,“امن الفضاء ,24 
تتحقق فيها0 >(ه) ر۲۳ . ش 

نختار أساسا .© ٠٠ ٠٠...‏ من الفضاء الماس عند نقطة مثبتة ,۸ © 4 
ونجري انسحابا لكل هذه الاسعة الى نقطة اخرى ,4 € 8 . تتعين الاشعة 
الجديدة بصفة وحيدة بفضل فرض التوازي المطلق. وهي تشكل اساس 
للمستوى الماس عند النقطة 8, لأن الانسحاب لا يمس الاستقلال الخطي 
(24.6). نرمز لمركبات الاشعة المحصل عليها (ضمن جملة الاحداثيات. 
الاولى) ب( ,... )ل حيث ^" ,. . ,4 -8 لدينا : 

41 = — Tj (u' (z) dz’, ۰ 

أو : )1( 


atk 
2= —T )( أ‎ (2. 


@z? 
لإنشاء الاحداثيات الجديدة سم ,... ,ات نعتبر في البداية ججلة‎ 
: المعادلات التفاضلية‎ 

,)0 ,... و4 ع2 (zl, .., 2) (ks‏ “ع )2( 
حيث تمثل “نت ,. . . ,21ت الآنء المتغيرات الشكلية المستقلة. سنشت ان 
هذه الجملة. مع المعطيات الابتدائية؛ 

3) (ماخحه > (0 ,... ,0 د‎ (k=1,..., m), 
تقبل حلا وحيداء بحيث تعرّف بجوار مصدر الاحداثيات في الفضاء‎ 
: اا واه التوابع‎ ( 





275 ,... ,2( "واد e"‏ ,... ,( 2 ,... وله أن a‏ 0 
كب إين 
المحققة للجملة 1 2 (3). سنری بأن معين 0و | يخا 
و ,ا) ترد = أب 








وبهذه الطريقة نصل كل نقطة (ت ,... ,2) في جوار ه بالاعداد 
“تم :. . . ,بعد ذلك يتضح انه بالامكان إستخدام هذه الاعداد 
كاحداثيات جديدة. 

لانخاز مخططا هذاء نبدأ باثبات وجود ووحدانية الحل للمسألة (2) - 
(3). يكفي ان نتأكذ من فرض نظرية فروبينيوس 2 .55 الذي يكتب في 
هذه الحالة على الشكل: 5 5 


)5( Ê = 6ج‎ (kir, s=1, ..., RP). 
5 1 :)1( لكن» لدينا بفضل‎ 
: 0 
gr < لصي اننا‎ 


ولما كان Tip = TF}, ١‏ فان : 
تددش كا دا كرد د08 
وهكذا يتحقق الشرط (5) 
توجد إذن جملة توابع( 22 ,., ) ه ح “به تحقق المعادلات (2) 
والشروط الابتدائية (3). إن هذه التوابع مشتقا اضافيا بالمقارنة مع التوابع 
ك e...‏ وبالتالي لها مشتقين اضافيين بالمقارنة مع التوابع (م) ٣‏ ؛ 
بعبارة اخرى2. فان التوابع ("ه ,. . ,#46) #تقبل الاشتقاق × مرة على 
الاقل. زيادة على ذلك لدينا: 0 ع || (2) "۴ || ا = م اه » وهو 
ما يثبت ان الكميات '*ت ,. . ., ''» يمكن استخدامهاء محليا على الاقل » 
كاحدائيات جديدة على المنوعة 84. لدينا ضمن هذه الاحدائيات 
الجديدة: ْ 














اي ان الاشعة التي اجرينا عليها انسحابا اشعة من الاساس. يكتب 
شرط الانسحاب على النحو: 1 
Tj dat’.‏ — = “0 


لا كان يد 2 غصل على : 
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Tj’ “نيول‎ =0, 

ومنه يأتي» حيث 27 كيفية: 
Tj = 0,‏ 
وهو المطلوب. 
6 . الخطوط الجيوديزية للنوعة ذات ترابط تآلفي . 
أ. يأخذ تعريف خط جيوديزي الذي تبنيناه في الفضاء الريماني الشكل 
الموالي في الفضاء ذي الترابط التالفي : نقول عن منحن إنه خط جيوديزي 
اال ا » ماسا بعد إجراء إنسحاب لهذا الشعاع الى اية نقطة نقطة 
من المنحنى. 

ليكن (5 > 1 > ه ,() نت = أنه : ,34 © ) = ,5 خطا جيوديزيا منطلقامسن 
النقطة ۸ 50 0 كا أ وأع مسحوب a‏ على طول المنحنى 1 عند 
النقطة الموافقة ل اح 
حيث () ۸ عامل 5-7 ل د جديدا + على الخط ا بحيث 


يكون 0 = (4) + ,»2 (1) 2 = 24 ؛ نجد لدى الانتقال الى + : 
(1) 4231 
dî °‏ 








رع أع 

إي ان الشعاع اماس 7 للمنحنى 7 الذي ب قد م 
انسحابه. سمي > الوسيط القانوني على الجيوديزية 7 . بنقل د ع 
الى معادلة الانسحاب والتقسيم على +4 نصل الى المعادلة القانونية لخط 


جيوديزي e‏ 
توم dri‏ 8 3 
n).‏ ل (kl,‏ ل جو (ه) 15 هد . (1) 


ب . بإمكاننا الآن تعميم نظرية الوجود والوحدانية للخطوط الجيوديزية الى 
الفضاءات ذات الترابط التآلفى: 
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نظرية. تمر بكل نقطة 4 ووفق كل منحى جيوديزية واحدة في فضاء ,1/4 
ذي ترابط تالفى معاملاته (1”*:)2 مستمرة. 
اللرعان. ت فة ع وص معن :فين جلة أحداثاف معطاة بشعاع 
أ .. نحل الجملة (1) بالشروط الابتدائية أن ,(4) أن = (0) أ 
نؤكد على انه يمكن وصل كل توابع >) أ = أ نحصل عليها بجحل (2)1 
بخط جيوديزي على ,]8 . بالفعل» فإن الشعاع ج الماس لهذا الخط 
مسحوب على طول الخط المذ كور بسبب المعادلاات (1). وهذا يعنى ان 
الخط جيوديزي . 

نفرض ان لدينا خطا جيوديزيا ثانيا 7 يمر بالنقطة 4 وفق نفس المنحى 
ومزودا بوسيطه القانوني > . تحقق هذه الجيوديزية المعادلة (1 ) بالشروط 


الابتدائية: 





dz’ (0 :‏ 4 — )2(0 
وو © ,رك)'2 = 2)0 )2( 


غير ان الانطلاق من الحل ”() أي الذي في حوزتنا يجعلنا نحصل 
بطريقة بديبية على حل ) '# يحقق الشروط (2)؛ يتم ذلك حسب 
الدستور(*0) ننه = (>) يتبين» بفضل نظرية الوحدانية ان: 
0 أ = (م ۴= ۶)2 ؛ وهكذا فإن المنحنى الموافق للمعادلة 
«) 2 = أت هو نفس المنحنى 1 . 


6 .54 . التفسير المندسي لإلتواء ترابط تآلفي . لیکن ,2/7 فضاء ترابطه 
Ti (2)‏ تآلفي ويقبل, عموماء التواء غير منعدم 17 رآ٣‏ = $ نعتبر 
جيوديزيتين ,1 و 1 تنطلقان من نقطة مثبتة في المناحي المعينة بالاشعة 
المستقلة خطيا: (أ8) ¬ 5 و (أو) -. *« (الرسم 14.6) 


ش ا 00 هه 4( dzi‏ 
ليكن + وسيطا قانونيا على الجيوديزية :ا بحيث اج حل »وه 

5 mw’  ظعأ ه10 ا)‎ - e 
بحيث اه ك نقوم بانسحاب‎ 1١ وسيطا قانونيا على الجيوديزية‎ 


للشعاع ١‏ على طول الجيوديزية 4 من النقطة 4 الى نقطة 8 معينة بقيمة 
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للوسيط 0< م = + نقوم بطريقة مائلة باتسحاب للشعاع ٤‏ عل طول 
الجيوديزية 2 من النقطة 4 الى النقطة 2 المعينة بنفس القيمة للوسيط 
ونعتبر الجيوديزية +[ المادة بط في منحى الشعاع المحصل عليه .5 . 
ندخل على الجيوديزية 1 وسيطا قانونيا 6 . وعلى الجيوديزية جا 
طا قانونيا 2 يك . بكرن لد : 


dz (D) 57 dri (B) 
dT 20 








5 





الر سم 6 .1_4 


اخيراء نبحث على الجيوديزية 75 عن نقطة © معينة بالقيمة 
م-8 » وعلى الجيوديزية 1 عن نقطة ۴ معينة بالقيمة م- * . 

إذا قمنا بهذا الانشاء في الفضاء الشعاعي 780 (ذي الترابط المنعدم) 
فإننا نصل الى متوازي اضلاع وتتطابق النقطتان و . يتبين في الحالة 
العامة © ز؟5) ان هاتين النقطتين غير متطابقتين؛ لنقم انحرافهما. 

يكن كتابة تزايد الاحداثية # على طول كل خط جيوديزي على 
النحو التالي : 





(1) a = + a + ۵ )7( = 


r أجة ير‎ dz» 
2 وده کے کک 1م کم‎ 9, 
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حيث > وسيط قانوني» اما قم المشتقات والمعاملات ۲۵ فهي 
محسوبة عند نقطة البدء. 
بصفة خاصة» لدينا فا يخص الانتقال من النقطة ه الى النقطة 8: 


(2١ Aan (7) = ل مث‎ Ty (4) مس تونق‎ (0%, 
:©0 وفيا يخص الانتقال من 8 الى‎ 
)3( Age (z*) = 1| سام‎ 17 (B) Tp? + o (0). 
:1 يمثل 7 انسحاب الشعاع‎ 
(4) =" — TF (4) n! dz +o (dz). 


ا ان الحسابات اجريت بتقدير لا متناهيات في الصغر من الرتبة الثانية 
وأن علينا القيام بضرب في تمه لدى نقل (4) الى (3).فإنه يمكننا 
الاقتصار على اللامتناهيات في الصغر من الرتبة الاولى في (4)» وبصفة 
خاصة تعويض 6 بالكمية تتومك المساوية. بسبب (2)» 
بتقدير لا متناهيات في الصفر من الرتبة الثانية. زيادة على ذلك» يمكننا 
تعويض ف par TF (A) et n‏ أ Tî; (B) et‏ (3) على التوالي. 


.0( و سب تمنو أودر:1 > عمق o — Tm‏ = ابت وى (5) 
اما فيا يخص التزايد الكلي للإحداثية *ت على طول السبيل 480 فهو 
من الشكل : 


(6) دور + لتويك = *#دووير4ك‎ = (E +) سم‎ Tm p— 
قئاع لت‎ 1 tn n 002 +o (0. 


نخصل على نتيجة ماثلة» من اجل تزايد الإحدائية # على طول 
السبيل ADE‏ “« بتعويضص احداثيات 3 باحداثيات 1 : 


(7 ( Aang = A apz" + Ang > (n E) م٠‎ 


` Fp? جك‎ 1 Tip? # سل‎ TEE 4-0 .)م(‎ 
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نرى إذن بأن فرق الاحداثيات د عند النقطتين © و 8 يساوي: 
= )م( 0+ ثم (E)— a* (C) = FT; (bn— n)‏ ابد 
o (2) = Sp + o (0)‏ + قم زواع (Fi — FT)‏ = 
وهو معين» في جزئه الرئيسي» بموتر الالتواء (4) رآ8 
64.6 . انسحاب موتر كيفي . 
أن اتلاب موتر مان مكنا رة وا دة (#) من نقطة 4 على 
طول منحن (( > 1 > ۾ ,() أ = أ : M1,‏ € ينا = 1 معرف. کا 
رأيناء بالمعادلة : 
dr,‏ “8 (ه) 15 af".‏ (1( 
حيث (4) '5 قم معلومة. 
ليكن ((4) ,) موترا متغايرا مرة واحدة. لنعرّف انسحابه على طول 
نفس المنحنى 2 انطلاقا من الشرط القائل أن اللا متغير (م) ره (2) “5 
يبقى ثابتاء مها كان (چ) . يعني ذلك أن 0= ريو*ة) 24 » أو: 
Edn, + din, = 0.‏ (2) 
نجد عند تعويض "ال بقيمته الواردة في المعادلة (1) (نعويض في 
الیل الاول دليل الجمع k‏ ب:). 
dni — TÎ dgi 1, =0,‏ 3 
وبما أن المساواة محققة من اجل كل شعاع 3 ¢ لدينا : 
dni = Tyna dai‏ 1 )3( 
تسمح هذه المعادلة» مع الشرط الابتدائي )4( بد = ررب بايحاد 
(3:)2 عند كل نقطة من الخط 1 ( بجوار النقطةه). 
وبالعكس» إذا عثرت التوابع (3:)2 انطلاقا من المعادلة (3) فإن 
المعادلة (2 ) محققة ايضاء ومنه يأتي الاحتفاظ بالكمية (») ,* (2) “5 ومنه 
'يأقي ان شرط الانسحاب الذي صغناه محقق. 
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نثبت اخيرا انه جموعة الكميات (2) :3 المعينة ضمن كل جلة احداثية 
ذات طابع موتري. تشكل الكميات (4) ٠‏ »> حسب الفرض» موترا 
وبالتالي فإن القيمة (4) + (4) *5 لا تتغير بتغير جلة الاحداثيات. يتبين 
ما اثبتناه انها تبقى ثابتة على طول المنحنى ر1 » وعليه لا تتعلق القيمة 
() ,+« جم ع بجملة الاحداثيات عند نقاط المنحنى £ . عند حل جملة 
المعادلات الخطية. 
,)4( جرد )4( (a) mı (z) = Ê‏ “ع 


E" (r) ma (z) = Ë" (4) ma (4), 


التي يدخل فيها 8 موترا مستقلة خطية(2) *8 ,. . . ,(ه) 8 نصل» في حالتنا 
هذه الى موتر متغاير مرة واحدة(2) م« . . . ,(2) 81)( 41.6 - ج)ء وهو 
ار 
ب . كان بالإمكان البدء بتعريف انسحاب موتر ٩:‏ متغاير مرة واحدة 
حسب الدستور (3) ثم تعريف انسحاب موتر متغاير عكسيا مرة واحدة 
بالإنطلاق من شرط الإحتفاظ باللامتغير ,5 . سوف نصل عندئذ 
بطبيعة الحال, الى الدستور (1) من اجل انسحاب الموتر 8 . 
ج. نعف بطريقة ماثلة الانسحاب على طول المنحنى 1 لأي موتر 7. 
نفرض» لتوضيح الرؤية» بأن الموتر 5 معرف بالمركبات 757 »اي ان له 
دليلين متغايرين ودليلا متغايرا عكسيا. حينئذ » عندما يكون لدينا موتران 
أ" ,أت متغايران عكسيا مرة واحدة وموتر «مٌ 2 متغاير مرة 
واحدة» نشكل اللامتغير 307 . نعرف انسحاب الموتر 
79 بشرط انسحاب هذا اللامتغير. وهو ما يؤدي الى المساواة 
0 = (رة )T n‏ 4 اي: ٠‏ 


.0 سير Tin‏ + برع ٠‏ ترد TE ٠‏ سل يرج تود أل Th‘‏ سل برع تساي 7ق 


605 


نعوض التفاضليات< .25 ,27 ,84م بعباراتها الواردة في الدساتير 
الموافقة لانسحاب الموترات المتغيارة عكسيا مرة واحدة والمتغايرة مرة 
واحدة (1) و(3) فنحصل على : 
0 عد ATs — TTP dria — TET, dz, + Timi Thabr da1‏ 
نجرى تغييراً لدليلات الجمع بحيث نحصل اينا كان على الكميات 
عع ؛ با انها كيفية فإننا نجد العلاقات: 
dT; = (TigT sj + Ta Tie — TRT) da".‏ )4( 
بطريقة ممثالة. لدينا من اجل موتر بنيته كيفية 79.0 
حرطل (TTR... +P‏ = : :4711 (5) 
PH 0 O CY E LL‏ 
إن بنية حدود العبارة المحصل عليها هي التالية « تلاحظ أن عدد 
الحدود يساوى العدد الكلي لدليلات الموتر 75. كما نلاحظ ان الدليل الثاني 
الاسفل ل 7 هو نفس الدليل 4 في كل حد» إنه مطابق لدليل العامل 
“رم . من جهة اخرى فإن كل دليلات الموتر 5 في الطرف الثاني هي 
نفس دليلاته الواردة في الطرف الاولء على التوالي» باستثناء واحد عوض 
بدليل الجمع 5؛ وقد زود 1 بنفس دليل الجمع. مع العام انه يقع في 
الاعلى إن وقع في اسفل 7., ويحتل المكان الاول في الاسفل إن وقع في 
اعلى 7. ثم إن الدليل الحر الذي أستبدل بء يحتل الموقع الوحيد المتبقى في 
الرمز '1 . 
وبالعکس» إذا كان انسحاب موتر (4) ,74 معرفا بالدستور (4) 
فإن المساواة 0 - (رخ ۵)7 والكمية ,86ا7 لا تتغير على 
المنحنى ا عند القيام بانسحاب ل اير ,93 مأ 
يؤدي ذلك الى حقل الكمية () 75 التي يثبت طابعها الموتري كا 
يل مثلا : لما كانت الكمية ,7:5 ثابتة على طول المنحنى ,1 في 
كل جلة احداثيات فإن: 
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Tie (2) Eni bnr = Te (az) pi’ يرجا أي لم “قمر‎ = 2 
عه‎ Tj’ (4) BÎ i far = T1 (A) mika = TF; ) Biba, 


حيث 58 35 اة كيفية» فنحصل عندئذ: 
Pl, = Tî (2),‏ ريام Tj (zt)‏ 

وهو المطلوب. 
د . إن التعريف السابق لا يقوم من اجل موتر ذي مرتبة منعدمة اي من 
اجل عدد 1 معطي عند نقطة 4 ولا يتعلق بجملة الاحداثيات. نعرف 
مسحوب ۲ عند أية نقطة 1/١‏ © 8 على انه نفس العدد 7 معطى عند 
النقطة 8 في اية جملة احداثيات. ۰ 
ر. نقول عن حقل موتري () 7 معطى على خط ,۸1ے 7 انه لا متغير 
بالنسبة للإنسحاب على طول هذا الخط إذا تطابق مسحوب الموتر (4) 7 
عند كل نقطة ,67 م مع (») 7 وذلك مها كانت النقطة €1 4 . إذا 
كان حقل 2) 7 معطى على كل المنوعة ./2 وكان لا متغيرا بالنسبة 
للإنسحاب على كل خط ! فإننا نقول بان الحقل (2) 7 لا متغير بالنسبة 
للإنسحاب على ,77 . 

يمثل حقل ثابت '7. اي موتر مرتبه منعدمة ابسط مثال لحقل لا متغير 
بالنسبة للإنسحاب على ,۸ . 

هناك مثال آخر يقدمه حقل موتر مختلط (2) إ8 مرکباته» ضمن کل 
جلة احداثيات وعند كل نقطة ,1 € 2, تساوي 0 لما i<‏ و1 لا 
ز = ن . بالفعل» لدينا حسب ح: 

081 (x) = (Tit # TiS) da" = (Fi— TH) dr" =0, 

ومنه تأتي النتيجة المطلوبة. 
س . نبين الآن ان الموتر المتري ٠١‏ لا متغير بالنسبة للإنسحاب على كل 
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,2 وهذا في الفضاء الريماني م40 . نرمز ب 2) روم لمسحوب الموتر 
(4) ,بم على طول خط 1 . يتبين من ال من اجل ثنائية شعاعين 
مسحوبين (2) 1 6ه (2) 5 انه يجب ان يكون لدينا: 
ٹابتا = 2) ۹ (2) أ () 8 
لكن تعريف الانسحاب في فضاء رياني يبين ان الموتر (ء) ر» هو 
الذي يتمتع بهذه الخاصية (23.6)» وبالتالي ) ررم > (ه) £ . نستطيع 
التأكد من ذلك بواسطة حساب مباشرة. لديناء استنادا الى الدستور (4): 


081 E (Tits; + Taf is) E 
0 08 
= (Tig, j 1 Tyg, i) da1 = ع اول لمت‎ dgi, ; 


ينتج عن ذلك ان الكميات () ,تم المطابقة ل 6 من اجل 
ام = > تطابق ايضا (ه) ۴ من اجل كل ٤M,‏ د 
ص إن حقل الموتر المتري (2) *تم المتغاير عكسيا مرتين والمعرف بجملة 
المعلات. 2(61.6): 
(z) == 8f,‏ “ثم (z)‏ رذع )6( 
هو ايضا لا متغير بالنسبة للإنسحاب على ,4 » ذلك ما ينتج مباشرة 
من لا تغاير الحقلين (#)رنيم و #م ومن وحدانية حل الجملة (6). 
6 .74 . التفاضل المطلق . ليكن (2) 7 حقلا موتريا ( قابلا للإشتقاق) 
معطى على منوعة 1 ذات ترابط تآلفي (م) 19 . نفرض» مثلاء ان 
المتوتر (7)2 متغاير عكسيا مرة واحدة ومتغاير مرة واحدة ذلك ان 
المزيد من الدليلات يجعل الحسابات اكثر تعقيدا بدون فائدة تذكر. 
أ. نعرف التفاضلية المطلقة للموتر () 7 بطرح من تفاضليته العادية 
على السبيل ‏ “بده مسحوبه على طول هذا السبيل: 
da".‏ 111 سح DT? (z) = dT? - (TT‏ 
وهكذا فإن المساواة 0= (2) 224 على طول منحن 1 تكافيء شرط 
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انسحاب الموتر )z(‏ 7 على طول هذا المنحنى. 
إذا تعلق الامر بكوتر 7 بنبته كيفية » فإن التفاضلية المطلقة 
تُعرّف بطريقة مثالة: 


DT: - 01 po (Fa E. Tire 1 ا‎ 
0 2 Ti... — و‎ 77) daf. 


نظرية . إن التفاضلية المطلقة لموتر ”:7 موتر من نفس البنية. 
نقوم» قصد الاختصار » بالبرهان في حالة موتر من الشكل 7 . نحوّل 
العبارة 07 بواسطة الدستور 3(41.6): 

phe = — pirpjrTy‏ و11 ونام 
والدستور الذي خحصل عليه من الدستور السابق الذكر عندما نعوض فيه 
الدليلات ذات الفتحة بالدليلات التي ليست فيها فتحة والعكس بالعكس: 

py + pi pj Tje= Tp. 

لدينا : 


DT, = dT, 11 1و1 د 1س‎ dat = 
= d (pip TP) — (Tg — Tg) daf = pvp, aT + 
4 pl rp dap 11 + وم نأ‎ dT? — (Trp ph TS — 
~e Pi Tî) pf daî = يرم ءام‎ dT? د‎ (pi کن‎ 
—Tigp) pf pT dz + (ph + Trp? وم‎ (pT daf = 
— ءام‎ (dT? - ابول 11ر1‎ + TT d29) = pi ip DT? 


وهو المطلوب. 
ب . يكن كتابة التفاضلية المطلقة 24 على الشكل: 
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(1( DT = VqT? dz", 

حيث تسمى العبارة. 
oT?‏ 

)2( VT? = i — (TT — PT) 
المشتق المطلق أو متغايرة الحقل الموتري (2) 7 بالنسبة للإحداثية‎ 
“ده . تشكل الكميات ۷7 » بوصفها حلا للمعادلة الموترية (1). ايضا‎ 
موترا له دليل متغاير (9) زيادة على الموتر + . يجدر بنا التذكير هنا‎ 
or 7 مو‎ 
ان المشتقات العادية للحقل الموتري اي الكميات . ك4 » لا تشكل موترا‎ 
.)62.6( 
ج. نعتبر في فضاء رياني الى جانب المشتق المتغاير المشتق المتغاير عكسيا:‎ 

(3) VT = (Vr?) £". 

يمثل "ي هنا الموتر المتري المتغاير عكسيا مرتين (61.6). إن المشتق 
المتغيار عكسيا لموتر 7 موتر له دليل متغاير عكسيا زيادة على الموتر 1 
8 6 .5 . الانحناء 

6 .15 . مبدل تنفاضليين . نفرض في فضاء .26 ذي ترابط تآلفى 159 ان 
لدينا سطحا ثنائى البعد (u, 0), (u, ~v) € © c Ay}‏ أنه = P= {z 6 Ma: x‏ 
يحوي نقطة (,ن ,ود) 4 س 4 نرمز ب 4 للتفاضلية (العادية) لحقل موتري 
كيفى (z)‏ 2 في منحى خط »: (حيث الاحداثية ا ثابتة ) : 

07 OT Qzri 

AT = بج‎ du = Sr gy A, 

oT êri 1‏ 07 _ 3 
إن التفاضليتين #4 2 يتبادلان فيا بينها لأن: 


010201 = û (5 »( کے ے‎ dy du, 





d(7) - d (dv) = 
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نرمز ب 2 و 5ه للتفاضليتين المطلقفين على التوالي. انما لا تتبادلان 
عموما؛ اک مبدكما و8 - 83 بالنسبة للحقل الشعاعي (()'8)- 5 . 
لدينا طبقا للتعريف 43.6: 
D (DE) = D (dE! + Tibî dz’) ==‏ 
(dE! + ٠ dz) + Tj (QEP + Thi" dz) da =‏ @ سس 
û (dz) +‏ م1 + dz’ + Th, 06“ dz‏ ا 0 + )48( û‏ 
Tj dE dz + TTR dz'daz’.‏ + 


نحصل على العبارة (/28) 2 بتعويض 4 ب والعكس بالعكس . إذا 
طرحنا (58) 82 من (27)0850 واستعملنا تبادلية الرمزين. 4 و 1 نحصل 


ْ -اء رم مق )1( 
Ohi Th‏ ( 
أيرق zi‏ 


( 8" az’ dz (TRT; — TRT) E" dz dr = 


1 
د are‏ 5 
ذو 


mt TPT; — TF jet) 3 dî dai. 


arl, or' 
Ri __ ki . 
@Qzi موق‎ 3 1 1: pj - 1 


نجد ان المساواة (1) تكتب على الشكل: 
dz' da.‏ قير Rij,‏ = أ (DD —DÛ)‏ )3( 
لدينا في الطرف الاول من (3) موتر متغاير عكسيا مرة واحدة 
( كنتيجة تفاضل مطلق لوتر متغاير عكسيا مرة واحدة). اما في الطرف 
الثاني فإن العبارات فيل ,جك ,8 ذات طابع موتري (موترات 
متغايرة عكسياً مرة واحدة). إنها كيفية لأن اختيار الشعاع 2) .7 © *8 
والاحداثيتين ر ,س يتم وفق رغبتناء وبالتالي تمثل الكمية ۴۸ » حسب 
41.6 - دء موترا متغايرا ثلاث مرات ومتغايرا عكسيا مرة واحدة. نرى 
من الدساتير (2) ان هذا الموتر ضد تناظري بالنسبة للدليلين + و[: 


(2) Rij, a= 
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1 1 
Rij, n= — Riin. 


يسمى الموتر ۸ا = A‏ موتر انحناء الفضاء «# ذي الترابط التآلفي 
Th.‏ . 
25.6 . الانحناء والتوازي المطلق . نفرض. في الفضاء ٨‏ . ان الترابط 
٣‏ يولد التوازي المطلق (34.6). حينئذ » عندما يكون لدينا شعاع 8 عند 
نقطة معطاة 4 بمكننا إنشاء بجوار النقطة الحقل الشعاعى (ي) ع المعين 
بطريقة وحيدة بانسحاب الشعاع غ . إذا اخترناء» لدى انشاء الموتر 28 
بمثابة الحقل '2) 5 الحقل نفسه المحصل عليه بانسحاب الشعاع £ فإن 
التفاضلية ادطلقة لشعاع مسحوب منعدمة وبالتالي ,0 ع 26 ,0= 8( 2 
إذن فإن الطرف الاول للمساواة 3(15.6) منعدم: 

dai dz =0.‏ لقم Ry,‏ )1( 
عا ان نيج ,ايه ,غ كيفية فهذا يعني : 
.0= تام Rij,‏ 

اخيراً فإن انحناء فضاء ,1 ذي تواز مطلق انحناء منعدم. 

لنثبت الآن القضية العكسية. نفرض ان النحناء فضاء .24 ذي ترابط 
تآلفىي 15 صمطباق للصفر. لتكن جاعة منحنيات مرنة تصل نقطتين 
ريدن 4و8 إن كل متحن ن اام مدن بق اة لو + 
يتغير من 0 الى 1 اما نقاطه فتوافق قم ا التي تتغير بين 0 و1: 

e (f, (١‏ = أ 
z(0, =A, z(1,T)=B.‏ 

نعتبر عند النقطة 4 شعاع ۾ ونبين أن مسحوبه عند النقطة 8 على 
طول منحن (1 > 1> 0) (> ,ء) z=#‏ لا يتعلق بالقيمة [0,1]€ ٣‏ 
نرمز ب للتفاضلية المطلقة على طول منحنيات الجاعة (أي بالنسبة ل » 
من اجل + مثبت)» وب 5 للتفاضلية المطلقة بالنسبة + » من اجل ) 


` 02 


مثبت . بما ان الشعاع ع مسحوب فرضاء فإن 0 د ع7 . ينتج عندئذ من 
R۴ >> 0‏ ان: 
,0 - 226 

إذن فإن الشعاع 285 مسحوب هو ايضا على طول كل منحن من 
الجاعة المعتبرة. الواقع ان الشعاع (* ,0) 5 = والنقطة 4 (0,3) ته = ند من 
اجل 0 = ١ء‏ لا يتعلقان ب ؛ وبالتالي لديناء من اجل .0- ۲ : 

0ح جل شيك )7 ,0( TE’‏ لق = Dê"‏ 
وعليه فإن الشعاع (> ,1) 28 هو ايضا منعدم بوصفه مسحوبا. من جهة 
اخرى: 
و( ,1( نمل TE‏ ,1( و1 لل )< ,1( A, 7) = QF‏ “يط 

ولا كان 0= سةك في حالتنا هذه فإنه ينتج من 0 = 0 ,1) *5#ان 
0 = 0 ,1) #5اي ان الشعاع 2 ,1) غ ليس تابعا ل + . اثبتنا بذلك 
النظرية التالية : ش 

نظرية . يكون لفضاء م34 ذي ترابط تآلفى تواز مطلق إذا وفقط إذا 
كان انحناؤه متعدما. ش 1 


باستخدام 34.6 يكننا ايضا صياغة مقياس تكافؤ بين الترابط التآلفي 
لفضاء .24 والترابط الريماني للفضاء الاقليدي: 

نظرية. يكون فضاء ,34 ذو ترابط تالفى مكافئا تآلفيا للفضاء 
الاقليدي ذي البعد ” إذا وفقط إذا كان تازه وال مطابقين للصفر. 

نلاحظ ان هناك فضاءات ذات ترابط تآلفي ها التواء منعدم وانحناء 
غير منعدم والعكس بالعكس . 

يكن اعتبار أي فضاء (او سطح) رياني غير ايزومتري للفضاء 
الاقليدي كمثال لقضاء التؤاؤه غير منعدم فهو اصعب من ذلك (راجع 
التمرين 4). 
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6 .35 تغير احداثيات شعاع في حالة انسحاب على طول حيط مغلق . 


أ. نفرض ان لديناء في فضاء ۸ ذي ترابط تآلفي قابل للإشتقاق 
مرتين (م) 7 » سطحا ثنائي البعد 8 بدون نقطة شاذة: 
(u, u) € Mn, iis CE‏ نت = ند 
نقوم بسحب شعاع 8 على طول المنحنيات ‏ المارة على السطح ‏ بنقطة 
ثابتة . والتى يبقى من اجلها الطول الشكلى 5 المحصل عليه بمكاملة 
العبارة رة 7 ۷37 = وق على طول 2 اصغر من ثابت مثبت 8 ( ليس 
ا د و حا ال اد ان 
الاحداثيات). 3 تقع كل هذه المنحنيات على على السطح 5 الجوار ن للنقطة هم 
المعين بالمتراجحتين م > |(4) س - س |,8 > |(4) vu‏ -- ا اتحقق الاحداثيات 
9) أنه على مثل كل سبيل ا من هذا النوع العلاقات: 
|r| - | 2 a du + E dv | > 2C, ds,‏ (1) 
الاك | ۵" = © نستنتج ا التالية بخصوص 
تزايدات الاحداثيات *2 (المحسوبة ابتداء من النقطة ۸ حيث0 = 5و ): 











حيث ) 








(2) | A (s) | = | أنه‎ (s) — # (0) | < 2C8 >> 2C,h. 
على نفس السبيل 1 العلاقات:‎ ٣۲, )( تحقق المعاملات‎ 
(3) IF (2| < Ca, 
او العلاقات الاكثر دقة:‎ 
(4) [Tij (s)— Ty (O) | <Cas > Cah, 
او العلاقات الاكثر دقة مما سبق:‎ 
615 (0) 





[Fi ره‎ - FY, )0(- Az” | > Ce, 


0 


)5( 
حيث يكن تقدير الثابت © بواسطة المشتقات الاولى و و06 بواسطة 

المشتقات الثانية للتوابع (2) ,15 في الجوار ن . إن مركبات الشعاع () 5 
الذي هو انسحاب للشعاع 5 تحقق المتراجحة الآتية من 1(24.6): 
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3 <C = C j 
(6) 5° (0|SCs|5| Vite 


ومنه ياتي باستخدام (3) ان: 


(7) | d€* | = [TE dz’ | > 0 | 5| ds, 
وبالتالي ايضا:‎ 
)8( :نوا‎ =F ()(—B*|<SCel Els > | lh. 
اخيرا نؤكد على قيام المتراجحة:‎ 
(9) هم‎ || 8 j (E (2) r ds —T (OE | > Cr. 


بالفعل فإن تون | - أ۸ > وبالتالي : 
0 
az | -‏ ا )0( Tj‏ أ نمل Tj (z) Ê (a)‏ ا |= )1(9 
0 0 
{FÎ (2) (2) 19: )0( f] dz | -‏ ا |- 
0 


=| | {FÎ (a) — FP} (O1 E (2) + Tj )0( 8° (2) EJ} dz |. 
0 


سے 


لدينا بفضل التقديرات (4)ء (6). (3)ء (8) العلاقة 

<C | 5| 8.‏ | نه | (CsCsl 51 +CCel tls)‏ | > (ه) 1 
ب . نعتبر الآن سبيلا مغلقا 2 € 2 طوله الشكل > » يعود الى النقطة ۸ . 
نقوم بسحب شعاع (م) = 8 نختاره بشكل كيفي عند نقطة ۸ على طول 


1. يكون للشعاع .24 في فضاء ع بدون تواز مطلق» تزايد 45 علينا 
ان نعينه. يُعطي التزايد الكلي للإحداثية 5 5 

)10( حا‎ Û d= — Û Tp (DF (2) de 
يتبين من (5) أن:‎ 


لمطلوبة : 


0 


Tp; (2) ح‎ Tp )0( تتشت ل‎ Ari -+ 0 (5, 


ومن (9) يأتي. 


5 آ 5ج = (ت)‎ TRE” (z) dz’ — 5ق‎ TF, (0) Az’ +O (s2). 
0 8 


= —§ (Te (0) + Ar +0 م‎ | x 


L 
x ]5” - 11: (0) Š"Az' + 0 [(تم)‎ da = 
1 
= و1‎ )0( E” ع نين‎ E Az da + 
L L 


+ TR; (0) Té; (0) “ع‎ $ Az’ da + 0 (R3). 
L 


. من الواضح ان الحد الاول م . نحصل على : 
4z azi +0 0‏ 8019( 0 و (OT,‏ نهد )1( 
تمن ا نے :وول اتام الداخلي . لدينا ا اسكون 
نمرين 3(61.4): 


ج06 جم 


= )ر اھ (du‏ د (12) 


00 EE 





0 | du dv + 0 (%) j arav. 


إن العامل الوارد في المعكوفين هو الشعاع لمكرر (51.6) المنشأ على 
الشعاعين 200 0 ؛ نرمز له ب أا . نضع: 

dudv:;‏ )| ده 

با ان كلاً من الاحداثيتين »,س لا تتغير في الساحة © اكثر من 
القيمة 8 فإن هذه الكمية تمثل لا متناهي في الصفر من الرتبة الثانية (أو 
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اكثر) بالنسبة ل8. 
تأخذ المساواة (11) الآن الشكل : 
,)°( 1-0 وتنبياج ل :18:1 ) = A!‏ (13) 
حيث تؤخذ قم التوابع ۳ ومشتقاته في النقطة 4. إذا اجرينا تبديلا بين 
الدليلين : و : في الطرف الثاني وضربنا في 1-. فإن ضد تناظر الموتر 
2# يجعل الطرف الثاني لا يتغير. بتشكيل نصف مموع المساواة (13) 
والمساواة الناتجة عنها إثر التحويل المشار اليه نجد : 


or, orl, 5 
- 2 (<A + سر‎ TET) tro +0 0#), 


او: 
ro0 (M3).‏ ياه A=‏ ` (14) 
وهكذا فإن دوران الشعاع ع يعبر عنه. بتقدير متناهيات في الصفر 
من الرتبة الثالثةء الدستور (14) حيث يقوم الانحناء م.:!8 بالدور 
45.6. موتر الانحناء يي فضاء ريماني . للاحظ في فضاء رياني حيث 
تكون المعاملات ١‏ معرفة بالدستور 5(23.6): 
ij 7 ( hs‏ کے ls‏ عن ) و = Tj = fT,‏ 





02 ari dx 
وهي بصفة خاصة متناظرة بالنسبة للدليلين ,زئ » ان موتر الانحناء‎ 
Ohi . orl, 
Rs, علي‎ TE @zi + TET bj — TET 


يبرز خاصيات اضافية للتناظر . 


نعتير الموتر المتغاير اربع مرات: 
و Rij e OE e‏ عد Ruy,‏ 
RT jp — ATi) Esl.‏ ا س i, = (A — ari‏ 
نشير 2 من اجل سطح بعده ٩‏ في الفضاء الاقليدي ذي البعد u n+1‏ ان 
مركبات الموتر Riy, xt‏ 4 اصغريات لمصفوفة الشكل التربيعسى الثاني 
(8(28.5)) . نؤكد في الحالة العامة ان الموتر ,,م ر موتر من نمط ريكسي 
(81.6) . بالفعل فإن الموتر ١.زذم‏ 3 مثل ام ,ر۸ » صد تناظري بالنسبة _ 
للدليلين : وو . نضيف اننا نستطيع اجراء تبديل في الدليلين j‏ ,ة وفي 


il gy k الدليلين‎ 
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Ruy, nı = Rar, ty‏ . لدينا: 





ar; 
(- TRIM) £ = 80 بم س‎ el + 


dz? zi 
A_O ) 8611 | OER __ OER) TS, 1 
+ Thi py, دل 3 ع 3 حت‎ ET 5 ) Tai (Fy, Tey, (+ 








gı1 OER _OiR 
1 سس ل ی‎ -~T; T 
{Tas 1= 3 3 E و‎ o êz! E RU, 6° 


من تناوب العبارة المحصل عليها بالنسبة ل : و7 نحصل على: 


)1( R 2 Ogi __ _ Ej __ سك غ8‎ + 
i 7 zi ليدم‎ Qzi عق‎ Qzi ادق‎ zi êz! 


+ gap (Thi — TTR). 


من الواضح أن هذه العا رة تقبل تبديل الثنائيتين زا و ,يم وهذا 
بفضل تناظر الموتر ويم والترابط الريماني ,غ1 
لنشبت في الاخير متطابقة ريكسى» لدينا: 


عدويو Rij, nt Rijn, it‏ 
7 ا ر ا ا وا _ ا _ 


Qzi Qzi zk r dri zk 





+ Tp; —Th; pi TT pn — TT Rp + r? Api - 11-0 


وذلك حسب تناظر الرموز 15 2 بالنسبة للدليلين السفليين. ندخل على 

هذه المتطابقة الموتر 8.١‏ فنصل الى متطابقة ريكسي من اجل الموتر 

5 Ry, rt 

55.6 . الحناء وزاوية دورات شعاع مسحوب على طول محيط مغلق . 
يمكن تحديد الدستور 14(25.6) في حالة فضاء رياني. 
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أ. يكن ان نعرف في فضاء رياني مساحة اجزاء السطوح الثنائية البعد 
المعطاة. مثلاء بالمعادلاات: 1 
و( (u,‏ ا = أب 
(u, vw) © 9 CR,‏ 
وذلك بإستخدام الدستور 1(13.6): 


)1() 05 - VEG— F* du dv, 
حيث‎ 
ع8‎ (r: 32( ١ =: ,)چ‎ = $): 


إذا انتقلنا من الاحداثيات u, U‏ الى الاحداثيات الجدد رده ù,‏ 58 فان 
عنصر المساحة يأخذ الشكل (راجع 16.3 ج): 























)2( dS =V EG —F? du du = VY EC— EO —F | 2. | ay dD. 
إذا اختيرت جنات الجديدة بحيث يكون:‎ 
(mv) 1 8 (u, v) — VEC—F 
(3) (uv) | VEG—F? 0 VEG 
فإننا نحصل ضمن الاحداثيات ,ت ,لم على:‎ 
(4) dS = di do. 
: حتى يكون الشرط (3) محققاء نضع س = تا ,(ن ,») ب = ا وحينكذ‎ 
ap 6ه‎ 
(| | «ف‎ 
0(u,v) 0 1 du ° 








ومن ثم يتبين انه يكفي اختيار التابع * على الشكل: 
VEG — FF du.‏ | = رن (u,‏ و 
سوف نعتبر الدستور 14(35.6) في جلة الاحداثيات ,< س بالذات 
(وسنرمز لها من جديد ب « ,« ). يمثل 6 ضمن هذه الاحداثيات المساحة 
الريمائية للساحة المحاطة بالمحيط .2 . لدينا ضمن نفس الاحداثيات 
1 = 5م - م #بحيث يصبح الشعاع المكرر “نه = (4) م المنشأ على الشعاعين 


êz )4(‏ |( 001 4) شعاعا | واحدياً. 
7 0 لواردين في 14(35.6) مكررا واحدي 





ب. ثم انطلاقا من تقدير تزايد الاحداثيات الذي انجزناه في 56 
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نستطيع الانتقال الى حساب زاوية دوران شعاع نسحبه على طول محيط 
مغلق د[ 

نختار على المستوى 11 المعين بالشعاعين ع و ج (أي على 
مستوى الشعاع المكرر ناي ) الاتجاه الموجب لتغير الزوايا الاتجاه الذي 
يذهب من منحى تزايد الوسيط » نحو منحى تزايد الوسيط « ٠‏ نثبت على 
هذا المستوى شعاعا واحديا 5 والشعاع 1 المستنتج من 5 بدوران قيمته 
0 في الاتجاه الموجب. 

بعد القيام بانسحاب للشعاع ‏ على طول المحيط فإننا نصل الى شعاع 
نرمز له ب 45 + 5 نفكك الشعاع 45 الى مجموع ثلاث مركبات على 
الشكل : 


AE = A, + Ag, + Ag] 
¢ حيث تمثل وى ,وك .رك اعداداً حقيقية, مع العام ان الشعاع‎ 
عمودي على المستوى 11 . يعطي عندئذ الدستور 14(35.6) العلاقة:‎ 
A, = (E, AŠ) = (E, AE) = ”تررم‎ = > gf? (Ri, zo +0 (°) = 
= EPR, xb zo +0 (®) = 0 (RA, 
لأن الحد الاول منعدم بسبب ضد تناظر الموتر مم :۸ بالنسبة‎ 
للدليلين م وم.‎ 
نرمز ب © للزاوية المحسوبة من الشعاع 8 الى الشعاع‎ 
لوث + ۵8 + غ (أي الى مسقط الشعاع غ۸ + ع على المستوى 11) في‎ 
5 :)1 - 5.6 الاتجاه الموجب. لدينا (الرسم‎ 
((8ة) 0+ 1) وى = کے = م ها‎ = 
= (1, A1) (1 +O (")) = (n. AE) (1 + O (°)) = 
= gı? A! (4 +0 (R?)) = ج‎ gı” (Ry, në zo سل‎ 0 (R?)) (1 +O ((قوط)‎ = 


> ج‎ EnPRry, npz o +0 (RF). 
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يعين الشعاع المكرر “5 — nm‏ نفس المستوى ]1 والمساحة المساوية 
ل1 (لأن 5 و ١‏ متعامدان ومتجانسان). إذن فهو يطابق الشعاع المكرر 
فاه . للإنتقال الى هذا الاخير نبدل في (5) الدليلين # و5 فما بينها 
ونشكل نصف مجموع متساويتين؛ بالنظر الى ضد تناظر الموتر ري ,ر۸ 
بالنسبة للدليلين م و8. نجد: 

18 p= airy, مع‎ -|1۰ 0 (h®). 

نحصل فا يخص الزاوية (م ثيما) 0 + م ع = ( ها) هادمه = + على 
غار مائلة: 


)6( p= gir PR, nO -O (h3). 


ج. إذا قسمنا المساواة الاخيرة على © (بإفتراض ان 6 لا متناهى في 
الصغر من الرتبة الثانية بالضبط بالنسبة ل 5) وانتقلنا الى النهاية بجعل 
المحيط 1ا يتقلص نحو النقطة ه فإئنا نجد: 

1 


5 Pp jik 
(7) jn go = 7 PPR, sp. 


تسمى الكمية السلمية المحصل عليها بهذه الطريقة إنحناء الفضاء الريماني 
١‏ عند النقطة ه في المنحى الثنائى البعد المعين بالشعاع المكرر الواحدي 
فا ؛ نرمز له بكر. 


د. اخيراً يمكننا اختيار كشعاع مكرر واحدي ناي اي شعاع مكرر 
هى » في نفس المستوى 11 » بعد قسمته على مساحته. نجد باعتبار أي 
شعاع مکرر ر : 

_ Ruy, npzizkp 


(8) K 


مامد ةأرم Cij,‏ 
حيث 818١5‏ - مرهورع = مح ,رب هو الموتر المشتق المتري (71.6 - ب) 
عند النقطة 4ه. 
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الرسم 5.6 - 1 


6 .65 . العلاقة بين الانحناء في منحى ثنائى البعد والحناءات السطوح 
الثنائية البعد الموافقة له. 

نحسب استناداً الى السدتور 8(55.6) انحناء الفضاء الريماني في المنحى 
الثنائي البعد المعين بالسطح الثنائي البعد المحرف ب 


07 ع ”م ع ...= قد رن = u, a‏ د EM: a‏ ه) = Pg‏ . 
يكون الشعاع الملكرر ا معيناً بأصفريات المصفوفة: 
ا 0 1 
0...0 1 


مث 


1ح اوو 2 وى 1= ز حيث1 = ن#ج. إذن فإن الانحناء × ياخذ 
الشكل : ٠‏ 


K Tiassa FRon, جيه‎ Ris, وو‎ Rot, 12 
G13, وو ,وو وو ريو دور‎ Gat, 12 > 


لكن الموترين 8 و 6 ضد تناظريين بالنسبة لثنائية الدليلين الاولين 

وثنائية الدليلين الثانيين» وها لا يتغيران عند تبديل الثنائيتين فها بينهها ؛ 
لدينا إذن 

م )1( 

بصفة خاصة, إذا كانت المنوعة الريانية ,70 ثنائية البعد .2 = * فإن 

الدستور السابق يعطي عبارة لإنحناء غوس للمنوعة و84 (53.6 - د). 
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يمكن بسهولة تصور ذلك تصورا هندسيا: يتبين من الدستور 8(55.6)» في 
المنوعة :1 » ان الكمية × نهاية لنسبة زاوية دوران شعاع مسحوب على 
طول حيط مغلق مقسومة على المساحة المحدودة بهذا المحيط. تطابق هذه 
النهاية انحناء غوس للسطح ,34 (36.5). 

اما في الحالة العامة ( 2< #) فإن إنحناء غوس للسطح 2:5 لا يوافق 
الدستور (1). ليت ذلك الى كون إنسحاب شعاع على طول محيط 2 له 
على المنوعة ۸ معنى آخر يخالف معناه على السطح ٨١‏ المعتبر كمنوعة 
ثنائية البعد : في الحالة الاولى يكون الانسحاب معينا بقم كل ٣‏ وهذا 
يؤدي الى كون الشعاع المنسحب يخرج من المستوى الماس للسطح 708 ؛ 
اما في الحالة الشانية فإن الانسحاب يعين فقط بقم 1# الموافقة 
ل2 ,1 - + رز¡ ويبقى الشعاع المنسحب في المستوى الماس للسطح و,م 
مثلاء إذا كانت المنوعة .2 هي الفضاء الاقليدي ۸١‏ وكان السطح 
٠‏ يمثل جزءاً من سطح كرة ثنائية البعد في .8 فإننا نجد انفسنا 
بالضبط في الوضع المشار اليه آنفا: الانسحاب على طول كل محيط مغلق في 
الفضاء الاقليدي» وبصفة خاصة كل محيط على سطح كرة» يجعل الشعاع 
يعود الى موقعه الابتدائي في حين ان الانسحاب على طول محيط مغلق على 
سطح كرة بوصفه سطحا ريانيا لا يقوم عموما بذلك (26.5 - ص). 

لنبرهن على نفس القضية برهانا تحليلياً. استناداً الى 6 .1(45) فإن 
البسط في السدتور (1) من اجل الانحناء × لمنوعة م24 في المنحى الثنائى 
البعد ۶٠‏ يساوي ) ٠‏ 


5 وو _ _ وع‎ g44 g12 
(2) Rus, ج = وہ‎ ) z0r 7 قوق أنون اميق‎ 325 F oF ûr? + 








151و ]1 - و1 1؟1) gap‏ + 


مع الجمع على كل 5 و8 من 1 الى .١‏ الا اثنا نلاحظ في العبارة: 
Ge, 13,‏ = ورور K> aE,‏ )3( 
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من اجل إنحناء غوس 2 للسطح ود . ان البسط 00 يساوي : 
02 0 02 
A 42 0822 E1 4 5-2 (+‏ )4( 


ف مسق أجمواسمق “2ببوايق | 2 

+ gap و1 ؟1)‎ Tal), 
مع الجمع على القيمتين 1 و2 للدليلين » وم.‎ 

يمكن طرح السؤال التالي: هل يوجد في منوعة ۳ من اجل كل 
شعاع مكرر (4) فاج » سطح ثنائي البعد 8 بحيث يكون مستوية الماس | 
عند النقطة 4 معيناً بالشعاع المكرر (4) ناه ويكون إنحناء غوس مساويا 
لانحناء المنوعة ۸ في المنحى الثنائي البعد الموافق. لذلك ؟ ( وهكذا يكن 
في المثال السابق من اجل السطح الاقليدي .8 » اختيار ذلك السطح 
مطابقا للمستوى المعين بالشعاع المكرر (4) ناج ). سنرد على هذا السؤال 
بالايجاب . ْ ظ 

نفرض في نقطة معطاة 4 ان الشر طم ,. .,1 = 8 ,ثر ,ة) 0 = (4) 15 
محقق. من البديبي إذن ان العلاقات  )1(‏ (3) تعطي» بفضل (2)4 
- اي ان إنحناء المنوعة 4۸ في المنحى الثنائي البعد ا دي ,اچ يطابق 
انحناء غوس للسطح ٨١‏ . لدينا اكثر من ذلك حيث يمكننا الاشارة 
هناء من اجل كل شعاع مكرر نان »الى سطح ثنائي البعد 8 يحقق 
الشرط المطلوب. نضع قصد الاختصار(0 ,. .,1 = ) 0 = (4) انهو نجري» 
من اجل شعاع مكرر معطى (4) 2 تحويلا خطياً للاحداثيات “نمأم = ايه 
يحول مستوى الشعاع المكرر(4) ني الى مستوى الاحداثيات» 
”ت ,'ن ما ان الكميات 158 تتحول بواسطة تحويل خطى للإحداثيات» 
وفق قانون موتري (33.6) فإن لدينا0 = (4) مد جملة 
الاحداثيات (#) . يتبين ما اثبتناه ان السطح ذي الاحدائيات 00 
23 ,ثاندله انحناء يساوي انحناء المنوعة .24 في المنحى الثنائى البعد المعين 
بالشعاع المكرر نام ٠‏ 

يبقى ان نبين بانه إذا كانت العلاقات 0 = (4) :15 غير محققة في جلة 
الاحداثيات المعطاة ,"# ,... .“2 يمكننا دوما ايجاد جملة اخرى 
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.. . ,"ت تقوم فيها تلك العلاقات. بإفتراض» كما ورد اعلاه ان 
4(=0) ...ع (4) 20 یکن ان نضع مثلا : 
Û jet,‏ سل aa‏ ح a‏ 


۵ 


حيث ١ا‏ اه له معاملات غير معينة الآن. عندئذ: 


(A) 5‏ ةم (A4)‏ ادق 
د RR‏ س 1 ہے #8 
RT a 25 0 82 5-5 arg = Dir’,‏ 


و 
عد لم8 Ft, (A) = pi RTA‏ 
Ja Pip}.Pp. Tij (A4) — pk, Pîj. =0,‏ ) و„ 


نحصل. عند اختصار ,۲ > على المعادلة: 
aja, Ty (4).‏ = ,ريام = ,ريام )5( 
تار بشكل كيفى مصفوفة غير منحلة ٠‏ له (مثلا لةس جه ) 
تعين المعاملاات 5-7 حسب الدساتير (5) فنصل الى جلة الاحدائيات 
المطلوبة التي يكون فيها0 = (4) 1. 

8 6 .6 . الفضاءات الرممانية ذات الانحناء الثابت 
16.6 . ليكن 2 سطحا بعده 8 في الفضاء الاقليدي 1+, ذي البعد 
(2+1)» معطى بالمعادلات 

a = e (U <, n), U = (Uy, ل‎ Un) CG CR,. 

بإعتبار السطح 2 كمنوعة ريمانية بالمسافة المأخوذة عن الفضاء ۴+١‏ 
نبحث عن انحنائه في المنحى الثنائي البعد المعين بشعاع مكرر م ء 
لدينا من الدستور 8(55.6): 


)1( 1 عر‎ u, 1 للشيلت‎ ١ 
6 بر‎ nıziizk! 


في الحالة الراهنة» كما سبق ان قلناء فإن مركبات موتر الانحناء 
:ع تطابق الاصغريات ۸1 8y,‏ للشكل التر بيعى الثاني للسطح 1 . 
إذن: 


(2) K— ادل عروريظة‎ 
Gig, pixziizkl 


26.6 . نحسب الانحناء × في الحالة التي يكون فيها 1 سطح كرة نصف 
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قطره ۲ متمركزة في مصدر الاحداثيات: 
lz 1 = r}.‏ نيعم ع ه) = L‏ 
يكون عندئذ نصف القطر الشعاع متناسبا مع الناظم : 
z = rm.‏ 


ويتبين من دستور فينغارتن 5 .13( 2) ان : 





07 o dz 
يلاق‎ u Bug (a=1, ..., 


ثم بتعويض 2 بقيمته الواردة في (1) نجد: 

Ma, = barmg (a =1, ..., A), 
الواردة في الشكل‎ ١ ومنه .يق = ٣ین . ينتج عن ذلك ان المعاملات‎ 
)3(13.5 التربيعي الثاني المرتبطة ب 698 بواسطة العلاقة‎ 


رمع الس = Dj‏ 
ش b‏ 
Bij,‏ كوي ال 
اي انها متناسية مع معاملاات الشكل التر بيعى الاولى. إذن: 
Guy, mı,‏ سد وير Buy‏ 
ويعطى الدستور 2(16.6): 
1 
هس 
وهكذا فإن سطح الكرة ذات نصف القطر ؟ في الفضاء ذي البعد 
(2+1) له نفس الانحناء 1/7 = × عند كل نقطة منه وفي كل منحى 
ثنائى البعد . 


6 .36 . نقول عن فضاء ريماني Mn‏ إنه فضاء ذو انحناء ثابت إذا كان 
انحناؤه عند كل نقطة وفي كل منحى ثنائى البعد , أي 
Riy, aziz!‏ ْ 

000 ٠ 0 Gig, nuriizklt ° 


له نفس القيمة. نؤكد في البداية ان العلاقة التالية محققة في هذه الحالة: 
Ry, nı = KGiy, kt‏ )2( 
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بالفعل» نضع ,م KG,‏ سن xı =Ruy,‏ ان7إذا كان Ruy xt‏ وم Gis,‏ 
نوترين لريكس فان وب كذلك كديا سادا إلى (8) + من اجل 
كل شعاع مكرر اد 

Ty, aia" — 0. 

بتطبيق النظرة 81.6 - ب نرى ان من اجل كل .4 6 2 فإن مركبات 

الموتر )z(‏ ,م ,ء7 منعدمة كلهاء ومنه ياي (2). 
6 . نفرض بعد ذلك ان الفضاء ۳۸ له انحناء ثابت موجب 1/۲ = كر 
0< + نؤكد عندئذ على أن الفضاء +10 ايزومتري محليا مع سطح كرة 
نصف قطرهلاخ في الفضاء الاقليدي .+70 ذي البعد (2+1). للبرهان 
على ذلك. نعرف موترا (2) رہ۵ بالدساتير: 
(e.‏ ربع = (2) ربط )1( 
لنثبت» من اجل المصفوفتين || (2) رع || و || (2) ررة || ان معادلة غوس 
5 (48) ومعادلة بيترسون كودازى 6(23.5) محققتان أي أن فرض بوني 
43.5 متوفر. بالفعل فإن الاصغريات :*.ر,8 للمصفوفة ||,:6|ا تحقق 
بفضل تعريف ررة (1) ولمساواة 2(36.6) العلاقة: 
Runt:‏ حيو © جح وبر ررر8 

يعنى ذلك ان علاقة غوس محقق. يأخذ دستور بيترسون 6(23.5) 

: الذي بن اثباته الشكل‎ 
a O Tb AT 


د فاده 
عندما ننقل الى هذا الدستور قيم وة الواردة في (1) فإننا نصل الى 
المساواة: 
dg 8‏ 
E Toa, y— Ty, a.‏ )2( 


- 1 { u OERJ __ Ete ) 
رج ( 2 ار‎ 1 ûr zi / ' 
ج‎ ) Ofih زر‎ 2615 __ 81j 
25 نرق‎ zi اجن‎ 


9 
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وبذلك يتم البرهان على )2( بطرح احدى العلاقتين السابقتين من الاخرى. 


استنادا الى نظرية بوني 5 ,43 فإنه يوجد في الفضاء Ra+ı‏ سطح 
(n < < un)}‏ ته = e‏ نيبم € >) = ا تمثل من اجله العبارة ۵u,‏ ر8 21 
ر1 


الشكل التربيعي الاول وتمثل العبارة 40 ٠ ٠:‏ بغ الشكل التربيعي الثاني . 


1 : 
من اجل السطح 1 » لدينا (8 لل اح ررم لش ٣ع‏ = رطع = إن ومنه 
5 ,2 1 _ _ 62م _ Om.‏ ۾ | 1 6 5 : 
ري م 37 > رچ ؛ مم إذه =( ج + )چ ۴ 


(,ه-م) لط حيو ومنه يأتي ” = | ونه - 2 |اخيرا فإن السطح 1 الايزومتري 
مع المموعه .44 يمثل سطح كرة نصف قطرها ۲. 
56.6 . ننتقل الى انشاء فضاء رياني ۸ انحناؤه ثابت وسالب "= ۸ 
حيث 0< .٩‏ نعمم الى حالة البعد (82+1) الانشاء المقدم في 45.5 حيث 
حققنا إنحناء ثابتا وسالبا على مجسم زائدي في الفضاء الثلاثي البعد المزود 
بالمسافة المستنتجة من الشكل ٦ے‏ ثم د آ2 = (2 ,ند). 
نرمز ب للمجسه الزائدي *م-- 81(5”م) ب "("2) + . . . + #(اج) في الفضاء 
الاقليدي :+ دي البعد (2+1). نزوده بالمسافة المستنتجة من الجداء شبه 
السلمي امرجم "و + . . . + اواج درن ,)0 . نؤكد على ان هذه 
المسافة معرفة موجبة على 15. أي ان الشكل : 

لجسيل dat da1 + ... + dar dar — dan+1‏ 
لا تأخذ سوى القم الموجبة على الاشعة الماسة للسطح #. بالفعل فإن لدينا 
على 15: 

0 ع ا٣ےل‏ 1٣ے‏ لد ارول "چ للد ,.. + ہل ابن 
ينتج من متراجحة كوشى - بونياكوفسكي ان: 


(a*1) (da™*1)® 2 (a dr't+... +2" dz”) < 
ت(ام)] 4ه‎ + ... + (2° (Az? ل‎ . . . + (d")*] = 
= [(2"*)*—p°] [(dz)* + . . . + (dz) < 
< (2® (dz)? + ... + (dz")*], 
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إذن 
(dz)? +... + (dam) — (dar) <0‏ )1( 
وهو ما ذهبنا اليه. 


6 .66 . ليكن ا سطحا بعده 8 في المخورط 0 >> (2 ,2) تتحقق من اجله 
المتراجحة. 6 .1(56) ويعطى الشكل «(# ,#) مسافة معرفة موجبة. نلاحظ 
من اجل هذه السطوح ان شعاع شبه الناظم " يحقق المتراجحة 
0 > (” ,)ا ولولاه لكان الشكل ١‏ ,#) الموجب في المستوى ذي البعد 
١‏ اماس وغير سالب على الشعاع " شبه العمودي على هذا المستوي» غير 
سالب على +۴ بأكملهء وهذا غير صحيح. 

نبحث عن إنحناك السطح ر بوصفه فضاء ريمانيا في المناحي الثنائية 
البعد 4/01 ,ضته] . هذا الغرض نكتب في البداية دستوري غوس 
وفينغارتن من اجل نصف القطر الشعاع للسطح (ملة .. ..:) نه ئة ( الموسط 
بطريقة كيفية) : 

1j = a = Tijzn + Bim, 


07 hk 
ر‎ e جد‎ Dj Th. 


نرمز ب (صس ,ررج) = ررق . لديناء کا هو الحال من اجل سطح ف 
ا القند ى :0ك :ورد جا د روه روس توك ررعدرو 0 ومتد باق 
له = Dj = — (Mj, Ux) = — (Djs, Ta)‏ )1( 
م كبا هو الحال في 23.5 : 


m1 Orî, ar? nt 
(2)  Pınbyı— Babi = 2 [ 77 چ‎ 2 +3 (Tia — Ta) | Ent 
P=41 =1 








يمثل الطرف الثاني ف )2( موتر الاخناء Ri, ar‏ . اما المعاملاات 
م في الطرف الاول» خلافا للحالة الاقليدية حيث 
رط = (م ,رره) = رب » فهي تعين إنطلاقا من العلاقة: 
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biy = (zy, m) = Buy (m, m) = —By. 

لدينا هنا مكان أصغري للشكل التربيعي الثاني يشغل السطرين م ,: 
والعمودين ,1 ,نر . وهو ما كان لدينا في الحالة الاقليدية» نفس الاصغري 
لكنه مسبوق باشارة ناقص اي 

Ruy, kı = رهس‎ hu 

إن الكمية المطلوبة أي انحناء الفضاء الريماني 1 في المنحى الثنائى البعد 

ناه » تبدو مساوية ل: ١‏ 


laz, dy]‏ 3أ[يية ,مها بر ريه 
لشن 1 سا اننال مس11 8800-10 K—‏ )03 
زوك laz, dy]? (az,‏ بم Gig,‏ 


6 .76 . لدينا في حالة شبه سطح كرة: 
لثمب = L = {zr € Rar: (x, z2)‏ 
سم = ± . وبالتالي 
zr,‏ ألم = zy = pmy‏ 
بحيث ان 8ن ے - م ينتج عن ذلك ,ري ل - = رھاظ = 
(Zig, MR)‏ = ررم وبالتالي : 


1 
By, ni™= SF Fu, te 


بعد ذلك تصبح (3): 
.کس 

وهكذا تعطينا شبه الكرة ا مثالا لمنوعة ربمانية بعدها ١‏ وانحتاؤها 
سالب يساوي القيمة الثابتة م/1- في جميع المناحي الثنائية البعد . 
6 6 . أ . بخصوص القضية العكسية نعتبر فضاء ريانيا ,84 له عند كل 
نقطة وفي كل منحى ثنائي البعد نفس القيمة السالبة .0< و ,مهس = £ . 
لنثبت ان مثل هذا الفضاء .84 ايزومتري مع جزء من شبه الكرة 
عمل نت L‏ . 
ب. سنحتاج الى نظرية بوني المتعلقة بسطح في الفضاء و+,8 مسافته 
الريمانية مستنتجة من الشكل (2 ,2) 
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ها هو نص هذه النظرية : 
نظرية. نفرض ان هناك مصفوفتين (nxn)‏ || )( ربع G = ١١‏ 
Un) CG CEasg‏ رتنه u = (uy,‏ :|| 2) رط || = 8محققان الشرط : 


لضي Lom arr‏ 
8pls‏ | كلما (TAT‏ 2 + 2 َم 2 = برطجيط — ىر رطورا )1 ( 
٠.‏ ادع أعدم 











حيتت 
OB‏ 3802 ر 78818 ) ذف u‏ 
(FE + n Eu) ,‏ 3 = وم Fig‏ 
وكذلك الشرط 
db _ êb‏ 
Fon + 2 = Dj Tp + 2 .‏ )2 (2) 
م 0 


عندئذ يوجد في الفضاء ,ہ۴ سطح 1ا بعده 8 مزود بالمسافة 
(المعرفة موجبة) المستنتجة من الجداء شبهة السلمي (ن ,) والتي تكون 
من اجلها المصفوفة © هي مصفوفة الشكل التربيعي الأول والصفوقة :8 
هي مصفوفة الشكل التربيع الثاني. 

يتبع البرهان على هذه النظرية نفس الطريق المستبع في الفضاء القليدي 
(43.5). نكتب جملة المعادلات: 








0 R 

2 Tija — bij, 
0,7 Rh 

uj 3-5 ك4‎ Tk 


حيث مر = معط » اما (س) :> و (») ” فتمثل التوابع الشعاعية 
المجهولة . 
نلاحظ ان شروط تلاؤم هذه الجملة تطابق (1) و(2) يوجد إذن حل 
0) ” ,(») به > وهو وحيد إذا كانت لدينا الشروط الابتذائية 
(مv)‏ ينه و (0) * المحققة للعلاقات: 
(Uo), m (uo) = (0,..., 0, 1).‏ ريع ع (Uo)‏ رئد (Zr (Uo),‏ 
نعين بعد ذلك التابع «) 2 انطلاقا من الشروط : 


Oz (u) 


guy اك‎ (u), x (0) =0. 
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إنه السطح المطلوب ذلك ما نثبته باتباع نفس الاستدلال الوارد في 
43.5 . 
ج . ننتقل الى البرهان على القضية أ نلاحظ في الفضاء .۷ ذي الانحناء 
الثابت في كل المناحى الثنائية البعد 


K Ri, nizik! 


= ,"و‎ 4<0 
E UT م‎ 


ان لدينا طبقا ل36.6: 
nt‏ ةوس = ٠ Ruy, ni‏ 

نضع ر8٩‏ - = وط ونشت. من اجل الاشكال ريه و ,€ ان 
فرض نظرية بوني في الفضاء شبه الاقليدي (ب) متوفر .بالفعل. لدينا 
انشاء : 

bi j kı — 2و = برزطبررط‎ (Ei, gxi— (ررطبريع‎ = (Gj, = عد‎ Rij, kl 

نتأكد من الشرط (2) كما هو الحال في 46.6 . 

يتبين من توفر فرض نظرية بوني انه يوجد سطح ,۴ے ا مسافته 
مستنتجة من الشكل (2,) وتمثل من اجلها ||رءم||ا مصفوفة الشكل 
التربيع الاول وتمثل || Il be,‏ مصفوفة الشكل التربيعي الثاني . لدينا من 
اجل هذا السطح 1: ا 

: مروا = 10 0 وبالتالي‎ = Q€, dou bj - 00 

my = درط‎ = qz, (m — qz), = 0, 
إذن:‎ ٠ 
mn = و‎ (r — 20). 
ينتج عن ذلك أن‎ 
7 m 1 
(2 — 2o, ,س( د( سے‎ 2= Tg? 

بحيتٌ ان السطح ا يقع على شبه سطح الكرة 5 = ( ,م 

المسحوب مقدار شعاع To‏ . : 
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وهكذا يشل المجسم الزائدي 14/5--(2 ,ن) المزود بالمسافة 
المستنتجة من الشكل (z, x)‏ نموذجا قانونيا للفضاء الريماني ذي الانحناء 
الثابت والسالب كسيد . 
تمارين 
00 51 كا Rs‏ ل 
ن ضمن بعض جل الاحدائيات على ركى و Se‏ ا نفس 


2. اثبت دستور الاشتاق التغايري لجداء موترين : 

Vg (TS) = VqgT-S 4 TVS. 
اثبت دستور الاشتقاق التغايري لتقلص موثرات:‎ .3 

Vg (TiS) = VgT 1-S, + Ti.VyS,. 
نبت حقلين شعاعيين متعامدين في المستوى. تلاحظ في كل نقطة ان‎ . 4 
أي شعاعين من الحقلين يعينان اساساً محليا. نعرف انسحاب أي شعاع‎ 
بالشرط القائل ان احداثياته المحلية ثابتة. اثبت ان الترابط الموافق لذلك له‎ 
انحناء منعد م لكن التواءه غير منعد م عموما.‎ 
18 نضع في ساحة 6 من المستوى )= 14,60 ونفرض ان‎ .5 
الاخرى منعدمة كلها. عرف ©2)/ بحيث إذا انسحب شعاع ( بمفهوم‎ 
عدة مرات على طول محيط مغلق وصغير بشكل كيفي‎ ) ٣ الترابط‎ 
يحيط بنقطة معطاة 6 4 فإن احداثيات هذا الشعاع تتزايد لانهائيا.‎ 
عند نقطة معطاة 4 من فضاء .30 ذي ترابط تألفى, نختار بشكل‎ .6 
۸ ليكن 0 جوارا للنقطة‎ . ٠... كيفى 2 شعاعا مستقلة خطيا  مء‎ 
يمكن ان نصل فيه كل نقطة 8منه بالنقطة 4 بواسطة جيوديزية وحيدة‎ 
تمر في ت (التمرين 12ء الفصل 5). تعن الجيوديزية‎ 704. 
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۲)4١ 2(‏ بشعاعها الماس عند النقطة 4ء مثلا بالشعاع ,اع 5 ع 
نرمز ب 58 لقيمة الوسيط القانوني على (7)4.8 عند النقطة 8ء المعين 
بالمساواة .ع ها نختار الاحداثيات الجديدة للنقطة 8 الاعداد 

و = ٤‏ اثبت ان .0 = (4) :59 ضمن هذه الاحداثيات. 

نبذة تاريخية 

. إنطلقت المندسة الريمانية إثر محاضرة ريمان الملقاة سنة 1854 والمنشورة 
سنة 1867 ور liegen Über die Hypothesen, welche der Geometrie ZU‏ 
Grund‏ « ¢ ريمان في هذه المحاضرة فكرة الفضاء ذي البعد # وفكرة 
غوس المتعلقة بايجاد مسافة على سطح بواسطة شكل تربيعي لتفاضليات 
الاحداثيات. وقد اقترح ريمان في نفس المحاضرة تعريفا للإنحناء كان 
كريتوفال (1869) قد طوره بعد ذلك في شكل تحليلي؛ إن التحليل 
الموتري الذي انشأه ريكس خلال السنوات 0 («طرق الحساب 
التفاضلى المطلق وتطبيقاتها» الولف المشترك لريكسي وتلميذه لوفي - 
سيفيتاء 1901) هو احسن وسيلة لوضع الاسس التحليلية للهندسة الريمانية . 
وقد اشار ريكس ولوفي ‏ سيفينا الى الاشكال القانونية للفضاءات الريمانية 
ذات الانحناء الثابت. لاحظ شور (*لاط86) سنة 1903 إنه إذا كان 
للإغناء عند كل نقطة من فضاء ريماني. 4 نفس القيمة من اجل كل 
'المناحى الثنائية البعد فإن هذا الانحناء لا يتعلق ايضا بالنقطة. اتضح ان 
اللغة الموترية لائقة جداً في النظرية النسبية العامة لإينشتاين ( 1915) لكنه 
كان من اللازم الانتقال فيها من الشكل المتري المعرف موجب ”كك الى 
شكل غير محدد (مع الاشارة ناقص امام احد المربعات في التمثيل 
القانوني ) . ادخل لوفي - سيفيتا وشوتن ) Schouten‏ ( سنة 1917 في الهندسة 
الريمانية مفهوم الانسحاب» وهو ما سمح لما بايحاد عبارة جديدة لوتر 
الانحناء . أما الفضاءات ذات الترابط التآلفي فقد ادخلها شوتن وه. ويل 
(Wey!)‏ سنة 1918ء وظهرت المنوعات التفاضلية لأول مرة عند ويتني 
Whitney)‏ ( سنة 1936 . 
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الفصل 7 
المفاضلة والمكاملة على المنوعات 

يمثل التحليل الرياضي على المنوعات القابلة للمفاضلة في الوقت الراهن 
ميداناً واسعاً جدا من الرياضيات » فهو ميدان تتلاقى فيه افكار وطرق 
الفروع المختلفة للعلوم. نقتصر هنا على تناول واحد من الفصول المهمة 
للنظرية: إنه فصل تعميم العلاقة بين الاشتقاق والمكاملة المعطاة في ,2 
بدستور ستوكس (الفصل 4) الى حالة منوعة قابلة للمفاضلة أولية وكذا 
طرح وحل المسائل المباشرة والعكسية الموافقة لذلك. إن المثيل المتعدد 
الابعاد للتحليل الشعاعي التقليدي هو التحليل الموتري باعتبار موترات من 
أية مرتبة كانت ات نحتاج على وجه الخصوص الى موترات متغايرة 
لوصف الاشكال المتعددة الخطية). إنه تبين بأن العمليات الشعاعية 
التفاضلية, أي التدرج والتفرق والدوار تجد تعميمها في عملية تفاضلية 
واحدة على حقول الاشكال المتعددة الخطية» وهي عملية المفاضلة ضد 
التناظرية (2.78 ). يأخذ دستور ستوكس شكلا عاما وفي نفس الوقت 
بسيطاً جداً: هناك مساواة بين التكامل على ساحة لتفاضلية شكل والتكامل 
على حافة ساحة هذا الشكل ذاته (3.78). نختتم هذا الفصل بتعمم 
للمسألة العكسية في التحليل الشعاعي» أي مسألة استرجاع حقل شعاعي 
انطلاقا من تفرقة ودواره: ترد هذه المسألة الى استرجاع ( محلي) لشكل 
انطلاقا من تفاضليته وتفاضليته القرينة اما حل المسألة الاخيرة فهو جد 
بسيط باستخدام في آخر المطاف طرق التحليل الشعاعي (4.78). 

8 1.7. الاشكال ضد التناظرية 


7. الترقم المتعدد . نسمى رق) أي عدد طبيعى 1ء 2..... نسمى 
رقا متعددا. وعلى وجه التحديد  )6-0(‏ رقا كل متتالية ر1 .... 
)-(غ2) مؤلفة من k‏ رقا لو يتجاوز كل منها العدد f‏ نسمی الارقام 
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أ ...ل i‏ مركبات ال(#-#6) رقم (ل؛ .... 1(=)1). نقول عن 
(-۴) رقمين << (j, <... i) et Û) = Ûy,‏ = )( 

إنها متساويان إذا كان ,لاء ٠...‏ زض1 ونقول انها مختلفان إذا 
تحققت اللامساواة ,زر من اجل رقم «<» على الاقل. نقول عن رقم 
متعدد (ي؛ ... ,1(=)1) إنه مرتب إذا كان ا> ...كرة >رقء وانه 
ضيق إذا كانت الارقام ,أ ...»م كلها مختلفة؛ وأنه مرتب تماما إذا 
كان ,ا> ...> را>1. نتأكد بسهولة انه إذا كان # و" معطيين فإن 
هناك *#(ه-*) رقا مختلفة ى_, *© مرتبة و (۸-۸+1) ...(۸)۸-1 
ضيقة و04 مرتبة تماما. بصفة خاصة» من اجل 6-1/. يوجد #(#-1) رقا 
تمثل الارقام 1. .... # لاغير؛ على الرغم من ان التعريف السابق لا 
ينطبق مباشرة فإننا نعتبر هذه الارقام المتعددة مرتبة تماما. من اجل -/, 
يوجد "۸ (2-# ) رقا مختلفة و 0:21 مرتبة وا۸ ضيقة وواحد فقط 
(21©) مرتب تماماء انه ال(-*) رقم (* ,... ,2 ,1). نشير ايضا الى 
«(-(1-»)) رقا مرتبة تماما: 

حو EE‏ اوح له بوم موق (e ARG A‏ 
حيث يعني الرمز 8 ان المركبة الموافقة له يجب حذفها من المتتالية الواقعة 
بين قوسين. من اجل >ا>هفإنه لا توجد (#-) ارقام ضيقة ولا (حتا) 
مرتية تماما . 
ب. يمكن كتابة كل («) رقم (ية .... .رة)-(1) على شكل (#-م) 
رقم مرتب (مه .... ,,©)-(0) بتبديل مركباتها تبديلا مناسبا» يسمى 
مثل هذا التبديل مرتبة ونرمز له ب(0)1. نلاحظ ان كل (۸-۸) رقم 
(1) ضيق يتحول بواسطة مرتبة الى (#-#) رقم (») مرتب تماماء علا 
ان التبديل )م6 معرف هنا بطريقة وحيدة.اماالعدد 

lh‏ م = زأع فهوء تعريفاء اشارة هذا التبديل. 

إذا كانت لدينا مصفوفة |ا|مشه||) من النمط (#“6) ارقام سطورها 
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هي k‏ وه ,21ل وارقام اعمدتا هي ,م0 حيث k‏ و P=1,‏ 
Ca <...<OARg‏ فإن معينها حسب بالدستور : 


1 il YS gt ‘Rah ا‎ a 
( ) det || aa || 070 أو ان‎ 01 55 0 


(يتم الجمع على كل الارقام المتعددة () التي يكون من اجلها 
(»)=(0)1). 

ج. يسمئ رقم متعدد ‏ (يمل ...م = (ن) مرکباته تتمم 
مركبات (8-كا) رقم ضيق (ين ,. ١.‏ ,ة) = 3) حتى الرتبة 5 بأكملها 
1 »...ع يسمى متمم ال(n-k(‏ رقم (1). إن هذا الرقم المتعدد (1): 
معرف بطريقة وحيدة إن اشترطنا أن يكون مرتبا. 

د . كمثال (سنحتاجه في المستقبل) عا سبق نحسب اشارة التبديل الذي 
يرتب (8-8) رقا من الشكل Pn-)‏ .<۰ موق (Cr, ۰... Ans‏ 
حيث (ه«م8ق ,... ,,8) = (8) هو الرقم المرتب تماما المتتم لرقم مرتب 
تماما(ج»ه ,... ,») = (») يمكن بايحاد مرتبة ال(١-ه)‏ رقم المشار اليه 
كما يلي. نضع في البداية الرقم © الواقع في المكان رقم ءا في مكانه رقم 
«» . إن العدد «» يساوي على الاقل ‏ لأن الرقم المتعدد (»). مرتب 
تماما. تتم هذه العملية اثر .م - به تبديلا لعنصرين متجاورين» وهي لا 
تغير مواقع رم . ثم نحوّل الرقم .مه من الموقع رقم 1ك الى الموقع 
رقم ع ۾ < په » وتتم هذه العملية أيضا أثر (1 = ) ,يبه 
تبديلا لعنصرين متجاورين » نواصل بنفس الطريقة فنصل الى تحويل الرقم 
:» من الموقع الاول الى الموقع رقم ,» ويتم ذلك بعد 1 - ,» تبديلا 
لعنصرين متجاورين. عندما تأخذ كل الارقام به ,... ,به اماكنها 
فإن الارقام مم8 ,... .,8 تأخذ ايضا اماكنها تلقائياً لأنها تحتفظ 
بمواقعها الخاصة وتشغل كل الاماكن المتبقية. أخيرا لترتيب الرقم المتعدد 
Bn-«)‏ ,< .< مرق (n 0 9 Aks‏ فقد قمنا ب 

ay... Fey... += به‎ 2 
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تبديلا لعنصرين متجاورين» ومنه يأتي: 

غ ر : ْ 

)2( el: ا‎ aR; a Ba Bq = (— 1)7 1 
الاشكال المتعددة الخنطية.‎ . 7 

أ. نقول عن تابع (2 .< 2) 4 ل 1 شعاعا اليه ان 

فضاء شعاعي R۸‏ انه متعدد الخنطية وعلى وجه التحديد 1 - الخطية إذا 


كان خطيا بالنسبة لكل متغير عند تثبيت المتغيرات الاخرى 


ب. يسمى كل تابع × - خطي في الفضاء 40 × ۔ شكلا ويسمى ! 
درجة الشكل . لنبحث عن العبارة العامة لا شكل © .... 20) ۸ في 
الفضاء ./ ذي البعد 5. هذا الغرض نختار بشكل كيفي أساسا 
© 6000-0 ونرمز لإحداثيات شعاع 7 ضمن هذا الاساس ب 
٠ ٠.., 5"‏ . يتبين من خاصية تعدد الخطية أن: 


1 1 


> لك ولو 61 240257 =( ,. A(z,‏ (1) 


> 1 1 
= 2 E E4 (i1, وهه‎ ei») س‎ 2 42 e E, 
oD 4 0 ۰) 1 Rk 


حيث (ن© ,... (e‏ 5 » . القضية العكسية بديهية: إذا كتب أي 
تابع ل 1 شعاعا 2 2.2.0.0 من الفضاء ۴١‏ بدلالة احداثيات 
الاشعة بالطريقة الواردة في الطرف الاين من (1) فإنه يمثل » - شكلاء 
وذلك مهما كانت المعاملات ره . 

ج. بطبيعة الحال يمكننا جمع 1 الاشكال في ۴١‏ وضربها في الاعداد 
ونحصل بعد ذلك عله ا اشكال. وهكذا تؤلف ال ٠‏ اشكال في ,7 
فضاء شعاعيا جديدا. يتألف اسهاسها من عا الاشكال ‏ 5...۴ 
التي يساوي عددها عدد (8-) الارقام أي سر (11.7 - ). ينتج 
الاستقلال الخطى ! 1 الاشكال هذه من وحدانية التمثيل (1) : نضع فيها 
پوه = ت ٠٠ ٠١‏ 600 7 م فنصل بالضرورة الى العبارة (يره ,. . . ,إر6) 4 = بريه 
وهكذا فإن بعد فضاء كل الاشكال في ,بم يساوي خم . 
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د. لر كيف تتحول المعاملات عند الانتقال الى اساس جديد 
“نام = ۲ (11.6). لدينا: 


RA (ei <. eq) = Pit, ..., Phan.‏ ار د 
ك1( ,2 0 د و 0 aA’) = A (ir, ET 6 pi 0 P4 (iu,‏ 


وهكذا تشکل المعاملات di‏ موترا متغايرا م مرة. 


أ. ندخل ايضا مفهوم © الشكل: © - شكل هو تعريفا تابع ل ٤ ۴١‏ 2 
ثابت تؤلف إذن جموعة 0 الاشكال فضاء بعده 1. 


7 . + الاشكال ضد التناظرية . 


أ. نقول عن ۴ ۔ شکل a2)‏ تتغير اشارته بتبديل متغيرين 
مستقلين فها بينها إنه ضد تناظري . 
من البديبي ان جع عا الاشكال ضد التناظرية وضربها في الاعداد 
يؤديان الى اشكال ضد تناظرية. وهكذا تمثل 8 - الاشكال ضد 
التناظرية فضاء جزئيا شعاعيا من فضاء كل K‏ - الاشكال. 
ب. لیکن 
A(z, ...,3(= 3 a" ... Ek‏ 
k (2 1 8‏ 1 
)م _ شكلا ضد تناظريا عا أن ل ,... ن:©) 4=« فإن المعاملات 
Qi‏ صد تناظرية بالنسىة للم ر کات ET ih‏ الواردة في ال 
(ه-ا) - رقم()بصفة خاصة, إذا كان هذا الاخير غير ضيق أي إذا 
كانت له مرکبتان متساويتان فإن المعامل © منعدم. بما أنه لا وجود 
ل «<  #‏ أرقام ضيقة من اجل۴< «فإن كل » - شكل (عندما 
>2 ) ضد تناظري مطابق إذا كان 1<ه فإن Ra)‏ أله = ‘An‏ 
حيث | ()0- (ه) ونستطيع وضع )ك ...0ه 4 على الشكل : 
A(z... = Dag...‏ (1) 
k (1 1 h‏ 1 
و( ,۰۰ )ري ہے ا Epp it‏ ا 1 1 
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(2) Da) (2, ...,2( = ا‎ 


تسمى الاشكال (2 ,.... ,2) د82 في (2) الضد تناظرية بطبيعة 
الحال. عل اشكالاا ضد تناظرية قانونية؛ اما عددها فهو عدد ال 
(ها) ارقام(ي» ,. . . ,»)= (هالمرتبة تماما أي . 608 (11.7 - أ). با 
أن المعاملات » في (1) معرفة بصفة وحيدة(ي© ,. ,,.6) 4 = رمه 
فإن الاشكال «,2 مستقلة خطياء إذن تمثل اساسا في الفضاء الجزئى 
لكل - الاشكال ضد التناظرية. يأتي من ذلك ان بعد هذا الفضاء الجزئى 
يساوي 05 . ١‏ 
ج. إن ال 8 شكل ضد التناظري (1 = 68) الوحيد ( بتقدير عدم 
الاستقلال الخطي) هو: ش 


ğ!‏ ...اع 

1 n 

Da eee n) (z, 9 2) = o» 9 
6 E"... 

1 n 


إذا كان الفضاء ۴۸ اقليديا واخذنا الاحداثيات :غ ضمن أساس 
متعامد ومتجانس فإن القيمة المطلقة للشكل 2 0 D a. ...m (z,‏ 
تفسر هندسيا كحجم متوازي الوجوه المنشا على الاشعة ل 2 

د . إن تعريف ضد التناظر لا ينطبق مباشرة على 0 الاشكال و 1 - 
الاشكال رغم ذلك فإننا نعتبر تلك الاشكال ضد تناظرية تعريفاً. 
7 . مناوب × - شكل. 


4 
Alt A(z, ..., 2) = -_ 3 gl. A(T, ...,% 
(2 0 ¥ 7 14. . پء‎ (z 


مع الجمع على كل (8-ا) الارقام (1) الضيقة. يمثل الطرف الاين 
المتوسط الحسالي 17 )2 2000٠٠‏ من اجل كل تبديلات ال 
(-ا) رقم k(‏ ,.. ل له قة ها انه يمثل 
أيضا شكلا يسمى مناوب العل شكل الابتدائي 2 .... 2) ۸ 
وهو شكل تناظري مها كان الشكل الابتدائي (2 ,... ,2) 4 نعتبر» 
مثلاء تبديل 2 و 2 . نعالج بصفة منفصلة جموع حدين متواليين من 
الطرف الثاني في (1): 


lovacoecsnonnnns x 8 2 + 

0 و و 7 BAA‏ ج 
eB 2(‏ ونا كو م TERETE‏ 
0 6 و ل 


حيث أن مواقع الارقام الاخرى 6 ,... ,3 ثابتة. يصبح هذا المجموع بعد 


0 


RA 4 2 2 3 3‏ وامهار وم م مع فيوة أع ع 
(z, 5 Nr‏ وأ ..1...2 ...1 
A (x 3, ID ,2( =‏ ومثلافةية ممه عل 
Hece A... 1 1 2 i‏ 
2 و A(z, E E‏ 0 ا 8 ص 
EE Da 2 3‏ 
ا و ١‏ عل 1 2 0 0 8 


ينتج عن ذلك ان العبارة (2 .... ,2) 4 له تغيّر اشارتها عند تبديل 
2 و = . وإذا شكل 2 .۰ A(z,‏ ضد تناظريا فإن مناويه لا 
بغيّره لأن كل حدود المجموع (1) متطابقة 

OA ...,(‏ اه 
ب. نبحث مثلا عنءة, ع أ حيث مز ,... ) = () 


مثل (0-) - رقا مثبتا لدينا طبقا للتعريف: 
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iı م‎ f...kh 71ع‎ IR —- 
(JANE ... gh gr J ايه‎ ...Ë 
(2 نا‎ 
1غ اع‎ 
1 hk 
1 j 1 
ا لت‎ STE 8-44 أله‎ 8 = 
.. 
1 h 
1 1.y VL 0 
ت‎ 8 RE hk 
ا‎ 51 1 
(v) 


إذا كان الرقم المتعدد )1( مرتا تماما مثلا (ن» ,.. 


: فان‎ 
E ع‎ 
ٴ1‎ ١ 1 
9 E ل‎ OQ = r و زم)(1‎ 9 2), 
21 e E 1 
1 8 


٠‏ ©) = )0( عرز) 


حيث (2 .... #) 2 شكل ضد تناظري قانوني (31.7). 
ج. نشير ايضا الى الخاصية الخطية البديبية للمناوب: من اجل ‏ شكلين 
A(z, ۰.» 2(‏ و ٠.٠١‏ ) و4 ومن اجل عددين © dag‏ 


لدينا : 


(4) Alt (a4, 3 aA, = 01 Alt A41 35 do Alt As. 


7 . الجداءات الموترية للاشكال المتعددة الاطية.. 


أ. ليكن 2 ۰۰۰ ,) 4 ع شكلاً و ( ,. 
إن الجداء الموتري -)k+”(‏ شكل (2 ... 


.. )8 نه شكلا 


6 معترف 


h+m 
: بالمساواة‎ 
C(t, ..., 2= A(T, ..., 2B (r, ..., 3). 
(1) E ا‎ 
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نرمز للعلاقة (1) قصد الاختصار ب 8»8ه-0. 
ب . با ان الجداء السلمي يكتب بدلالة الجداءات. العادية العددية لقم 
الاشكال فإنه يتمتع بالخاصية الخطية : إذا كان وميه ل ,۸ه = 4 فإث: 
XB.‏ وميه + 8 كا A XB = (a4, + aA») X 8 = aA,‏ 

ج. حتى ولو كان 4 و 8 شكلين ضد تناظرين فإن الشكل ۸×8 ليس 
بالضرورة ضد تناظريا. إذا أردنا الحصول على شكل ضد تناظري يكفي 
مناوبة الجداء الموتري» فنصل الى شكل جديد هو: ۰ 

2) D(z, ..., 2) > ]نالك‎ (E, ..., 2) B (z, --.,J 
8 أوء باختصار 4۸8 = (الذي يسمى جداء متناوبا للشكلين ۸ و‎ 
(نلاحظ أنه معرف من اجل کل شكلين ۸ و 8 حتى ولو كانا ضد‎ 
)! تناظرین‎ 
: حسب » مثلا »8 ۸ 4 حيث‎ .2 

gim,‏ لل انم هر kh tk,‏ جر 

. 7 1 8 1 
لدينا تعريفا: 

4/8 - عام‎ )4 <8( 1 ... ERE ل‎ tm. 


8 8+1 hHm 


نحصل باستخدام 41.7 (3) على: 


2 ا‎ 
EEE Rh 


1 م‎ 8+ him 
tei 
ANB=—Û_lEh.. Eth. tk دأ‎ 
۸ (km! | f عدم‎ hm | 
îm ÈÎmkîm m 
1 kh 41م‎ Rm 
1 اك‎ 1 
يي مه‎ g1 Tp lm E يدا‎ 0 Vp 
TTA .. RETR لسعو ل‎ 
(km) 0 1 0 ك0‎ RA! hi 
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ر. إن الضرب الموتري المتناوب عملية خطية مع الضرب الموتري والمناوب: 
إذا كان .4يه + دكره = 4 فإن: 

x 8( =‏ (وقميه + (a4, + a4») A 8 = Alt {(e,A,‏ 
B + aA» A B,‏ م Alt (aA, << 8 + aA, X B) = aA,‏ = 
وكذا الامر فا يخص الحالة ,8ط + ,8ط = 8 . 
س . لیکن ,لآرة A = DJ aft, 8 = DJ‏ شكلين خطيين معطيين. إن 
القانون ضد التبديلي التالي قائم : ش 

AANB=-—BAA. 
بعد الانتهاء من البرهان على قيام الخاصية الخطية يكفي اثبات (4) من‎ 
اجل الاشكال الوحيدة الحد غ = 8 ,اغ = 4 لدينا:‎ 
EAE = 1ه‎ 887 = (EE — EE) = AILE Î AE. 
1 2 1 2 1 2 12 
اما فما يخص الاشكال ذات الدرجات العالية فإن العلاقة (4) تستبدل‎ 
.)10 بعلاقة اكثر تعقيدا (راجع التمرين‎ 
ص . لنثبت ان الضرل الموتري المتناوب جمعي أي أن لدينا العلاقة التالية‎ 
:©: 8: ۸ من اجل أية اشكال ثلاثية‎ 
(5) AABNC=AAN (BAC). 
يكفي اثباتها من اجل الاشكال الوحيدة الحد الاساسية:‎ 
اسه‎ ...Eh, ل اوسن الع ل امسق‎ tm, 

1 ليا‎ 1 0 1 m 
لأن الانتقال الى الحالة العامة يتم بسهولة بواسطة خاصية الخطية المثبتة‎ 
. )4 ۸ 8( ۸٩ اعلاه. كنا وجدنا في (3) الشكل 8 ۸ 4 نشكل الجداء©‎ 
: لدينا‎ 





)4 7 8( ع 6م‎ Alt ]) 4 (8م‎ x C]= اا‎ 
ل ل ان 1 ب‎ Var F4 داب‎ 
= 41: ) (FDI 2 e Re E, E 

aT 25 0 لل م‎ Bet E... Bm, 


RL أبلبة‎ +m 


بتطبيق مرة أخرى 3(41.7) نحصل على: 


)4/8( AC = 
v1 v1 
1 h+l4+m 
1 5 وق للقي .تأي‎ 1 helt, ., Ehret 
= 301 Neeson vant (kFIFm)T | f و اجر‎ 
(wv) 21 84 
1 8411-1-0 
tm... mm 
1 000 


نبدّل سطور المعين المحصل عليه بحيث تصبح في ترتيبها الابتدائي 


£. 4 8 0 0 6 
۽ ګل عتديدك:‎ Us oooy hs ja °<“ Jt 


لأع ع 
24114 1 

ال انع 

1 1 1 214 

د E",‏ 2 اص + م) RFDT‏ = 6 (4/8) 
جع بد 
îm‏ 1 لك 
+ 1ق 1 


إن المعين المحصل عليه لا يتعلق بالرقم (©) ؛ وأصبحت كل الحدود 
الواقعة تحت رمز الجمع متساوية. إن عدد هذه الحدود , المساوي لعدد كل 
الارقام الضيقة («) . هو )K+1(!‏ - اخيرا: 


141 لأع‎ 
1 A+I+m 

6 کد‎ 1 4 oe 4 
(6) (AABJAC= FTF ٣ ف‎ 
Sm Bm 
1 211 


-6 45 


من الواضح ان حساب0 ۸ ۸)8 4يؤدي الى نفس النتيجة وبذلك 
نكون قد اثبتنا القانون التجميعى للضرب الموتري المتناوب. وهكذا فإن 
العبار ۸٥‏ 8 ۸ 4 وكذا مثيلاتها المحتوية عله عدد اكبر من العوامل » معرفة 


بطريقة وحيدة. 


7 . الرمز القانونى للاشكال ضد التناظرية .. 
0 باعتبار ثلاثة وحيدات حدود it, 2, gs‏ ¢ نخد استناداً الى 
3(41.7): 


12 


غ 
3 
i2 giz) 4p f2r 8‏ 1 _هة i‏ 
E"AEAE= TIRÊ § =A.‏ 
ع 
3 2 


نواصل بطريقة ماثلة فنجد من اجل أية ارقام هأ ٠.‏ بأ 
E.‏ ... “لم د ل EA...‏ )1( 
إذا كان الرقم المتعدد (م* ,... ,ره) = (») = () مرتبا تماما فإن 
الشكل *ع . . . 8 816 يطابق» بتقدير عامل» الشكل ضد التناظري 
الاساسي 22  41.7( Dre» (z, e‏ ب). بالتالی فان کل K‏ - 
شكل ضد تناظري 2 ,... ,*) 4 يكتب کا يلي : 
DN ae A... AE™,‏ =2 4 )2( 
حيث ان المعاملات ر معرفة بطريقة وحيدة. تسمى المساواة (2) 
الرمز الاول القانوني للشكل ضد التناظري (2 ,... ا 4 . 
ب . بطبيعة الحال. يمكننا كتابة بطريقة أخرى. الشكل ضد التناظزي 
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8م ...ل aê"‏ ر )2 ,... A(z,‏ )3( 


Rk (1 


وذلك بالجمع على كل (ه-) الارقام الضيقة (م4 ,... .رة) = () » لكن 
المعاملات ديه لهذا الرمز ليست بصفة عامة معرفة. بطريقة وحيدة. إذا 
اشترطنا في الرمز (3) ان تكون المعاملات ‏ صنت توابع ضد تناظرية 
للرقم المتعدد (1) أي انها تتغير اشاراتها عند تبديل مركبتين من هذا 
الرقم فإن الرمز (3) يصبح وحيدا ويسهل التعبير عن المعاملات «» 
بدلالة المعاملات ., للرمز (2). لدينا بالفعل ضمن الافتراض المشار 
اليه : 
نهنم ...“تمه =Tag A ...Al=Y YS‏ زه ,... A(z‏ 
(i) («) O(i=(a)‏ 3 1 
باستخدام الخاصية القائلة ان العملية / صد تبديلية من اجل الاشكال 
الخطية وكذا ضد تناظر المعاملات ,,© » فإننا نجد: 
= عق / amê" A ES‏ 3 3 = (ند وهه A‏ 


hk 2 0)11-)0( 
=k! >) am A ... AË* 
( 


sC” 


ومنه يأتي: 
e) = k1 aa.‏ )4( 
بخصوص القضية العكسية فإننا نستطيع انطلاقا من (2) الانتقال الى 
التمثيل (3) بوضع: 
a == 0 52-5‏ )5( 
تسمى المساواة (3) بالمعاملات ضد التناظرية »» الرمز الثانى 
القانوني للشكل ضد التناظري (2 ,... ) 4 . 
ج . يتفوق الرمز (3) ذو المعاملات © ضد التناظرية على الرمز (2 ) 
بكؤن معاملاته » (المعرفة بطريقة وحيدة بشرط ضد التناظر ضمن 
كل جلة احداثيات ) تمثل موترات متغايرة » مرة. بالفعل فإن لدينا 
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ضمن الاحداثيات الجديدة © أم س. “اج 
-8 8 ...م Danê‏ 
م لم توه رد ةة م ...لم أقيم ... =F appt‏ 
ويمكننا وضع : 
ش ا Pi}‏ نش ع ain‏ 
إن المعاملات 6ه ضد تناظرية بالنسبة لمركبات الرقم المتعدد 
(4) أي انها تمثل بالضبط المعاملات المطلوبة للشكل المحوّل. يثبت ذلك 
الطابع الموتري للكميات » ظ 
إذن» إذا كانت الكميات ضد التناظرية ( بالنسبة لمركبات الرقم 
المتعدد(1)) ى» معطاة ضمن اية جملة احداثيات وكانت العبارة: 
م ... ال 2 ش 
لا تتعلق بجملة الاحداثيات فان © تشكل موترا متغايرا ا مرة. فا 
يخص المعاملات © في الدستور (2) فإن قاعدة تحويلها بالإنتقال الى 
الاحداثيات الجديدة تتميز بطابع يختلف تماما عا سبق (راجع التمرين 
12). 
د. لما كانت الاشكال 
أ "8 نه Am,‏ 
من اجل(,: ,.. . ,) = ()» ضد تناظرية (51.7 - س) فإن كل عبارة 
خطية ها 
عع ...| “قري له a=‏ )06 
تمثل شكلا ضد تناظريا. إذا كانت المعاملات () » فضلا عن ذلك 
ضد تناظرية بالنسبة لمركبات ال(5-) رقم»ء فإن الشكل ه معطى 
مباشرة ضمن رمزه القانوني (3) وإذا كانت المعاملات ٠»‏ تناظرية 
بالسبة لشائية مركبتين على الاقلء مثلا إذا كان 
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› فإن الشكل )6( مطابق للصفر. بالفعل‎ 4 Cila ikh FF Cigalyg <** fh 
نلاحظ في هذه الحالة ان مموع كل حدين.‎ 
“قف ارت ده‎ AE أ ا ل “لقي ووه ل إل ل‎ 
: حيث پا ,... وو دليلات مثبتة » منعد م‎ 
باون دو‎ BA 61 وى‎ ABA ... A بحن‎ 
)2( ر. في الحالة العامة. يمكننا الانتقال من الرمز (6) الى الرمز القانوني‎ 


Aco" 1... 88-2 2 cat A ... Ah = : کا يلي‎ 


o) 0(=(o) 
N Ct... ا‎ 
( 2 E eE™A ‘<A و‎ aa Ê" A ... A مت‎ 


لم 
0(i)=(@) 5‏ )( 
حتت 


(7) ر‎ = e E Ct 


نستطيع بعد ذلك ايجاد الرمز القانوني (3) للشكل (6) وفق الدستور 
(5): ۰ 
At,‏ ... القروه ل صن ا .< f EA‏ 
حيث (0) = () 0 = () 0 و: 
am =7 5 a =‏ عار لبر a = FT‏ )(8) 


is 
0)1(-)0( 


2 
0)(-0)( 


8 2.7. الاشكال التفاضلية 
7 . تعريف الاشكال التفاضلية . 
أ. لتكن ,مم منوعة اولية قابلة للمفاضلة بعدها # من الصنف 1>8 
(12.6). يوجد عند كل نقطة ,2 € 2 فضاء ماس (ج) ,7 أي الفضاء 
الشعاعى ذو البعد * المشكل من الاشعة الماسة للمنحنيات المارة بالنقطة ± 
يعرف كل تحويل للإحداثيات (0 ,. . ,ام) :2ت = ٠ء‏ في الفضاء ,30 على 
(«) «7 تحويلا خطيا للأشعة وذلك وفق الدستور 86 إم = “ام حيث 
dz’‏ 


e.‏ = أم نستطيع في كل فضاء (2) ,7 انشاء اشكال متعددة 
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الخطية للأشعة ايك = اع » وبصفة خاصةء ‏ اشكال ضد تناظرية 
(x) dz ...dzik.‏ ويه FÎ‏ ع A(z; dr, ..., dz)‏ (1) 
hk (i) 1 2‏ 0 
بالنظر الى النتائج 261.7, أ ب فإن كل » شكل ضد تناظري عله 
الفضاء (2) ,2 يكتب على النحو : 
A ... A dz’,‏ نمك (ه) ريه بق د A(z; dz, ..., dz)‏ )2( 
حيث (2) )»© معاملاات صد تناظرية بالنسىة للم ر کات i, <<<, i‏ 
لل (-۴)- رقم (1)» أو ۰ 
a (2) dz*t N ... A dz",‏ بع = dap dz)‏ 41 (3) 
حيث وه > . . . >> ره . يسمى أي ڄ - شكل ضد تناظري 
(zi dz, ..., dz) boy (dz A ... Adri,‏ )4( 
)۹ 
ضمن كل جلة احداثيات بدون ان يتعلق لجملة الاحدائيات» يسمئ ا- 
شكلا قابلا للمفاضلة وضد تناظريا وى مرنا على المنوعة ,1. 
ب . للحديث عن ثبوت العبارة (4) ينبغي ان يكون لدينا قانون تحويل 
للمعاملات (2) ,»ط۵ لدى الانتقال الى جملة احداثيات جديدة. نفرض في 
البداية ان الكمية () 6,0 موتر متغايرة م مرة بحيث 
.)2( رن ban (2) = by... (2) = Pi <. PRs.‏ 
حينئذ نجد بفضل الخاصيات الاساسية ل 1 الاشكال ضد التناظرية في 
+ (51.7) أن: 
dz A ... A dai =‏ (2) م 
10 
Pf << PhD )© D Pf... pda N ... Adz =‏ 2 = 
dri A ... A dr =‏ )2( وطازة . . . إزة 2 لج = 


0 O) 
= bo (2 dz N ... A dat, 
2) 
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والشكل (4 ) لا يتعلق بجملة الاحداثيات. نشير الى أنه بالامكان الآ يتعلق 
الشكل (4) بجملة الاحداثيات ضمن قانون اكثر تعقيدا. غير موتري» 
يحوّل المعاملات () رط » سنرى امثلة على ذلك مستقبلا. نفرض ان 
العدد ٣‏ الذي يمثل رتبة قابلية الاشتقاق للمعاملات ‏ 2©)رة كبير 
بكفاية بحث يضمن قيام الحسابات التي سنجريها ادناه. 


ج. يبين الاستنتاج الذي توصلنا اليه أعلاه كيف يتم انشاء الاشكال 
التفاضلية على منوعة. نستطيع اعتبار العبارة: 
(a) dri A ... A dri‏ 2 = 0 
بمعاملات ‏ ).طا ضد تناظرية وقابلة للاشتقاق بكفاية نختارها 
يقة كيفية ضمن جملة احداثيات 5 »م نضع ضمن جلة احداثيات 
اخرى ‏ "بم : 
(z) dzrii A... ۸ drik‏ ا 
حيث (2) رذ معاملات نخصل عليها انطلاقا مسن (2) Db:‏ 
بواسطة قانون تحويل موتر متغاير 3 مرة. 
د . تشكل ×- الاشكال التفاضلية ضد التناظرية على منوعة (1 < 6) 
7 فضاء شعاعيا بعده غير منته. 
7 . مفاضلة الاشكال التفاضلية. 
أ. ليكن 
drt A ... A dat‏ )2( ريط J‏ = )1) 
له ...ام drt‏ م 0 8 < ع-هة )2( 


(0) j 


{Z0 8 2 .‏ 5 .- 
(62.6) فان العبارة > كا سنرى, لا تتعلق جملة الاحداثيات كا هو 
الحال فا يخص الشكل © . وعليه فهي تمثل أيضا شكلا تفاضليا ضد 
تناظري ل(1 + ) متغير. يسمى هذا ال(1 + 7 شكل تفاضلية الشكل 
0 
ب. للبرهان على عدم تعلق العبارة 80 بجملة الاحذاثيات نفرض في 
البداية أن ©) ٍن موتر متغاير × مرة. حينئذ يتبين من 6 .1(62) 





ان لدينا: 
)2( ف د bt‏ 
47 
Pj es 0 0 ba) (7),‏ 
حيث ا = Pi,‏ ينتج عن ذلك أن 


5 1 
ق2 8 


Ob... , 
)3( ال نادت‎ ... A dak د‎ 


_ 4 م(‎ : 
dr N drt A ... عامسل إل‎ + 


4 3 مر ل‎ 1 i j 
+ رازم‎ e 
00 , Pj i bçı () pj’ pii ا‎ 
0 و‎ 


dz Adz A . .. A dak +‏ ل اعد 


“pjibı (z2) dz A dz N dr A ... Adz...‏ لم رك ل 


. عمط‎ Pj Pb )2( dî Adz A ... A dzh4... A عنمل‎ 


نلاحظ بعد ذلك ان المعاملات (×)ر» هزم زمزم متناظرة بالنسبة ل 
[ و بز بالفعل فإننا نجد عند تبديله) ثم استبدال 7 ب # و 

ا ت ن 
dai’ A dri A ... A dz =‏ قن دلت 


E‏ لانم 


(4) j ف و‎ 2 dri A dz 
A ع‎ ۸ 4 ٌ 
) ji 


وهو مايثبت عدم تعلق العبارة (2) بجملة الاحداثيات. 
ج. لتكن الآن (2) أ معاملات كيفية معطاة من اجل كل جملة 
احداثيات بحيث يكون الشكل (1) غير متعلق بجملة الاحداثيات. نكتب 
مع 7 ۔ ر الشكل (1) کا 

(z2) drt A ... A dz,‏ م ل5 = ره 
حيث ان المعاملات : 

a (2) = FF Sj PO (, 

O()= 00)‏ 
التى تمثل مركبات موتر متغاير × مرة  61.7(‏ ج)ء معاملات ضد 
تناظرية. يتبين ما أثبتنا أن الشكل : 
dz" A dz A ... A dk‏ عع 3 5 = ,۵ 








O) (8)‏ 
لا يتعلق 9 بحملة الاحداثيات. لکن : 
(2) »ط0 وقد تأي 5 1 2ر35 
° 8م ...14 ١م dz’‏ 


0()=0(7) 


ومنه يأتي ان الشكل الموالي هو الذي لا يتعلق بجملة الاحداثيات: 


n= TT (SF ننه‎ EE) عمو‎ A dz N... Ndr = 


“7k 








j) 8 O(i)=0(j) 
1 »ط0‎ )( 1 
- 5 ]3 2 3 ar NaN... -[خمة م‎ 
(0 . 0)1-20)2( êb. )( 
¥ 3 الو 1 ي‎ 0 1 2 |. 
اا‎ 8 ] 8 r ل‎ dz* N dz A ... Adz 
(«) O0()=(a) 8 0(0) ~00) 
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إن الكمية الواقعة بين معكوفين لا تتعلق باختيار (() ويمكن. مع 
© = () 0 > ان نرمز للشكل ,۵۵ ب: 
A dat A Adah |‏ ° ر 0 2 < 
(a) s O(i)=(w)‏ 
الك 5 ا 


(i) 8 





da" A dz A ... A dz = do, 
وهو المطلوب.‎ 
د. من السهل ان نرى بأن عملية المفاضلة عملية خطية: لدينا من اجل‎ 


کل 3 شكلين ® وو وعددين يه وك : 





.0 وه نل ,0 يه = (وهيه + يهيم) 86 


ينتج ذلك مباشرة من خطية الاشتقاق KA‏ في جموعة التوابع 


dz 
ر. تتم مفاضلة الجداء الموتري ضد التناظري وفق الدستور:‎ 
(4) ê (o, A (وه‎ = ê0, A يه *(4-) + وه‎ A 003, 


حيث يرمز × لدرجة الشكل 6ه . بالفعل» ليكن: 


2 fea) (x) dz A ... A da“, 
لا = ونه‎ ge (2) اسك‎ A... A dam, 
0 A Og = 2 fem )2:( روج‎ (2) dz با‎ A dz" A dz للم‎ / daîm 


لدينا تعريفاً في هذه الحالة: 


0)۵, ۸ لدف 3 5 5 83 ريه‎ dz \ da" A ... A سكم‎ 


(a) (f) 1 


Dl e Adz™ A ... A dam + 


(@ (f) 1 


+2 2 fe fa Ê dz dz" \ .. . A daîm — 


(o) (B) i 
= 00, A ws +®, A (—1)* dos, 


لأن الحصول على و« يستوجب تبديل على التوالي اين هع .يك , 
das, ...‏ 
س. من المفيد لنا كتابة دستور يمثل حالة خاصة من الدستور (4): 
."مك A dz") = do A‏ ه) 6 
نلاحظ هنا ان الحد الثاني من الدستور (4) غائب وذلك بفضل المساواة 
û (da) = û (1.2) = J qr dz A dz" =0.‏ 
7 . أمثلة . 
ُ. لدينا من اجل 0 شكل (ے) f‏ = : 
AE agi.‏ اعد 
إن العبارة المحصل عليها لا تتعلق بجملة الاحداثيا ت لأن. ج موثر 
متغاير × مرة (42.6 - ب). 
ب . فما يخص ال 1 - شكل ابوك () f‏ 3 = ه فإن عدم التعلق بجملة 
الاحدائيات يعى أن (2) :۶ موتر نا مرة واحدة. لدينا: 
A dz.‏ أبررق عه 0 
لنشىء الرمز الاول القانوني 7 1 ) للشكل هه . لیکن (ږي ,ره) = (») 
حيث و0 > يهن . عندئذ نحصل استناداً الى 61.7 رء على: 


3 لم 
° سد و عد ريم وأ es‏ 5 = 








و معن ee‏ 
لدينا في الحالة الراهنة لك = بره ع إذن: 
)اة . يله اد 
ل بي سس تت Qu ug‏ 
dx 1 dz ®‏ 
وبالتالي : 
fk 2 of 0‏ 


<a 


ج. من اجل (4 -2) شكل ه ضمن الرمز 2(61.7) 


. 5 


)z( dı" / . . . A dz" — a, (zx) dr A da A .‏ ره = ھ 
Ad +... + (-1)"" ap (2) dF" AN... A dar",‏ 


لديا : 


٩۸ d2" E dr | d2 A dz A...‏ ...۸ ل | ا ا د دق 
Adz +... +(—1) E dr" A dz A ... A dz";‏ < 


يرجع سبل غياب الحدود الاخرى الى کون .0 = de A dri‏ . بوضع 
العامل الاول أنه في المكان رقم ؤ. نجد: 
A dz.‏ .نر تسق )2+ ...+( =0 

د. من اجل +« - شكل ه فإن الشكل 0م80 ا بوصفه (1 + ۶) شکلا 
42.7. نظرية بوانكري ( ٥1٩3۲6‏ ۲).. 
أ. توطئة. لدينا من اجل كل شكل تفاضلي ضد تناظري © على منوعة 
:Mn‏ 

ê» = 8 )60( = 0. 


البرهان . ليكن 5 
f )2( d2 / 0 A dz“.‏ لق سج 
يتبين من التعريف 22.7 - أء أن: 


۵0 = 5( 2 Ae) daxi ۸ dz“ ۸ ua ۸ dr“, 


(a) 1 


٥*۵ = ۵ ا 2 5 لآ = (مة)‎ dz Adz Adz™ A ... A daîn. 
)©6( ¢ 


إن معاملات الشكل المحصل عليه متناظرة بالنسبة للدليلين ل و ل؛ 
وبالتالي يتضح من 7 ده أن الشكل ثم منعدم » وهو المطلوب. 
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إن نظرية بوانكري التي سوف نبرهن عليها في ج تمثل قضية عكسية 
( محلية) هذه التوطئة: إذا كان الشكل ه يحقق 0 = 30 فإننا نستطيع 
٠‏ توطئة ثانية. 0 
ب. توطئة. إذا كان عل شكل تفاضلى وضد تناظري حدس 
A . Adz**‏ ايده روه يق سعلى منوعة ١‏ بحيث .0 = 60 وإذا لم يحتو ه على 
dar‏ « فإن معاملاته 6 لد تحتوي gn‏ 5 
dah | :‏ ... | سمه م نوق ا بم 5 = هو 


(a) j 
س کے‎ a ۸ d2 A... A dz"* + ®, 
() 


حيث يرمز :۵ لشكل لا يحوي "كه . بما أن 0 = 20 فرضا فإن كل 
معامل للشكل المحصل عليه باختصار الحدود المتشابهة منعدم. نلاحظ ان 
الحدود الظاهرة في الطرف الثاني ليست ها حدود مشابهة» إذن0 ہے ت 
وهو المطلوب. 


ج. نظرية ( بوانكري) . إذا كان عل شكل ضد تناظري © (1>1) 
يحقق في ساحة من منوعة ,80 . المعادلة0 = «ة» فإنه يوجد بجوار كل 
نقطة من هذه الساحة (1-) شكل 0 بحيث » = 60. 

البرهان. إن النظرية بديهية من اجل 5-1 وَ >1؛ وترد من اجل 
1-ط الى النتيجة: إن كل 1 - شكل عه (2)/ يمثل تفاضلية ه شكل 
(«) ۵ . إن هذه النتيجة بديهية: ال 0 شكل المطلوب يكن ان نكتبه 
على. النحو: 45 (8)/ | = (2) 60 نفرض الآن بأن النظرية قائمة من 
اجل كل ! - الاشكال في أية منوعة 30.1 بعدها (2-1)., ولنثبتها من 
اجل عل شكل صم ۸ ...۸ مل () ری ا = ۵ في المنوعة 1 ٠.‏ 

نكتب في الشكل © الحدود الي تحوي "يل كتابة صريحة: 
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زوه + يه A‏ “سه = » 


يمثل .ده هنا (1-1) شكلا و وه عل شكلاء وها لا يحويان 
حبك . ننجز باقي الانشاء بجوار نقطة معطاة ([2 ,... ,إ) = ,م 
بدون المس بعمومية المسألة يمكننا وضع 0= 4 = . . . = إنه. نرمز ب 
٠‏ للمفاضلة بالنسبة للمتغيرات 1ه ,... ,مه . يمثل اقتصار 
الشكل ه على السطح 0 = "د ع الشكل وه حيث وضعنا 0 = ٣ے‏ 
'نشير الى هذا الشكل الجديد ب مه . لنثيت أن 0 = (مه) ,6 » بالفعل: 
> وسضي| A 0401 lro F 000s‏ “نهل = ومسي | 00 ع مق =0 
5000000 
نلاحظ. من اجل كل شكل «. ان مؤثر المفاضلة 8٠‏ والتعويض 
0= ع يتبادلان أي أن )20 = («6) . يمثل السطح 0 = "ي 
نفسه منوعة قابلة للمفاضلة بعدها (2-1). نجد. بالاستناد الى فرض 
التدريج. في جوار للنقطة 0. على السطح 0= ”يه أن هناك (1-2)- 
شكلا 00 (للمتغيرات “4 ,... .0 ) يتحقق من اجله: 
وه = 3400 ` )3( 
نبحث عن الشكل 8 بجوار النقطة © من بين (1-) الاشكال التي لا 
تتعلق ب "بتك . یکن من اجل كل شكل. ان نكتب: 
ش ,000 + \ "يوق =0 )4( 
حيث يمثل 20 شكلا لا يحوي أيضا يك . أما الرمز ب فيعني 
اننا أشتققنا كل معامل للشكل 8 بالنسبة ل * . با أن الامر يتعلق بحل 
المعادلة ه = 60 فإن مقارنة (1) و (4) تبين انه من المستحسن ان نحل 
قبل ذلك المعادلة: 
e‏ )5( 


Or" 
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نستطيع تناول المعادلة (5) كجملة معادلات تفاضلية عادية تمثل فهيا 
الكميات :-"م , ..... اه وسيطات» اما عدد التوابع المجهولة فيساوي 
عدد المعاملا ا E‏ 
استكمال (5) بشرط ابتدائي. تار الشرط 
xn=0 = 00,‏ | 0 )6( 
حيث 80 حل للمعادلة (3). 


يتبين من النظرية الاساسية لوجود حل معادلة مزودة بوسيطات 
(56.1) أن الحل الوحيد للجملة (5) مع الشرط (6) موجود في جوار 
للنقطة 0 وهو يقبل الاشتقاق بالنسبة للوسيطات لصي ,... ,لت 

لشت ان الشكل 6 المحصل عليه بهذه الطريقة يحقق المساواة ه = 60 
بالفعل» نعتبر الشكل ٠ه‏ - 0 = م إن معامله امام da"‏ يساوي 
0ے ره - ك . بفضل الشرط 0 > ٥۵‏ نجد0 = هون 620 = بق 
وبالتالي فإن معاملات الشكل م لا تحوي »نر حسب التواطئة ب. نضع 
0 - ٣و‏ » حينئذ يأتي من الشرط الابتدائى (6)» أن: 





0 مسي 
| عي /١‏ "هه = ےہ (ھ -30) عمو 


.0 ع وه ب و000 = دسي | ® — lar‏ 1-00 

إذن 0 »د وبجوار النقطة © والشكل المنشأ يحقق المعادلة م أ 0 وهو 
المطلوب . ٠‏ 

كنا وجدنا الشكل 0 ضمن جلة معطاة من الاحداثيات. إنه يمكننا 
تعريفة في أية جملة احداثيات اخرى حسب القاعدة الواردة في 12.7 ج. 
ينبغي ان نثبت ان المساواة ه = 60 محققة ضمن كل جملة احداثيات. لكن 
الشكل 6 اصبح شكلا تفاضليا لا متغيرا وعليه فإن تفاضليته هي الاخرى 
لا تتعلق بجملة الاحدائيات حسب 22.7 ب. إذن فإن المساواة هم = 60 
المحصل عليها في جملة الاحدائيات الاولى محققة في كل جلة احدائيات 
احرى» وبذلك ينتهي البرهان. 
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7 . تطبيق على التحليل الشعاعي: 

. لنتذكر العمليات التفاضلية الرئيسية للتحليل الشعاعي التقليدي في 
الفضاء الثلاثي المعد Rs‏ . ا ضمن جلة احداثيات متعامدة ومتجانسة 
قر قر ,اه » كل حقل سلمي (2) و بالحقل الشعاعي للتدرج: 


م مه 
E)‏ حي grad o (2) = (r,‏ 


نصل كل حقل شعاعي(,17 ,و۷ ,ر18) = 7بالحقل الشعاعي للدوار 




















(42.4 - د): 
OW, oWa OW Wı OW __oW.‏ 
( 2 لعز 32 2 , 2-2 چ 3 ) = rot W‏ 
وبالحقل السلمي للتفرق (51.4): 


5 2 OW, OW OW 
div W = zt + z3 3 03 ` 


يكن اعتبار كل هذه التعاريف كحالات خاصة من تعريف تفاضلية 
شكل تفاضلى وهذا حتى في الفضاء ذي البعد #. وهكذاء إذا فسرنا 
الحقل علي (2) ب على أنه #0 شكل *) هو فإن تفاضليته (2) ۵٩‏ 
هي ال 1 - شكل dz‏ 3 3 (32.7 - أ) الذي يكن وصله 
بالفضاء الشعاعي وديا ,&( = o‏ . إذا وصلنا الحقل 
الشعاعي (,# ,. . . .:17) = 17 بال 1 - شكل نمه () ,۷ 2 = ه فإن 
لدينا حسب 322.7 ب: 








61176 (z) 
الاب 2 32 ى‎ 2) dz" A م‎ 


إن هذا الشكلء من اجل 3 برء ثلاث مركبات اساسية تطابقة 
متركبات الشعاع 7 506. وإذا وصلنا نفس الحقل الشعاعي 
(Wy, .. Wn)‏ ع JW‏ (1-ه)- شكل 

= DW, (TAMAN ...A FN... A dF 
(حيث يشير الرمز - الى أن العامل الموافق له حذوف) فإننا نجد حسب‎ 
ا چ‎ 7 
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ow . 
= وق 0 م‎ / 55 A dz”, 
2 


وهذا يوافق الحقل السلمي 17 بن : 

نستطيع الآن ان نرمز للمساواة 0 = ©*3, من اجل الحقل السلمي © » 
ت 0 - م ومع rot‏ . اما المساواة 0 نهم » من اجل الحقل الشعاعى 
W )2(‏ في الفضاء :۴ فيمكن أن نرمز لما ب 0= divrot W (z2)‏ 


ب. يسمى كل حقل شعاعي ((ء) مأ ,... ,(2) /) = ۶ المساوي 
لتدرج حقل سلمي («) 6 حقل كمون (12.4 - ب) ويسمى التابع 
)z(‏ 0 كمون الحقل *. تعطي نظرية بوانكري : 
نتيجة. إذا حقق 1 شكل ايل (ء) f= <f‏ في ساحة 6 من 
الفضاء مR‏ الشرط : 

0 - نمه | هه حل < 8 - زة 

1 7 

أوء والقولان متكافئان  32.7(‏ ب): 


اق _ نلق 
gri‏ ع 


فإن كل نقطة 6 € م2 تقبل جوارا يكون فيه الحقل (2)/ كمونياء أي 
انه يوجد فيه حقل سلمى (6)2 بحيث ۲۵۵0ع = / أو. والقولان 
متكافئان : 


= 0 (hj=14,...,n), 


f (= 2 


كنا رأينا هذه النتيجة في 12.4 د حيث تمخضت عن نظرية 


فروبينيوس . 


ج. لنعالج (8-1)- شكلا: 
(1f, (a dz A ... AĞA... A da”‏ 3 ده 


وى 6 مومه 


نقرفة: 
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n 


1 0 n 
div اون اک آ۶ = صو = ه‎ A <... Adz". 
j=! 


إذا وجدنا (2-2) شكل ھ بحيث ه = 20 فإن 0 = ن «زل » مع العام 
أن القضية العكسية قائمة هي الاخرى (منحليا على الاقل) حسب نظرية 
بوانکري . س اجل 3ہ ثل ال (2-ه) ‏ شكل 0 1 شكلا 

da'‏ (2) 30 أو حقلا شعاعيا ( ,0.0 ,01 )»> مع العام أن 
00 موصول بالحقل الشعاعي. . نقول عن حقل شعاعي 
(Wı, Wa, Wo)‏ #ايمثل م (و6 ,و6 ,0) = 6 انه حقل 
كموني شعاعياً ويسمى 0 كمونا شعاعيا للحقل  34.4( W‏ ب). 
نستخلص من نظرية بوانكري ما يلي : 
نتيجة. إذا حقق حقل شعاعى (,77 ,و17 ,197) = # في ساحة 6 من 
الفضاء ,۸ الشرط : ۰ 

r w= + p+ جك‎ 

فان كل نقطة © © 84 تقبل جوارا يكون فيه الحقل 577 كمونيا شعاعيا» 

أي يوجد فيه 0 0 بحيث ٩‏ .مم = 17 أوء والقولان متكافئان: 





.س e -_ Wa= a‏ المي ادن ادن لمي 

إننا ألفنا هذه النتيجة أيضا (66.4) الواقع أن فكرة الانشاء الواردة في 

6.4. المعممة تعميا لائقاء هي التي أدت الى برهان نظرية بوانكري 
9 3.7. نظريات تكاملية 

7 . مكاملة الاشكال التفاضلية: 
أ. نرمز ب *1 للمكعب الوحدة في الفضاء الاقليدي +8 ذي 
البعد »K‏ المعين ضمن الاحداثيات المتعامدة والمتجانسة 
.اس بالمتراجحات: 


0 رنة يك‎ S1, ..., 0 Sua S1. 
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يوجد» من اجل تابع مستمر تمر f)‏ في المكعب *7 تكامل 
رياني مضاعف »× مرة (3 .51 ل 
| 4ا 3 , [au im‏ 
حيث یرمز (ان4) اد لتجزئة للمكعب ۴ر الى 
بلاطات × ,... ,1 ع ز ۵u,‏ ؛ ویرمز |يث4ا لحجم البلاطة 
س۸ .»اما () ۾ فهواكبر اقطار البلاطات 4 في التجزئة 11 » 
ويرمز ,ة لنقطة في البلاطة أ4 . نستطيع دائ افتراض ان البلاطة 
ا۵ معينة بالاشعة  «١‏ .... ,۸ المنطلقة من نقطة مشتر كة 
رغ . يتضح إذن أن الكمية |4| 27050 تساوي قيمة الشكل 
الخطي ضد التناظري ن ۸ . d۸.‏ () / = (اريك ,. . d1,‏ :ا) ن من 
اجل ,ع = u‏ » عند الاشعة ,طح "سه ,... ,يه - “مله (31.7- 
ج). يؤدي ذلك الى تعريف طبيعي لتكامل الشكل 1 الخطي 
ضد التناظري ©: 
A d= e‏ . ا ا (1) 
E‏ إن ا ا عليه من السك ننه © يتمتع 
بالخاصيات الخطية المعتادة لتكامل تابع عادي: إن تكامل جموع 
شكلين يساوي جموع تكاملات الحدود» ويمكن وضع كل عامل 
عددي خارج رمز الجمع. 
ب. سنعرف في المستقبل (ر) تكامل شكل 1- خطي ضد 
تناظري : 
fe (a) dz A ... Adz‏ لق a=‏ (2) 
على بعض «الساحات المقبولة» في منوعة قابلة للمفاضلة 
أولية ,۸ بعدها ١؛‏ سنعرف تلك الساحات. 


نقول عن جموعة ,۸۷ے 5 إنها - سطح مقبول إذا تمكنا من 
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تمثيله بالمعادلات ذات الشكل: 
u(,‏ ,... ,کس “و = "ےه ,... v(,‏ ,... ,س( أن ےا (3) 
حيث ان التوابع "و .... ٩‏ معرفة ومستمرة وتقبل 
مشتقات أولى مستمرة في المكعب 7# . لانفرض ان التطبيق 
(3) تقابلى أو انه غير منحل (اي ان المصفوفة اليعقوبية 
لسعاي ها المرتبة » حيثا كان). على وجه الخصوص 
فقد يمثل 1 سطح مقبول نقطة أو سطح بدون زاوية» مثال 
ذلك التوابع فقد يمثل »- سطح مقبول نقطة أو سطح بدون 
زاوية. مثال ذلك التوابع 
0 = "ے = ...= کے ,ں2 وزو ای = ے ,ہ2 ومع ا س أن 
التي تطبق المربع ۲ على قرص من الفضاء ۸١‏ بحيث ان 
القرص 2 - سطح مقبول. نلاحظ ايضا أن التعريف سطح 
مقبول في .14 معنى مطلقا لا يتعلق باختيار الاحداثيات في 
Mn‏ . 0 
ج. نشير الى ان السطح المقبول ليس فحسب كائنا هندسيا في 
المنوعة 84 بل هو أيضا جملة المعادلات (3) التى تعينه. نحن 
مضطرون الآن الى اعتبار سطح 5 ممثل بالمعادلات من النمط 
(3) ونفس السطح (بالمفهوم المندسي) '5 الممثل بمعادلات 
أخرى من النمط (3) كسطحين مختلفين. وهكذا فإن المجال 
1 >> نا >> 0 u,‏ ح قبن u,‏ = ايع على المستوى .4 ليس هو 
المجال على نفس المستوى الممثل بالمعادلتين؛ ل + شن لو 
1> > 1,0 ان اسن هو . من جهة أخرى. يبدو من غير 
المعقول ان نحتفظ بهذا الاختلاف الذي لا يلعب دورا رئيسيا : 
إن ما يهمنا هنا هو دراسة الخاصيات المندسية. ينبغى أن 
نحدد الحالة التي يتعلق الامر فيها « بنفس السطح». إن السبب 
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الاول في اعتبار سطحين مثلين بمعادلات من النمط (3) 
ومتطابقين بصفتها محلين هندسيين من نقاط في .20 كسطح 
واحد سبب غير لائق ذلك ان الانتقال من جملة معادلات من 
النمط (3) الى جملة اخرى بواسطة تحويل مرن للاحداثيات في 
المكعب *1/ » غير مضمون لحد الساعة بتطابق المحلين الهندسيين. 
لذا سنتبنى تعريفا ثابتا « لتطابق » أو « لتكافؤ»  (‏ وهذا اللفظ 
أحسن من الاول -) سطحين مقبولين: ٠‏ 
نقول عن سطح 58 مثل بالمعادلات (3) أو باختصار 
(u), u € IF}‏ ب ع هم S= {zr EMn:‏ انه يكافىء سطحا 
E‏ ,9 ۷ = + :€ ) = 3 (نرمز لذلك ب5 ہ ی) إذا 
وجد «تفاتشاكل » (اي تطبيق تقابلى مستمر وقابل للإشتقاق 
وكذا تابعه العكسى) من المكعب ١‏ على نفسه (7-0)10 بحيث 
(س) د و = (م + وكان يعقوبي التطبيق (نا)٠‏ موجباً. 
بفضل التعريف فإن علاقة التكافؤ علاقة انعكاسية (5 
يكافىء نفسه) ومتناظرة ( إذا تكافأ 8 و 3 فإن 3 يكافىء 8) 
ومتعدية (أو انتقالية) (إذا تكافاً 5 و5 وتكافاً 5 .3 فإن 
8 يكافيء 8 ) ويمكن تصنيف كل عا السطوح المقبولة الى 
صفوف غير متقاطعة مثنى مثنى من ع سطوح متكافئة. إن 
المجالين المعتبرين اعلاه على المستوى a = u, a" = u:‏ بي جع 
1 »> س يك 1,0 عدن لا شن ع قن ,1 سان ل قن اد أبع إن 1 عه بعك 0 , 
متكافئان. اما المجالان 4> بج 0 س ع تهبن سد ته و 
رق = ا2 )ايه ن يك 0 ,= ليم مثلا فليسا متكافئين لأن لدينا 
في الحالة الاخيرة س =« » وهذا لا يمثل تفاتشاكل للمجال :1 
(إذ أن التطبيق العكسي ليس قابلا للإشتقاق حيثما كان). 
علينا أيضا اثبات بأن لتعريف التكافؤ معنى مطلقا على 
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المنوعة ٨١‏ أي انه لا يتعلق بجملة الاحداثيات المقبولة في ,/2 . 
لیکن( € ها,() و = ::1 € م) > 5و ,س م - © (sz‏ دق 
٠ 6 1'(‏ سطحين متكافئين ضمن الاحداثياته = هن ٠٠١‏ عي 
ولتكن (ي ,... ,تع ۾ = #٠‏ جملة أخرى من الاحداثيات 
المقبولة. يكن وضع المعادلات )ب - 2 | على الشكل: 
(() "م ,... ,(م) ہا “نم = 'اعووالمحمادلات. (نم) أب = أت على 
الشكل [(<) "م ,. .,(2) ا “أت = “اج تقبل جملتا التو ابع (س) م و 
(0) “0 هي الاخرى مشتقات أولى مستمرة. زيادة على ذلك 
لدينا من اجل ( ٠ : =v) u‏ 
0) "أب = (u‏ "ب ...< ,)( x le"‏ = [(ن) "زد ,. . . ,(م) خم =r‏ ( “أ 
يث يظل السطحان 85 و9 5 متكافئين ضمن الاحداثيات 
الحديدة. 
د. نستخدم الى جانب تعريف تكافؤ عل سطحين 
I}‏ € د,(ه) ده ملق € Š = (r‏ و (u), u EI}‏ و = داملة © S = {z‏ 
تعريف ضد تكافثه) الذي يختلف عن التعريف السابق بكون 
التفاتشاكل الوارد فيه (uس)۷=»‏ له يعقوبي سالب. إن علاقة 
ضد التكافؤ متناظرة لكنها غير متعدية لأن ضد تكافؤ 8 وَ 
0 و 3 من جهة أخرى لا يؤدي الى تكافؤ 5 
. يصبح ضد التكافؤ هو التكافؤ بعد تفاتشاكل اضافي 
1 سالب للمكعب ‏ » مثلا التفاتشاكل الذي عجرل ا 
الى س -4 بدون ان تتغير الاحداثيات الاخرى. 
ر. ننتقل الى تعريف تكامل شكل »- خطي ضد تناظري 
ه(2) على ل سطح مقبول ,۸8> 5 (3). 2 


نضع : 
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5 





4) م‎ o= | Sioa م ... ل‎ det 
8 )0 
1 
1 


ق د ۸ لل ا 3 )w((‏ 2)9 


اع 0 
يؤدي اللا تغير الموتري اة الواقعة تحت رمز ال جمع الى 
استقلال تكامل جلة الاحداثيات في ٠ #٠‏ 
بتحويل الطرف الثاني في (4) نحصل على: 
(5) 



































-3 ا‎ 5 az az 
ا‎ | 2 1e) 3 0 ا‎ Asa A au 
- ا‎ | 2 fete) det | عي‎ (N... ۸ a= 
1 
سے‎ > fen )© (w)) det du! .. . اليل‎ 
î, () 


5). 
س . لنثبت ان قيمة التكامل المحصل عليه لا تتغير من الانتقال 
الى سطح 5 الى سطح مكافىء له 5 . لیکن (9)لا-نا تفاتشاكل 
من المكعب *7 الذي يحول التمثيل () م - 2ه للسطح 5 الى 
التمثيل «) «-2 للسطح 5. بإستخدام قاعدة إشتقاق تابع 

مركب (33.1 - ب) 


- arr 04 
























































det = det 20 det || (r. S,q4=1, ..., 8)‏ 
وقاعدة تبديل المتغيرات في تكامل مضاعف ر - أ): 
du,‏ س det‏ ((ن) م) ١ F‏ ح نل F (v)‏ | 
rk‏ 7 
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e‏ قال فى ال 5 ٠‏ المتغرات ا الى 
التي تسمح بالانتقال في لتكامل (5) من المتغيرات 
المتغيرات ۷ فإننا نجد: 





















































a= f 5 du عد‎ 
5 Jf (D 
- 1 و ا د‎ Es 
= | 5 fe, (E0) det || لحك‎ av, 
Jk (i) 
وهو المطلوب.‎ 


ص. من البديبي أن تكامل ۸ شكل ۵ على عل سطح 
مقبول 5 يتمتع بالخاصيات الخطية العادية لتكامل . 

ط. إن التكامل ل ا شكل معطي × على 8# سطح 5 لا 
ل ل الو ا فت ع ل ان 
الآ بإشارة. 

7 23 . أمثلة . 


أ. إن النقطة () « = ± الصورة للنقطة © التي تمثل المكعب 
j‏ بح ار لع ال 6 . ثم إن 
تكامل © ۔ شكل («) ۶ هو تعريفا العدد ‏ ((0)ج)/ 
ب. يمثل خط موافق لجملة معادلات 

0u <14‏ ,)"م = "ےه ,... ,)اپ = اچ )1( 
عموما. 1 سطحا مقبولا في الفضاء .2 . إن تكامل 1 
شكل نيهم /(25-ه على ال 1 سطح (1) هو 
التكامل المنحنه العادني (ي 19.9). 
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)2( هه‎ = [ 5 7 4“ 5 5 fı (z (u) E du, 
L L i : 


0 i1 

إذا كان الفضاء 3/٠‏ مزودا بمسافة ريانية, ,م4 وكان 

.امنحنى (1) غير منحل أ ي0 < “ست ) لم فإننا نستطيع أن 
نعتبر عليه طول القوس 5., 0>5>8 ريطا طبيعى » 
حينئذ يأخذ التكامل (2) الشكل:, ٠‏ 


8 


(3) | ]ده‎ Se يك‎ ds = | o, 08n 
L 0 1-1 
+ (®... (®) حيث یرمز ۴ للشعاع‎ 


فت ف ب = يمثل شعاع و اماس للمنحنى [ا. 
تسمى العبارة (3) في التحليل الشعاعي ( في الفضاء .8 ) تكامل 
الحقل الشعاعى على طول المنحنى ا (12.4). 

ج. نعتبر أيضا تكامل (8-1) شكل: 
(Df (AFA ... NOFA ... A dz”‏ لق ده (4) 
على (1ه)- سطح مقبول 5 معرف بالمعاد لات دات الشكل : 


a = م‎ (i, و‎ u" ۹( ١ 
عر و اتح اسروك ب او وين‎ [r~t, 
لخن . . ,ا( "اي = انق‎ 


إن هذا التكامل يساوي 


تاتيل ... اسل ت fı (z )(( 2 E‏ 14(1-1--) 2 | دده | 


dut انيج‎ 1 
8 prt int 

اوم الج 

dut ‘Qut 
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أما المفهوم الموافق لذلك في التحليل الشعاعي فهو تدفق 
الحقل الشعاعي ۴ عبر السطح 8 (21.4 - أ). حتى نقتنع 
بذلك نستدل كا يلي. نفرض انه يوجد في الفضاء الاقليدي 
ER‏ قعاقا نا عمسن اسداس متمناية :تاش 
“ووه بون م ej‏ الاحداثيات: 
وك ل الس يوا 


لنتذ كر بان (26.3 5 ج( العبارة 


eft ... e 

n, ooo o Û 

lag Tae se = ¥ (e | ل‎ 
e E a E اح‎ E 

1 n-4 Er E” 

احص 1 


تسمى جداء شعاعيا للأشعة 22 ...= . نلاحظ في الفضاء 
الاقليدي المزود بالجداء السلمي 
DE n),‏ > (رمث0 زر y( = (DÛ Ben,‏ .2( 

إن الشعاع 1ت ...۰ lz‏ عمودي على كل من الاشعة 
#. وان طوله يمثل الج ذي البعد (2-1) لمتوازي الاضلاع 
المنشأ على هذه الاشعة. 

نفرض أن ال (2-1)- سطح المقبول ./2 © 5 غير منحل أي 
أن مرتبة اللصفوفة البعقوبية ادد ئي تساوي عند كل نقطة 


العدد (2-1). عندئذ تكون الاشعة: 
dz"‏ جيم ) =2 4 r) du,‏ ,< ,5( 92 


ايه ) Tr‏ °°° عرو ) E‏ 
مستقلة خطيا. إنها تقع في المستوى الماس للسطح 5 (عند 
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النقطة المعطاة) ويمكن تعيين الشعاع الناظم × عند هذه النقطة 
بوصفه يمثل الجداء الشعاعى لتلك الاشعة: 





7 ûzڈ اع‎ 
1 ق‎ gut 
[dz, 1 dz] N SEHER dut .. . du"! — 
0 م‎ 22 dz" 
" u 8 7-1 
da اق‎ 
du! dur-1 
TES 
ت‎ 4 
= الا‎ )-1( 1e, | 2 0 1 53 
2 9 rT | 010 ٠١ 41 
dz" dxn 
dut 2311-1 


طبقا لذلك فإن الشعاع الناظم الواحدي, عند نفس النقظة, 
يأخذ الشكل : 
N‏ 


Ia سنس‎ 


N| 


العنصر الاقليدي للسطح 5 هو الحجم 45 لمتوازي الوجوه 
ذي البعد (02-1) المنث أ على الأشء dn... d2 a‏ 


(راجع 26.3 - ج) أي طول الشعاع ×. اما تدفق الحقل 
الشعاعي (2)2/ .... ,(0,)2)-()17 عبر السطح 5 في 
الفضاء الريماني .834 فهو تعريفا التكامل: 


-كه (fT)‏ [ حكه لهم م إ(5) 


"1 
اج‎ 0z 
dul °°° لحرن‎ 


n کے کے‎ 
١ أيون أج0 و‎ 3 
ہے‎ | 2 fı (z (u)) (— 1)i! i EPS dut . .. dur” 1, 
7-1 1-1 اررق‎ E 
dul °°° dum 
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نرى ان تكامل (2-1) شكل ه (4) على (2-1) - سطح 
5 في فضاء رياني .34 مطابق لتدفق الحقل (×)۴ عبر هذا 
السطح , وهو ما ذهينا اليه. 

كنا قدمنا استدلالاتنا في الحالة التى يكون فيها التطبيق 
(نا)-# غير منحل لكن الطرف الاول من المساواة (5) له 
معنى مستقل عن التطبيق (لا) = #عندما يكون السطح 8 
مرنا بتقطع أي انه يمكن تفكيكه الى عدد منته من الاجزاء 
بحيث يقبل كل جزء توسيطاً (ن)م = د بدون انحلال. إن 
للطرف الثاني من (5) معناه المستقل» حتى من اجل تطبيق 
(10) = ءمنحل. لنثشبت من اجل سطح 5 مرن بتقطع نمثل 
بتطبيق ‏ (ى جب :-"/) )2 = ± لا يمكن ان يكون منحلا إلا 
على وجوه المكعب +" . ان المساواة (5) تبقى قائمة. بالفعل 
فان هذه المساواة قائمة. ضمن الافتراضات الواردة. من اجل 
المكعب “1505 الذي له نفس مركز د" واضلاع طوها 
1-٠‏ أما صورته فهي سم5- 2079 (تعيّن 
التكاملات الموافقة له بدون صعوية)؛ عندما ننتقل الى النهاية 
بجعل 0+ء فإننا نصل الى النتيجة المطلوبة. 
7 33 المسلسلات والحافات. 
أ و رنف اد رر متو كس .ع تؤاذكري الذائ که ی 89:7 
تكامل (6+1)- شكل ٥١‏ على (1+1)- سطح مقبول في ,۸۷ 
بتكامل الشكل ه نفسه على حافة هذا السطح مثله مثل الدستور 
التقليدي لنيوتن -< ليبنيتز 

(1) Îr f (0) -1 (a) 

الذي يربط تكامل تفاضلية تابع (2) f‏ على جال 8 هذا التابع 
على حافة المجال. 
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علينا أن تغرف ما هي حافة -)k+1(‏ سطح 5 أولا فإن 
هذه الحافة تمثل جموعة م سطوح نستنتج توسيطاتها. إستناداً 
الى قواعد معبنة» من توسيط السطح 5. يعيّن ذلك» حسب 
7 - رء تكامل الشكل « على كل من عا السطوح هذه. 
ثانيا» حتى نشكل تكامل الشكل ه على كل حافة فإننا نزود 
بعض التكاملات المذكورة بالاشارة + وبعض التكاملات 
الاخرى بالاشارة - ( كرا هو الحال في الدستور (1)). يتمثل 
التعريف السلم للحافة في صياغة قاعدة تعيين اجزائها ذات البعد 
م وقاعدة خاصة بالاشارات . 

نورد في اطار ما قلناه تعريف مسلسلة. نسمى مسلسلة وعلى 
وجه التحديد ٠‏ مسلسلة كل جموع شكلى يكتب على النحو 

ES;‏ له = حيث ترمز مک ...وک ل 1 عر 
مقبولة في م۸ وترمز بء ,....» لاعداد مساوية ل 0 او 
1+ 3 1-. 


لوقع ان مسلسلة » تعين طريقة مكاملة أي »د شكل 


3= 5 ش (2) 


تسمى العبارة (2) تكامل الشكل » على المسلسلة 4, 

ب. نقول عن 1 مسلسلتين بكبه ل = وزكر ل - 3 

إنبها متكافئتان إذا تحقق المساواة التالية من اجل كل 1- شكل 
0 مستمر على Mn‏ : 

)3( 56 


2 


: 8 


من الواضح ان كل مسلسلتين لا تختلفان الأ بترتيب 
حدودهما مسلسلتان متکافتتان . م إذا استنتجت مسلسلة من 
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مسلسلة © باستبدال ط- سطح وى ب »# سطح 5 مكافىء 
له  13.7(‏ ر) فإن المسلسلتين © و © متكافئتنان (13.7 - 
س)» لدينا نفس النتيجة إذا استنتجت # من »© باستبدال 
_k‏ سطح 8 ب ۾ سطح ضد مكافىء له ,3 واستىدال 
المعامل ١ء‏ الموافق ل ,ى ب ت (13.7 - ط). 
ط. سوف نقدم تعريف حافة ليس من اجل × السطوح 
المقبولة فحسب بل ايضا من اجل K‏ - المسلسلات. نرمز لحافة 
مسلسلة ك با e‏ . 

نفرض في البداية ان © مكعب ,۸ے # . إن المكعب *1 
م سطح مقبول توسيطه هو: 


,0 = "و حار ىر د 1 لير = لے شرن ين 
م ,4 ع ةق اور 02 


ع من اجل كل,...,1عأ: 
kB},‏ ,... ل O< 41, j=1,‏ ,0سا : “لع هماع و1 
O<, i=, ..., Û ag RF‏ ,1= : “لع ه) - iı‏ 
إن المجموعات 7 و و7 وجوه بعدها (k-1)‏ من 
المحكعث 7F‏ . إنها -)k-1(‏ سطوح مقىولة إذا وسطناها کا يل : 


ut,‏ ل ,0 — at u, gi‏ ,... ل ل ل ان 
,}0 = عم 0ل سدأخايج 8-1 =u‏ ,. 0 
2 2 1 ع أبع {tERn:iazt =u, ..., a e‏ =1 
(0 = "2 = ... ال ”7 
1 
A (0R a.‏ دل ,7+ DÛ (r! o+(—1)‏ = 0/1 
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ليكن E‏ معاد ريطي لأى سطح مقبول 5. نضع هنا: 
o).‏ 17) ع" *(1 -) J D‏ > (ر*1) نه) 08-8 
a=)‏ 1= 
أخيراء من اجل كل عل مسلسلة و 2 فإننا نضع : 


.605 م0 


مد 


1 عدر : 
43.7. توطئة. إذا كان ۲ہ م فإن .86-م8 . 


البرهان. في البداية» ليكن 4 1ل سطحا 58 توسيطه: 
j=1,.., n uC,‏ للم ,.. بأن) أب ع ع )(1) 
وليكن & = نفس السطح الموسط ب: 
i=l... m EF‏ لكر op‏ )2( 


ل 


حيث (2(7) ل) م = (ن) ته ) وحيث ان التطبيق () u = u‏ أو 

الي عد او a)‏ °° °° ) 1 

‘(0 °° °° a) لور‎ = «n 
تفاتشاكل للمكعب *7 با أن التطبيق (؟)ناعنا خطى إذا اعتبرنا جزءه‎ 
ارئيسي» وغير منحل فإنه يحرّل كل نقطة داخلية في المكصب */ الى نقطة‎ 
داخلية وبالتالي كل نقطة على الحافة الى نقطة على الحافة. عند تطبيق نفس‎ 
الاستدلال على الوجوه ذات البعد (1-1). نرى أن التطبيق (7)ناحنا‎ 
يحرّل كل نقطة داخلية من وجه الى نقطة داخلية من الوجه الموافق له‎ 
ويحول كل وجه الى وجه آخر ثم إن التطبيق (8)9 تقابلي ولذا فهو يحوّل‎ 
وجوها غير متقاطعة الى وجوه غير متقاطعة. بعبارة أخرى يحوّل وجوها‎ 
1 متقابلة الى وجوه متقابلة. نفرض مثلا أن سطحا‎ 
ا) يتحول بواسطة التطبيق (7)نا الى سطح‎ > 1, . .., #:» = 0, 1( 


Bp =1... , k; B =0, 1) 
)3( u u), ..., “نا ,... ,2*1 روه ,ا‎ 


فد E gO OEE E a‏ لهم e a EER‏ هزه لا 
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لنشبت ان هذا التطبيق وا = (00)»ه تفاتشاكل (أي أن: 
uF)‏ يرق 1 


..,B,.. 7 8‏ ,أم) 8 
0 ) أو ضد تفاتشاكل (أي 0‏ 0 نيو 


ور و. (v1,‏ 8 ب ,.. (vh,‏ 8 


وذلك حسب زوجية أو فردية العددم ل ٠ه‏ +2 + :على التوالي . 


بالفعل فإنه ينتج من (2) 


dui (vt 
ا‎ =0 pour vyéi. 


لص ,1+ uv‏ به ,ا اا,... 


êv 
انطلاقا من المتراجحة‎ 
dut (p1, (أص... يه و...‎ Qut (1, ...,@&, ..., 0F) Qu! (uf, ...,@,...,0F) 
dv! dvi gk 
Qul (vl, GC, cc, F) Qui (Dh... لض ...يه‎ Qui (u, ...,a,...,F) 
vt dui ûk ۳ 
Qu (!, 9C, , v( Qu (o1, ..., 0, ,۲۴( guh (1, 2 ,0*( 
اررق‎ ûvi ûk 
du! (vt, زم و0 ,و‎ Qu! (v!, e9, ,( du! (f, , اليل‎ 
E Qui ûk 
Qui (vt و0 و‎ ,*( 
0 ' من‎ 0 0 
uk (wt, و و‎ 5 vk) يرق‎ (wf, و وه‎ 0 vk) guk (1, و و‎ vk) 
E dut uk 


ننشر المعين الاخير وفق عناصر السطر ذي الرتبة + ونلاحظ ان الكمية 











vk)‏ و“ و00 و“ dui (v1,‏ والاصغري: 
vi‏ 

u! dul ê@ut dut 

(4( 1-أنن ' ` ° أرق‎ ûyi*t ' ' ° gk 
dui-1 u1 êui¬1 Qui¬1 

JT ٠٠ Fy yT ° ° “gk 

Qui+1 1+تيرج 1+ذيرق‎ dui+1 

û1 ' gi¬! ûyi*1 ' ' " ak 

êuh‏ يرق عيرق طرق 

طرق `° ° '1+أريق Qui”!‏ ° أن 
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10-7 (y1 1 8 
)- خاو‎ sign E E 


وذلك مھا كانت القع 
إلا اننا إذا تناولنا الامكانيات المبينة في الرسم 3.7 - 1 فإننا نرى بأن 

الكمية (*" ... جد 0 ف حالة0 = م = »أو = 8 = يووسالبة 

في حالة 1= م ,0 - ب أو .0 = 1,8 > »ه. إذن فإن إشارة التابع: 


: ا 1 
ان و y1, oe‏ 1 أ .م وا 


(ادى... و ...ا ا هي 8+ »(1) 
dui‏ 





1 4/0) 


الرسم 3.7 1 


ينتج عن ذلك أن التطبيق من الوجه Ita‏ في الوجه Tie‏ 
بواسطة الدستور (1) تفاتشاكل من أجلر + ++ 8 + »زوجي وضد 


تفاتشاكل من اجلر + :+8 + »فردي. 
إذن فإن ع1 السطحين (ى 1#ز)ب1+اجه+ه(1)و (له.؟7) :) مح (م*/1) «#متكافئان 


نجد في الاخير: 


ل 
ص 
1 

A=» 

0-10 


)- 11و11‎ o), 


1 
2 
1 

هه 


به 
1 
| 

= 

(A= 


1 
رم 
1 

5 


1 1 E 
(— Pp (Ê, e) ~ وا ا د‎ 


ا 
Iz‏ 
= 


اده 
1 
هم 
5-2 
ا 
وت 


١‏ 1 م 
o (Ta) = 88‏ =( إل ل عو "o(‏ )0( 


i=1 
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إذن 68-85 . 
ينتج عن ذلك» حسب تعريف تكافؤ مسلسلتين »© و,6 » تكافؤ ع0 و 
.> وهو ما يثبت التوطئة. 
نضع من اجل 0- مسلسلةء تمثل جموعا جبريا منتهيا من النقاط 
المنعزلة. معاملاتها صحيحة» نضع تعريفاً : 0 عد م6 . 
7 . تشبه التوطئة التالية التوطئة 42.7 - أ. 
توطئة. لدينا من اجل كل عل مسلسلة  :6©‏ 0= (00) ۵ = م٠‏ 
يكفى معالجة الحالات >2 و خم ىم . لدينا عندئذ: 


hk 1 
"= D 2 (~1) a, 
=f =0 
hk 1 


OF" = 8(0) ع‎ YD D (—1) "or a. 


4-21 a=) 
: السطح المزود بالتوسيط‎ -(k-1( يشير الرمز 7 الى‎ 
17, وكيا جح أيه : م8[ ع به) د‎ ..., gi¬! سأي بحاي ص‎ 
= a, atu, ..., إ0 = "2 ...ا القن احطيو ع يم‎ 


لدينا حسب القاعدة العامة: 
hot Rk :‏ 
ور( )06 -) لق > o. a=‏ 
حيث يبمثل و ر( 7) (1-2) سطحا بالتوسيط: 
j 1-9‏ )1( 
,ا ...ا ,ق کر ut,‏ د نه {ZE Ra:‏ دورو (TÎ‏ 


سے اا ل 4+4 - ا 
,0= "...= تحير يه ...< gi a,‏ 


وهذا في الحالة الق يكون فيها [<1 وبالتوسيط : 


1 
aut, ..., 21 — 8,‏ ريوص أيه .تلاك انه :م18 ع ه) ع وررله ,11) )2( 
,(0 = "...س U, ٣‏ و u,‏ 2+ 


وهذا في الحالة التى يكون فيها ل>1. وهكذا فإن: 


678 


8 1 
ور ا ل لے ارام 
في هذا المجموع الحد 


)3( 
ور ؟1) حيث 8,11 ,۾ معطاة 
و > 7 . إنه من الشكل (1) نعالج بعد ذلك الحد 


.ا 
یا . 


(Ti ا(‎ 

ان لدينا فيه (<1-آ1 فإن عبارته معطاة بالدستور (2) 
1 > ,= , 
(0 = "2 =... = 535 2 , 


(B1, at, p = {z € Rp : ان‎ = uw 
= ly 


نرى ان 8 (Ti,a)i,‏ تمن( (Ti,‏ وهكذا فإن كل حد من المجموع (3) 
الذي دليله اللاتيني الثاني أصغر من الاول ينعدم أثناء الجمت مع الحد 


الآخر الذي دليله اللاتيني الثاني أكبر من الاول أو يساويه. نجد في م 
ان كل المجموع (3) منعد م » وهو المطلوب. 


تسمى مسلسلة »© ذات حافة منعدمة دورة (أو دور) 
تبين التوطئة السابقة أن كل حافة تمثل دورة 

0000 . 7 

۴ ے “7 ., عندئذ 


ليكن ه (8-1) شكلا قابلا للمفاضلة في المكعب 


8 | (1) 
البرهان. يكن بدون المساس بعمومية المسألة اعتبار الشكل 
N... A dar.‏ هه ...م تمك (م) زع هن )2( 
لدينا : 
PANA ... NAFA ... N der‏ )1( سوق 
نجد عند الانتقال الى تكامل مكرر أن 
= ...اھ جلك | سارو ) مده 6 
3 
! 
f (z -1 Jpi+ n_‏ 5 
da" =‏ ... اخأيوق dz!‏ ... ايوق e‏ 7 - 
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وى ,2 ,1 (at, at,‏ /] ا 11-1-) = 
zi", ..., [det ... dz da"... dz.‏ ,0 ا .. f(a,‏ 
إلا أننا نعام أن: 
,]1 كنرف ) دو :40117 -)] - هزه 
حيث يشير . 42.8 الى (8-1) السطح بالتوسيط: 
1 ,0 جيم ابت “يمار لل ريماس أو رن .ل تيز سكج © (4) 
وبالتالي : 
3 0 )ا3 ۵4 | )9 ده | 
Io =! 1,1‏ اسز "م 
يتم رد هذه التكاملات الى تكاملات عادة مضاعفة (5-1) مرة بواسطة 
التمثيل (4 ). با أن لدينا في الحد ذي الرتبة ز 0 = نمك فإنه لا يبقى في 
المجموع سوى الحد الموافق ب ؛ = ز لأن العبارة الواقعة تحت رمز المكاملة 
قد لا تنعدم في هذه الحالة وهي منعدمة فيا سواها. وهكذا: 
(5) 
f(z, ..., 0, .... dr‏ ظ )ده | 


1 نيان 


4(0) Û E <’ 


1,1 


7 | مه زه ,... ,1 


11 


وبذلك ينتهي برهان النظرية. 

الواقع ان الدستور (5) ليس سوى دستور أوستروغرادسكي 5(31.4) 
بدلالة الاشكال التفاضلية من اجل الحالة التي تكون فيها ساحة المكاملة 
مكعيا بعده 1. 
7. توطئة. من أجل م شكل تفاضلى () هء فان العملية 8 وعملية 
الانتقال الى الاحداثيات الجديدة ((”"الة ,. . .. ,ثمة) = س) (س) نه = بد تتبادلان 
فما بينها : يمكننا في البداية اجرأ تبديل للمتغيرات ثم القيام بالعملية 8 
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(بالنسبة للمتغيرات الجديدة). 


البرهان . نفرض في البداية ان الشكل © تابع (0- شکل) «(2) /:. لدينا 
فى هذه الحالة: 
,ا 1 3= of‏ 


Ori 
a 


ررق ا 2 )1 ك ر = ))2( af‏ 


إل أن اجراء عملية المفاضلة بعد تبديل المتغيرات يجعلنا نحصل على: 


6f (e) = اہین ا د‎ 59 0 IE) 20 gi, 


f 
0 وهذا يطابق العبارة السابقة. وهكذا فإن القضية» من اجل‎ 
الاشكالء قائمة. نواصل بعد ذلك بالتدريج: نفرض ان التوطئة قائمة من‎ 
اجل عل شكل ونبرهن عليها من اجل كل (1+1)- شكل. يكفي‎ 
اعتبار( 1+1 )- شكل ميق مه حيث ه ا شكل.‎ 
لدينا عندئذ» حسب 22.7 ص:‎ 
(1) OO SORE 
6 (0۸4z) [u] = لضت 3 مامه‎ 
من جهة أخرى لدينا:‎ 
ه)‎ A dz?) lu] = o [u] A "ندل‎ lu], 
وبا أن 0 = * فإن المفاضلة بالنسبة للمتغيرات ا وبمراعاة فرض التدريج‎ 
êl(o A dz”) [uJ] = (o [u]) A de" lu] = 
(2) ' (@0 (2)) [IA 2 
وَ (2) نرى أن التوطثة قائمة.‎ 810) 39 
نظرية .( ست وکس - بوانكري) . لیکن © (1-1) شكلا قابلا‎ . 7 
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للمفاضلة في ساحة,/7 ح € و »> م مسلسلة في ©. لدينا عندئذ: 
.ه | = ه60 
م 
يكفى اجراء البرهان في الحالة التى تكون فيها المسلسلة © ا سطحا قابلا 
للمفاضلة 5. ليكن () ± = 2 تمثيلا ‏ وسيطيا ل 5 حيث تتجول الوسيطات 
نا كالمعتاد» في المكعب *1 طبقا للتعريف 13.7 د لتكامل شكل 
وحسب التوطئة 73.7« فإن: 
.01( م) [a‏ 6 | ع a0 (2) = | (0o (=) l1‏ | 
نذا ذأ 8 
لكن : , 
,))( ¥( ® | =۵ | 
ês êk‏ 
٠‏ وننتج النظرية من المساواة: 
() )۵ | 
1 
التي تأي من النظرية 63.7 ف اجل 7-1(, 
7. حالات خاصة من نظرية ستو كس 5 بوانکري 
أ. 1=. المسلسلة »© هى في هذه الحالة 1 مسلسلة. نفرض قصد 
الاختصار أن » يشل خطا 1ا أي الصورة 2 © = #للمجال 
(1 عدن > 0 :ن) = 
a = ٠" )2(‏ ,... رسن تيو = L = {zr E Ra: x!‏ 
حیث () أ هىء كامعتاد, توابع قابلة للإشتقاق باستمرار. إن 
حافة المجال 1 مسلسلة مشكلة من نقطتين 0 و 1 أولاها بالاشارة - 
وثانيتها بالاشارة +. إذن حافة الخط مسلسلة من نقطتين (0) ب - (1) © , 
اما الشكل © وهو 0 شكل (م) f‏ = ه وان 4 5 = هن نصل الى 


ت 


الدستور : 


[(0) ب] ۶ [(1) ب] f‏ ے اون 4 2د 2 
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الذي يمثل تعمها معروفا لدستور نيوتن - ليبنيتز الى التكاملات المنحنية. 
ب . .k=2‏ إن المسلسلة © هنا 2 مسلسلة. نفرض قصد الاختصار أن 
0-5 هي الصور بواسطة (/) و = بم للمربع 

12 = {(u, u) 6 180: 0 أن جه‎ <10 <u" <1) 

.تس ,) "و = u), ..., a"‏ ركنن أي — S = {rz ER: a‏ 
إن حافة المربع « هي المسلسلةه ]1 - ,]4 و1 + 11 تتمشل 
المكاملة على هذه المسلسلة في المكاملة على 4ه من اجل 0 ح u"‏ مع 
الاشارة + والمكاملة على س من اجل1 = آنه مع الاشارة +» وعلى اير 
من اجل 1 = س مع الاشارة - وعلى ي من اجل 0 اب مع الاشارة 
-» تمثل نتيجة هذه المكاملة التكامل على المحيط المغلق للمربع 1 في 
الاتجاه الموجب (الرسم 3.7 - 2). مع الملاحظة ان للمكاملة على المسلسلة 
85 (الرسم 3.7 3) معني ماثلا. يمثل الشكل 8 هنا 1 شكلا 

مه (2) ,/ ل يكون من اجله : 
(EA) dae Adat.‏ = 
>6 





ےق E‏ عيرم 


من اجل 2-3 . فائنا نستطيع صلة الشكل 00 بالحقل الشعاعى : 








Of ûf 01 ûf af ûf 
ot (ss E j 
110) وكا‎ 
1 
00 
(0,0) 
/0,1) e 
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طبقاً ل 23.7 ج فإن تكامل الشكل 80 على السطح 5 هو تدفق الحقل 
الشعاعي ۲١۲۴‏ عبر هذا السطح. إن إتجاه الناظم على السطح 8 معين بالجداء 
الشعاعي للشعاعين يث و تيج الماسين لخطوط الجاعتين م هن و 
6 ان على التوالي والمتجهين في اتجاه تزايد الوسيطات الموافق لما. هذا 
الغرض» نرى في جملة احدائيات تة تقع على اليمين بأن التنسيق بين اتحجاه 
الناظم واتجاه الحافة يتم حسب القاعدة: 

بالنظر من موصل الشعاع " فإن رمم الحافة يتم في الاتجاه لمعاكس لاتجاه 
حركة عقارب الساعة ( الرسم 7 -4) 


الرسم 4-3.7 


نجد من جديد الدستور التقليدي لستوكس 5(62.4): 
(f, Dar.‏ أ = (rot f, m) dS‏ ا 

يتعلق الامر في الدستور التقليدي لستوكس بسطح مرن بتقطع 8: 
بحافةمرنة بتقطع 1 . إن الدستور المحصل عليه قد كتب من اجل سطح 
مرن حافته تحوي أربع نقاط زاوية على الاكثرء حى ننتقل الى الحالة العامة 
يكفي ان نلاحظ بأن سطحا مرنا بتقطع بحافة مرنة بتقطع يمكن دوما 
تقسيمه الى عدد منته من الاجزاء تمثل سطوحا مرنة باربع نقاط زاوية على 
الحافة» عند كتابة دستور ستوكس المحصل عليه هنا من اجل كل جزء 
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من هذه الاجزاء وجمع تلك العلاقات فإننا نصل الى دستور ستو كس 
التقليدي . 


ج. k=”‏ إن المسلسلة 0 في هذه الحالة 82 مسلسلة» نفرض قصد 

الاختصار أن 6حههو الصورة بواسطة () ب = ± للمكعب 

)1< ”د عه 0 ,0 . ,1 جك {uECER: OS‏ = 

6 = (e ER رقم تج سكم‎ o DY, o, = Phy. u™)}. 
نفرض أيضا أن يعقولي التطبيق (س») ب = ± غير سالب ولا ينعد م إلا‎ 

على جموعة Z‏ بعدها <12-2. عندئذ يتحول الناظم الخارجى على الوجه 
]1 للمكعب I"‏ حيثا كان باستثناء المجموعة ع1 0 72 الى 

الناظم الخارجى على القطعة الموافقة له م١5‏ لحافة 6©. لما كان الناظم 

الخارجى على الوجه Iîa‏ موازيا لشعاع الاساس € ¢ إذ انه يمثل 

الشعاع : 


(1)1 e, = ) 1479-3 leg, ره‎ 1-1 Hn ° ليه‎ )1(' 1 = 
35 (1) le, له‎ os C1, CH °° en), 


فإن شعاع الناظم الخارجي على القطعة »:5 الموافق لذلك يمكن ان 
يُعطى بالعبارة: 


__N a+iFr dz @z 0 0z 
Vs TT: N= (=1) Qul? ° °°° u1? P1 '"** د‎ 7] 


يمثل الشكل ٠ه‏ هنا (1-ه) شكلا 
N... AA‏ مط لس و BÛ (DYANA...‏ = 
_- 
نصله بالحقل الشعاعي (ي/ , وأ f=‏ 
طبقا ل 23.7 ج فإن التكامل© | يساوي تدفق الحقل ‏ عبر السطح 
1 00 0 ,17 
50 بناظم واحدي | ۷ الم لا س وص حيث : 
a - )# +67‏ 0000م و ,... Nia= | r‏ 


du! ° 1 gut ' gui ° 
إذن:‎ | (f, mı, a) dS = 1 أي ان :۵ھ‎ 
8i, « ol, a) 
n 1 
ا‎ 
G 1-1 =0 qo? 5 
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n 1 


- 8 < | (1me) dS— J ¥ E 


1- 0 0 5 i= دن‎ 05, 


2 ا‎ (f, m) dS. 


لدينا من جهة أخرى: 
f 3 far... ۸ arr‏ =2[ 
وهكذا فإن دستور ستوكس برذ في هذه الحالة الى الشكل: 
ag‏ اله 2 ب mn) dS‏ 1 (1) 


02 7-1 

وهو يمثل دستور اا 5(31.4): 

| (fv) dS = | div f(z) de. 

اه ب اي ا 53 2 
الكعب جد «زاوية » بحيث اا لد يمكن ان مثلا متعدد وجوه» 
قدو کم فق الجر ع افد اکان ن (ات) من الساجيات 
الواردة في (1) الى أية ساحة © حافتها مرنة بتقطع ثم نقسم © الى عدة 
اجزاء ينطبق عليها دستور ستوكس ونكتب (1) من اجل كل جزء من 


8 7 .4. المفاضلة القرينة. 

7 . الشكل القرين. 

أ . هب ان الفضاء ,8 مزود بجداء سلمي بموتر متري ره . 

عندئد يمكن ابراز بصفة طبيعية من بين كل الاسس صف 

الاسس (ء) المتعامدة والمتجانسة التى تتحقق من اجلها 
(er, ep) = ap‏ 
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ستطيع كتابة شكل ضد تناظري ٠ ١١‏ ,) 4 حسب 
2)61.7): 
e‏ 
حيث يتم الجمع على الارقام المتعددة المرتبة تماما(ره ,. .,,م) = (). 
نعرّف الشكل القرين 4ه ل مدخ متغيرا بوضع ضمن 
اساس متعامد ومتجانس 
5005"8١ 87‏ م درم.... A(z,‏ (1) 


حيث (م ...)= («) هو الرقم المتعدد المكمل ل 
(م) (11.7 - ج) المرتب (ايضا) تماما و: 


ا e‏ )2( 
ب . نستطيع ان نبرهن مباشرة على ان التعريف  )1(‏ (2) لا 
يتعلق بالاساس المتعامد والمتجانس (التمرين 16). نقدم هنا 
برهانا من نوع آخر: نبحث عن تعريف آخر للشكل القرين 
يقوم من اجل كل الاسس في آن واحد؛ وسيأق عدم تغيره من 
رمزه الموتري؛ اذا تعلق الامر باسس متعامدة ومتجانسة فإن 
هذا التعريف يرد الى التعريف  )1(‏ (2). نستخدم الرمز 
7 )للشكل 
A(z, .., 2= PD anê"A ... A*,‏ 


با جمع على كل صم) ا الارقام الضيقة ‏ 0) . حيث 
ان المعاملات مه توابع ضد تناظر ل  )0«‏ الرقم 


: نضع‎ . (0 
)3( e E EA 5 بسع مم‎ 
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1 ا‎ 1 2 
رو‎ = Can 2 2 aug i f REG. رقت‎ 1200101002 
û) )5 


)4( 
م0 ثابت سنحدد قيمته ادناه. 
لنثبت ان التعريف  )3(‏ (4) يعطي موترا متغايرا #-” 
و لكا ا 


لدينا !|6 غ46 - @ و 


det || girj’ || = det || giypirpjr || = det || gı, || det Il اعم‎ 


Ter 


1 ان‎ 1 21 nk 
Ei ل‎ Pi Pi, Pi Pj, 
14 144 1 17 14 
00 ا‎ , "5 |) 06 
wÎ وام اه‎ ono neon ® = 61 a r .اماما ع‎ 5 
n n n 8 n-k nُ 7 
Pig 00 Pi م83‎ 1 . Dn 
50 
ومنه ياني‎ 
و 41 ف‎ haf ch. 4 
8 0 PD. 6.ء.‎ £ 1 
1 i: ي‎ Pif pj poy cige ..i,_ ot | Pi ll. 


وبالتالي : 


1... Isat NI 
eV det ery li = 
م 0 او سے‎ ١ 1 i ةع‎ FEST 
Pif <. Pi ei n et [| pi’ || det I pi Il V det Il ريع‎ || = 
EEN 
= Pif... PEL, V ETE, 


Pi, 


بحيث ان الكمية [ر,م 1/066 Os‏ 


: موثر متغاير n‏ 
مرة. Ci)‏ يمثل موترا متغايرا / مرة (61.7 - ج) و 7 


موترا عكسياً مرتين؛ إذن فإن التقليص (4) موتر متغاير 
#-م مرةء وهوالمطلوب. 


17 
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لدينا ضمن اساس عمودي : ررة = ربع = 8 وبذلك 
يصبح الدستور (4): 
es‏ 
من اجل () 0 ال الارقام المتعددة () 
المكملة ل () لا يخلو من معنى. إذا کان )= ()0 › 
© = () 0 فإن ر 2ج بط = بريه (5(51.7)) وبا 
ان ليس هناك سوى رقم متعدد اغد مرت غاا (a)‏ مكمل 
ل 0W‏ : 


O Be sak 

(i) 

إن العبارة الواقعة تحت رمز الجمع لا تتعلق الآن بالرقم 
المتعدد () لأن لدينا حسب 2(11.7): 


C 0-75 
be = أ‎ 





ايك 4° 


92 0 
E, Rei hg. ل‎ 


بحن 4 
لوقه و0 Cy‏ 0 > بربرم لوطي :1 


ا ر 3e‏ 


= jag. (— 1) 
وهكذا‎ 


R(k+1 kh (kh+1 
Chn 7 1 ب +2 24 ا‎ : 
k1 dayk! (— 1) عد‎ Canda, (— 1) 0 





= ر0 
وحسب 61.7 (10) يأقي : 


R(R+1) 
يه ب‎ SEE 
Dy) = Can (r— k) ! Dey, == Can (n— k) ! do, (— 1 


ED 
: نضع الان سك 2 لس هوي فنجد‎ 
ا‎ 


Aa)‏ (1~) 2 = رپ0 


وهذا يطابق الدستور (2). 
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د . امثلة. إن الشكل القرين ل 0 شكل © (ثابت) هو " 
الشكل : 
م لمعه 
اما قرين 1 شکل “ير فهور -) - الشكل الذي 
يكتب ضمن اساس متعامد ومتجانس على النحو : 
ال للع مخ ىلر 1 2 
د . لدينا في الحالة العامة العلاقتين التاليتين : 


(هء) + A)‏ ء) (aA + bB) = a‏ » (5) 
م و 8 ۴- شكلان ضد تناظريان اما » و 8 فها عددان) 
7 1 
n(n+1)‏ 
.4 * )ل 4ء )6( 
إن المساواة (5) تأقي مباشرة. اما المساواة (6) فتنتج من : 


n (nF 1) 
(1T لي 1( س‎ 


7 . الشكل القرين فى فضاء ريماق 
أ. نعرف الآن من اجل + شكل تفاضلي معطى 
da“N... Ada“‏ )2( 6 ل 2 ... انأل (2) a,‏ لم ده (1 ( 
في فضاء رياني اولي /ه » 8م) - الشكل القرين هء 
بالمساواة: 
حت حتف Db, (a) dr...‏ =0 )2( 
dank,‏ ...مدل )ك( 7 )2 ڪڪ 
ص 


® 





: ضس‎ 
R(h+1) 5 : ' . 
)3( ,یذ‎ )2( = )-4( * DÎ 2) Jj a (2) f 11... gf RR x 
(D) (5) 
X تع‎ ipi ين‎ V etl £, )2( li. 


إذا كانت جلة الاحداثيات ‏ (#) متعامدة ومتجانسة عند 
نقطة معطاةء اي إذا كان ,ربة تاي = ر8 فإننا نستطيع › 
كما هو الحال في 14.7 ب» كتابة دستور ابسط: 
ا( bo (e) = (1e‏ )4( 
حيث «) رقم متعدد مرتب تماما مكمل ل (©) . 
ب. استناداً الى 14.7 د إن العلاقتين التاليتين حققتان 


(وه «) وه + (يه «) يه = (وهوه + رهيه) ٠‏ (5) 
من اجل اي 8# شكلين ضد تناظريين ٫ه‏ و وه واي ثابتين 
ك ووه 

Mn+1) 
(6) 41-)-(هم)‎ © ۵ 


من اجل اي ۾ شكل ضد تناظري ه . 
7 . أ . لنعرّف عملية المفاضلة القرينة لشكل ضد تناظري 
على فضاء رياني نعرف هذه العملية بالعلاقة : 
0۵ » = وق )1( 
ب . إن التفاضلية القرينة ل مخ شكل هي(1- )=( - »)+ 1) ¬ م 
eS‏ 
- شكل نيه رم ر۶ (5 = ه فهي 0 شكل؛ لنحسبها ضمن الا 


المتعامدة والمتجانسة : 
Adar,‏ .ا تلبوق ار نسم أ ٠١.‏ ا fy (2) dz‏ 11 -) 2 = ا 


8 (= 5 (1 a Rd... Naa... 


j1 
8 
. Adz" — — ع ر‎ LH aA... عم‎ 


1 جر 


ا و ب ) = ede‏ = صق 


ari ` 
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ج . التفاضلية القرينة» مثل العمليتين 4 و ٠‏ . عملية خطية. ثم 
إنه ينتج من 6(24.7) ومن الخاصية التجميعية ان: 


n(n+1) 
6” = (٭0+)‎ )+0*( = )٠0( (0ء) = (٭0) (ه»)‎ )-1( 2 )0«( = 
r) لفسا‎ 


0ع ٠‏ (60)* 3 (4- )- ر(وت0()6»*) 








=)-4( 


7 . مؤثر لابلاس (eءeھام‏ ھا ). 
5 يلعب المؤثر .88 + 88 دورا هاما. سنبين ان هذا المؤثر 
يطابق . ضمن اساس متعامد ومتجانس لفضاء اقليدي بعده ‏ » 
بتقدير عامل ثابت مؤثر لابلاس المطبق على كل معامل من 
الشكل : ' 

01) (06 + 80) J, aa (2) dz"... Adz** = 


(a) 
nF) 


e dm... Adz.‏ « 3 3 )سا 


يف وز ر 
بطبرعة الخال فان اعتبار الاشكال وحيدة الحدود. وحدها. 
نستطيع بدون المساس بعمومية المسألة كتابة شكل وحيد الحد ه 
کا يل : 
a (2) dz A... A dF.‏ = ان (2) 
(نغيّر اذا لزم الامر ترقم الاحداثيات). 
لدينا من اجل الشكل (2): 
A... Adz”,‏ لجعي )1( )2( em — a‏ 
hk‏ 
ar d1... Adz",‏ 8 5 1(0 -) = ))8 


=1 
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0 
» )0e۵( = ) 1(۳ 5١ (a AED... 21 xX 


x dA... AFA... Adz", 
حيث يبين الرمز تق ان العامل شه قد اهمل. ثم إن:‎ 


) 3 (0 وة‎ = +m = 


n(n+1) 8‏ 
0 سو 
+ خف ...٠ج‏ تسم ...رامل لعل أن ) JF‏ (لس)- 
2-1 
mnt) + n gı )‏ 
413 
ع ر )م * )بي 
ph f‏ ار 


x dA... AÛ A... Adz Adz” (—14)*-1. 


يقة مماثلة لدينا: 





06 4 
و ا E (CAAA...‏ 5 = 
59 1 الدطجع 
ليا 


+00 = )-1(* ) 1(۰ da (z) م ارول‎ 
ا‎ 0 
0 ..Adzr, 


344 


(4) 


0s00= ) 1180048 YF (1P A aA... 





pPeh+1 اف‎ 
«8 
.<<AdFPA...Ada 4(4). YF (—14)P Xx 
preht-f 
<3 ا‎ d# NaF “A...Adz ..Adr”, 
دز‎ 
80 = عد 00ء‎ 
1+... 8 (2 ¢ ANH سب‎ Jt 
)س‎ -1( 5 TEP ( (4سم‎ dA... لمهم‎ 
a . 
ل‎ )1+ + 04 )z( fPIOHDH...14n 
+ )—1( e e 1) xX 


x dA ..:APA... Adat ع‎ 
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Mn+!) n 


AN... +‏ 2 77 )سات 
5 0 
APA... Ad‏ ...مان تلع )1 50-1 ¥ 3 )4(4 
pPak+1 =1 ûi oz 5‏ 


عدي (4(203) إن المجا المزدوجة تنعدم ولدينا: 
جع )1 Mn‏ 3-3 از 1 
الست و A, A=‏ © )1—(— -هروة +66 (5) 
وهو المطلوب. “7 
ب . في الحالة العامة ( فضاء رياني مزود بأية جملة احداثيات)» 
يسمى المؤثر 8+ ةه مؤثرلابلاس ‏ بيلترامي 
( Beltrami-aceاLap‏ ). تتكون عبارة مؤثر لابلاس بيلترامى من 
حدين؛ نطبق في الاول على الشكل م المؤثر .4ه (74.6 - 
ب » ج( ويبدو في الثاني موتر انحناء الفضاء الريماني (راجع ج 
ذي رام) «de Rham‏ المنوعات القابلة للمفاضلة › باریس » 
هارمان. 1955). 


7 . انشاء شكل ھ انطلاقا من ږو و هة. 


أ. لیکن سر (1-*) - شكلا وَ 0۸+ - شكلا معطيين 
على منوعة ريمانية .86 ؛ نتساءل عن وجود 8 شكل ه يحقق 
= ۵ رس = وق 

إذا وجد مثل هذا الشكل ه فإن 0=« u=6ة‏ و 
0- ۵ة = ۸ة إذن تمثل العلاقتان 0= بره » 0= 6۸ شرطين 
لازمين لوجود الشكل المطلوب. 

ثم إنه تبين بأن هذين الشرطين كافيان على الاقل ضمن 
الفرض القائل ان الشكلين م و 2 لما حامل متراص. اي ان 
معاملات) منعدمة خارج جموعة متراصة من الفضاء 26 . 
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نقدم في د برهانا(*) بسيطا على هذه النتيجة في الحالة التي 
يكون فيها ,8 = .27 وهو الفضاء الشعاعي ذو البعد « . (اما في 
الحالة الغامة فالبرهان جد معقد؛ راجع مثلا ج دي رامء 
المنوعات القابلة للمفاضلة» باريس هارمان» 1955). 
ب. نعتبر في البداية حالة خاصة حيث يكون الشكل مطابقا 
للصفر . 

نختار في الفضاء 8 اساسا متعامدا ومتجانسا ونضع: 

da N... A daî,‏ )2( بق = )¥( ع 
Le 70707000‏ 8 = ا 


سب ال م ET‏ 








Hea (4) 4 
5 22 E Og | dz Adam... Adah 


=)” 2( 2 3 ل‎ Tîr E Heo, (y) dy | dz Ada" AN... سكير ب‎ 


61-1 


نرمز ب (ببیمم .... ب8) = (8) للرة قم المتعدد المكمل ل 
(») وب )( Hê)‏ للكمسة 0 رن *1(**۰۰۰۳-) 
(1-). لدينا في هذه الحالة: 


Mp) (U) dy 








E 1 dat Adz... Adazîn-kıt —‏ 1 3 = (م*)ة 


i=1 


[- 1 HÎ) (y( 3 e dy] dî AdzmAN .. . Adz د الجسم‎ 





نجه ملابيل م . ٠‏ هق / | dy‏ امه( (DT‏ م ) ay‏ 2 - ]3= 


(8) ni=1 


(*) اقترحه ۱. دور فيان (1.Dorf man)‏ 
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ll لع‎ BD ag ay] Adz... Nazîra, 
إن التوابع (7) رم لفقم نرف د و‎ 
للناظم الواحدي الخارجي على حافة الكرة‎ « = ۷١ ٠٠.١ 8( 

ونطبق نظرية اوستروغرادسكي فنجد: 
-يية اعة (mT)‏ | 

- [ra zer [3 اد ب‎ 0 


Rn i=4 
لمك ر‎ 2 dz Adz \ . . . Adz n-k+t = 8 («pı (z)) = 


=1 
n(n+1) nr +1) 


0=« © )1 —( = )0( © (1س)سم 
وهكذا فان التكاملين في (1) منعدمان. وبالتالي: 
,0 = و.٠ه 8p > ٠2‏ 
n (n+41) 90‏ 
نطبق بعد ذلك الدستور 4 5 «4) = 0+ ةة 
(3(44.7)). يمكن ان نجد الكمية ©4 في الحالة الراهنة انطاقا 
من 4 ,24 (9): 


5 0 u(y) dy ا‎ 
49 2 [2 ا‎ yT] ON... Adz = 


= Sq (2— n) Fj Bo (2) dA... Adat ع‎ Sp (2— n) p 
(a) 











حيث يرمز Sn‏ لمساحة سطح كرة الوحدة في Rn‏ „ إذن: 





n+ 1) n(nt1) 
عوقة‎ -)-1( 2 p= س ۶2 )1~( ,25 وس‎ 
» 00-0 ¢ =p عندما نضع 2 جد‎ 
0 = سن‎ 9 


ج. نعالج خاصة اخرى: هناك (6+4) - شكل + يحقق 
8-0 و (۴-1) ۔ شكل #0 م؛ نريد البحث عن لم 
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شكل ٠ه‏ بحيث .۸= 260 0- هة . إن درجة الشكل 4: هي 
1م 8 لدينا من اجل الشكل الاخير: 


mnt 1) 


.0= 01 © )ل لسو )8(9 





يتبين ما برهنا عليه في ب انه يوجد #-«) شكل ۾ 
تتحقق من اجله العلاقة: 
0= م0 »= 8 


لنثبت ان « الشكل ع «= ه يتمتع بالخاصيات المطلوبة. 


9 


بالفغل : 


M+ 1) 

لوقه (1- ) = وءوقةه = و6 
20+04 

„.2g=0,‏ 2 (14-)ح +g‏ = ص 





وهو المطلوب. 

د . فى الحالة العامة. إذا كان هناك (4  )*--‏ شكل م حاملة 
متراص» بحيث ,0- برع » و (1+*) شكل ۸ حاملة متراص 
بجحىث 2-0 » نبحث في البداية على k‏ شكلين وه 9 اوه 
يتحقق من اجلها: 


nı = p, dm, = 0, 
Ö0» == 0, 00a 2 ۸, 


م نجمعها. نحصل عندئذ على الشكل 


وه + يه = ھ )2( ش 
الذي يحل المسألة المطروحة لأن 
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سرح رهة = هق ,۸= ۵١‏ = وم 
د . لندرس مسألة وحدانية الحل. نفرض من اجل شكلين 
معطيين م و ۸ انه يوجد *٭ شكلان ه و ٩‏ ببث: 
.سر - ©8 = هق ,۸= 29 = وق 
حينئذ يكون الشكل ه - © = 0 محققا للعلاقتين 
0= 80 ,0= 0 (3) 
تسمى الاشكال 9 المتمتعة بالخاصيتين (4) اشكالا توافقية . 
إذا كان شكل ه توافقيا فإن 06+60(0=0)ء وكل 
معاملات شكل توافقي توابع توافقيه. (اما القضية العكسية فهي 
عموما خاطئة: لا يمكن ان نختار معاملات شكل توافقي اية 
توابع توافقية لأن المعاملات مرتبطة ببعضها بالعلاقات الآتية من 
(3)). 
من البديهى ان الحل (2) المحصل عليه له معلاملات تؤول 
الى © لما مه + »| . إذا تمتع حل آخر © بنفس الخاصية فإن 
الامر كذلك فا يخص الشكل التوافقىه ‏ © - 8 الآ ان كل 
تابع توافقي يؤول الى 0 لما مه + | ١>‏ تابع مطابق للصفر (45.4 
- ج). إذن» نلاحظ في صف كل 5 الاشكال التي معاملاتها 
تؤول الى 0 لما © ح-|2| ان الحل المحصل عليه وحيد. 
س . نستطيع كتابة النتيجة المحصل عليها على .الشكل : 


نظرية. يمكن تمثيل كل  *‏ شكل ٩,‏ » حيث 1- 4ة و 
بر = 8٩‏ شكلان حاملها متراص» كمجموع 484+/ ل م 
شكلين 1 و ۾ بحيث أن .0= هه ,مه . إن هذا التمثيل 
وحيد في صف كلم الاشكال التي لها معاملات تؤول الى 0 
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للبرهان على ذلك نلاحظ لكون 22-0 و 0= برة اننا 
نستطيع انشاء مثل هذا الشكل وه + ره = ه بحيث 


,0 = ,0۵ لم = ên,‏ 
.۸ = وه ,0 عديوة ش 
بفضل -الوحدائية التي سبق اثباتها فإن الشكلين » ر ۵ 
متطابقان وهو ما يعطى التمثيل المطلوب وه + ره = © . إنه 
وحيد في الصف المذكور حسب نفس الاعتبارات الواردة اعلاه. 
ص . تمثل المسألة التي نحن بصدد دراستها تعميا مباشرا لمسألة 
انشاء حقل شعاعى انطلاقا من دواره وتفرقه. بالفعل. فان 
العمليات التقليدية للتحليل الشعاعي grad o, div f‏ “ 
5041 تكتبء والبرهان على ذلك سهل. بدلالة ه 6 8.٠8‏ 
( بتقدير اشارة) كا يلي: 
dq, ia oS rot f = «ûf.‏ = ب grad‏ 

ليكن الآن 8,8,0 € F(z) (U‏ و RJ)‏ جى,8 6 7) u (z2)‏ 
تابعين ( حامله| متراص) 1+8)20ق. نريد انشاء حقل 
شعاعى f‏ بحيث u, rot f = R‏ = ع جزل يمكن معالحة الحقل 
الاي المعطى ‏ ک 0 شكل وبالتالي لدينا 0- ٥١‏ کا هو 
الحال فا يخص أي © شكل. نستطيع اعتبار الحقل الشعاعي 
8 كا 1 شكل مع 0= 8۸ أو والقولات متكافئان. 
0- .)2 . إن المسألة المطروحة تكافىء حينئذ البحث عن 
حقل شعاعي أو عن 1 - شكل ¦ يتحقق من اجلها e.‏ = /ة. 
ا اوم = م6 .. وهذه هى بالضبط المسألة المعتبرة في 
في حالة خاصة وعليه فهى مسألة قابلة للحل ( بفضل د عندما 
يكون ل ()» و () ۸ حاملان متراصان؛ وبفضل د فإن 
الحل وحيد في صف كل الحقول الشعاعية )۲ التي تؤول الى 

الصفر لما © ح-| *|). 
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تمارين 
1. إن الاشكال 2 اوک“ كييك 
متناظرة؛ وهی تسمى * اشكالا اولية. اثبت ان كل ٭ شكل متناظر 
يكن تمثيله بطريقة وحيدة كعبارة خطية لأشكال ب۴ 
2. ما هو بعد فضاء * الاشكال المتناظرة في .8 ؟ 
3. اثبت انه من ا تمثيل كل شكل ثنائي الخطية او 4 
كمجموع لشكل ثنائي الخطية متناظر وشكل ثنائي الخطية ضد تناظري . 
E 4‏ 
۾ - شكلين تناظري وضد تناظري 
5 نضع من اجل كل م شكل 3 200 ,2( 4 
Sym A(z, ..., P= 2 40, 0‏ 

اثبت ان Sym aT‏ شكل متناظر؛ إذا كان 2 .... ) 4 
متناظر فإن ,4 = 4 ”ر5 العكس بالعكس . 
6. يكن دوما كتابة «(«/ رقم مرتب على النحو: 


cc, My ccc RD),‏ ,2.2 و1 ون ,1( ع (يه) 
سس سسا ست سر لے 
۴۴ مرة مرة 752 مره 


حيث ان الاعداد Pir <° Pn‏ حصورة ب <ket Yl p= k:‏ رم > 0 
تسمى المجموعة ۶۸ ٠٠٠‏ «م) مميزة الرقم المتعدد (©) . اثبت ان: 
اع ١ gp Pil... Pnl‏ 
٠. 2(«‏ :1( ريم Pm Ë‏ يل م a‏ © سرود § Sym ë* e‏ 
حيث (00-©) » ويرمز (مم,....رم) لمميزة الرقم المتعدد ©) ويمثل 
هم شكلا متناظرا اوليا (التمرين). 
7. نسمي جداء موتريا متناظرا ل *٭ - شكل 4 ول  ».‏ شكل م 
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(۳+k)۔‏ الشكل : 
VB = Sym (4 X B).‏ 4 
اثبت ان العملية ۷ توزيعية مع الجمع وتجميعية. 
8. اثبت ان: 
0 ... “اق Ey (î, .... 2)=Sym‏ اه ملت gy...‏ 


9. اثبت ان كل رو م) ‏ شكل ضد تناظري في +8 يمكن تمثيله کا 


3 .., له 1ج‎ 
2-1 
4) حا‎ 3 ٠. gr an 

n-t 





AA AB=(—)B A4. 
. 4 حيث + هي درجة الشكل‎ 
لتكن اارء» =۶ مصفوفة ات قابلة للقلب و دم‎ . 1 
مصفوفتها المقلوبة. نختار في المصفوفة م الاصغري 6م الواقع السطور‎ 
الاصغري 7 الواقع‎ ٠ والاعمدة ذات الارقام ,* .... ,1 وفي المصفوفة‎ 
7 = 8/۵6 ۲ في السطور والاعمدة ذات الارقام ۴۰ ۰۰ ,1 + *اثبت ان‎ 
.اثبت ان المعاملات رم الواردةفي الرمز الثاني القانوني لشكل ضصد‎ 2 
, تناظري (61.7 -'ا) تتحول, باجراء تغيير للإحداثیات ,8 ام داج‎ 
وفق الدستور‎ 


(1)4 ليق‎ 8 
وة و‎ = Jot 2J “(o dt ll Pp, Il 
6 


حيث يثل (86) و 680) الرقمين المتعددين المرتبين تماماء المكملين 
للرقمين المتعددين () و (») على التوالي. 
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بصفة خاصة» تتحول المعاملات 66 0 
اقل ارام (BIA‏ زج حر م ...)4 


1 
كما د تتحول الموترات المتغايرة عکسا مرة واحدة 
qr J i‏ 
« بالوزن » .۶ 4/36 
3. من اجل شكل تفاضلي كيفي : 
1 و اكه 
o 4F gE‏ 2 ۵ 
نس نستطيع تعريف ثلاث تفاضليات: 
dek,‏ .. 2 چ اجه په فك 55 8 


E 81 
dw» = Sym Do, ow = Alt Dou. 


اثست من اجل شكل ه ضد تناظري ان التفاضلية 0 مطابقة بقة للتفاضلية 
المعرفة ف 227. 


14 . اثيت ان 


(I iam arty...vaz*) ف قلف و ع‎ “O ggiyasty... yash, 
لق‎ 2 


15 . اثيت ان 


.و0 ۷ الف مل وهم ۷ doy‏ = (وه 4 d (O,‏ 


6 لیکن ...8ات =4 ا نضع ا 
(1-)- 0 ضمن كل اساس متعامد ومتجانس» حيث «) رقم 
متعدد مرتب تماما مكمل ل (ه) اثبت بالحساب اللمباشر ان الشكل 
ا 1 

ينيك ذا 5 ”5 دة ب لا يتغير عند القيام بتحويلات متعامدة 
للإحداثيات. 

7 . شرء من اجل كل ع شكل م ج ه على منوعه قابلة للمفاضلة اولية 
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+ الى -م مسلسلة »© تحقق .0 به [. 
8 . اثبت» من اجل كل *٭ شكل يحقق 0 جعت ومن اجل كل * 
شكل ه يحقق 0 -«ة على منوعة .كه » ان المساواة التالية قائمة 


| a=. 


2 


نبذة تاريخية 

حصل بوانكري على تعمم متعدد البعد لنظرية ستوكس وذلك في 
الجزء الثالث من « طرق جديدة للميكانيكا السماوية » (1889). ثم قدم أ. 
كارتان (8:88. ۴) نصا ثاينا لهذه النظرية قريبا جدا من النصوص 
الحديثة» وكارتان هو منشىء حساب الاشكال ضد التناظرية التفاضلية؛ 
يعود القسم الجبري لهذا الحساب الى عمل غراسمان ( 6785550882 ) 21844 
Ansdehrungslehre» ) 1‏ 216» الذي ظهر فيه لأول مرة «الفضاء ذو 
البعد »م ). ادخل مفهوم التفاضلية القرينة من طرف براور 8281065 من 
اجل الفضاء الاقليدي ( 1906) ومن طرف فيتزانبوك كاء68مءج)اء/7 من 
اجل الفضاء الريماني (1923). أما مسألة انشاء كل تفاضلى انطلاقا من 
تفاضليته وتفاضليته القرينة فقد طرحت وحلت ( من اجل الفضاء الريماني) 
من طرف ج. دي رام في كتابه «المنوعات القابلة للمفاضلة» (1955). 
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اجوبة وتوجيهات 
الفصل 1 
1. توجيه. اعتبر متتالية النقاط 1/2١‏ = م۲ ,1/8 = وب 
2. توجيه. يكن استخراج من كل متتالية 0 (مم .م9) (حيث 
25 > مو > 0) متتالية جزئية (ومم م۸ ) بحيث تكون لتتالية الاعداد 
۸ نباية . 
3. توجيه. أ) التابع خطي على كل نصف مستقم؛ ب) يجب الا 
يتغير ميل هذا التابع الخطي على المستقيم؛ ج) إن كان التابع قابلا 
. للإشتقاق فيجب ان يكون مساويا لجزئه الخطي الرئيسي. 


4.توجيه. إن شكل مصفوفة الضرب في عدد عقدي ء+» و 


























 » | ~~‏ 4 7 
۾ | »اما شكل مصفوفة المؤثر ۲)١۰‏ » من اجل ر + س = »م 
فهو |ام ”| . تذكر شروط (او شرطي) كوشى - ريمان (اي 
0 .61( . 
df‏ 
5 . الجواب. dz r‏ 
7 42600 
6. الجواب z2‏ 


تمثل المعادلة ‏ »4 = إن + رم + ع)] ]۴ر + زه - (e‏ 

منحنين منفصلين من اجل و < ٠‏ و لمنسكات من اجل ۾ = ه» ومنحيا 
له اربع نقاط انعطاف من اجل 3/2 > > ه » ومنحينا بحدياً من اجل 
هزاء< ة. 
7. الجواب. مثلاء 

z1 = COS رن‎ zg = sin FP, 0 CQ < 215 

8. توجيه. طبق دستور نيوتن - ليبنيتز. 
9. توجيه. استخدم النتائج الثلاث التالية: أ) تدرج التابع + شعاع 
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واحدي» ب) قطرا المعين (الشكل المندسي) متعامدان؛ ‏ ج) 
التدرج عمودي على سطح مستوى. 
0 .توجيه. نفرض ان التابع رج + ,8) (8 ,) 5 مشتق مستمر بالنسبة ل 
.ع . اوجد نقاط مستقرة للتابعية : 1 
f (2= F (f, z (0) dt‏ 

المعرفة في الفضاء ‏ ( ,ه) ۸ المؤلف من التوابع الحقيقية المستمرة 
C1 <b.‏ © ,(4) م ع مدا 

. الجواب. (4 + م ل = م :# قيمة عظمى محلية؛ )24+1 = 7(0 
قيمة صغرى محلية. 
2 . توجيه. لدينا قيمة صغرى محلية عند 214 2,00 . للبرهان على 
ذلك » ضع مع + 1 = ))2 وبمراعاة الفرض » اثبت ان: 


1 1 
1 =1 (= ا شك‎ e )) a+ | e3 (4) dt. 
0 0 


3 . توجيه. إن المؤثر: ()“[ه) ۴| -+-=ء4 مقلص (ضمن 
الشروط المفروضة)؛ راجع برهان النظرية 35.1 . 

4 . توجيه.اعتبر هذا التابع على مستقم يمر بمركز الاحداثيات. 

15 . توجيه. لدينا في الفضاء الميلبرقي ‏ <۷2 -اا 

6. توجيه. اختر الازاحة ذات الشكل ر .. ,0 ,8 ,ا ب.... طلا 
و> 2ل . استخدم الشكل العام لتابعيه خطية في bh‏ . 

. توجيه. استبدل برا با ۰و4 , في المعادلة (1) واثبت ان المعادلة 
(u, Ape") = 0 e‏ / = زد ,2( © محققة عندما1 دي و 
-ء ., وإن ١ء‏ #2 . ثم طبق نظرية التابع الضمني. 

8 . توجيه. استبدل « ب رموه + 27004 4٠‏ في المعادلة (1)؛ ثم اتبع 
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طريقة التمرين 17. 

9 . توجيه. استخدم 43.1 د و 54.1. 

0. توجيه. تنتمي كل التوابع )/ التي ها نفس القيمة (»/ الى 
نفس الصنف. 

1 . توجيه. إذا كان تابع » ع ()/ منعدما في جوار 7 للنقطة + . وكان 
تابع )ا منعدما خارج 7 بحيث ۹= )م » فإننا نصل الى 
النتيجة المطلوبة بتطبيق التابعية « على رئ«( . اثبت ان كل تابع 
رم رع مم00 نهاية ( بالنسبة لنظيم » ) لتوابع منعدمة بجواء النقطة 
2 . توجية. لدينا. حسب التمرين 20 : 


4 ور DI == (1 (a,‏ 
3 . الجواب. مثلاء ليكن ... .مه .... »٠‏ اساسا متعامدا ومتجانسا في 
فضاء هلبرتي 8 » وليكن( 2 > | ع | :11 ع ء) = و5 نعتبر تابعا 
Fı >R,‏ :)0( ,0 قابلا للإشتقاق حصورا بين 0 و 1» ويساوي 0 من اجل 
د < ا ج - :او 1 من اجل 2 -: من اجل ,5 » فإن المؤثر الخطي 
1 و 

(«) معطى بالدستور )#1 - f (2) ١ = eq (h, en) On (lz‏ ؛ نضع 

0= من اجل م5 € . 


4 . الجواب. مثلا. يكن ان نعرف على كل نصف مستقيم. عمدته و. 
التابع ,)6 خط بيان من النوع المبين في الرسم 1. عندئذ يكون 
للتابع (2,0)/ في المستوى (#« ,#) » عند مركز الاحداثيات» مشتق 
غير منعدم وفق المنحنى للإشتقاق المتكون من نقاط القم القصوى لخطوط 
البينات المذكورة 
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5 .توجيه. استخدم فكرة الانشاء الواردة في التمرين 24 ؛ عرف التابع 
المطلوب على نصف المستقم الموافق لشعاع الاساس “١‏ وذلك بواسطة 
خط بيان من النوع المبين في الرسم 1. 


26 . توجيه. استخدم 3.1 > 


7. الجواب. بما ان مرتبة مصفوفة جاكوبي (اليعقوبية) للتوابع 
المعطاة غير ثابت في اي جواء للنقطة 0,0) » فإن هذه التوابع 
ليست مستقلة ولا غير مستقلة . 

8 . توجيه. تأكد مباشرة انه إذا كان (ي) سب -ه حلا للمعادلة (1) 
فان )هو -اء-م حل للمعادلة (2 ). وبالعكسء. اذا كان هم ,)ص 
حلا للمعادلة (2) فإن المساواة ‏ 0بس تكتب على الشكل 
0 = ره ,نو) س عندما يكون () © = : (الحالة العامة). اكتب المشتق واضرب 


5 
وصع‎ 0١ <0 اثيت ان‎ َ n = inf 0 (zn, tm) توجيه. لیکن‎ .9 
Pn -- d,/2 


0. توجيه. ضع (إ,ه ,م) م) من = ©)/ في الكرة لمم .م ى » حيث 
(o)‏ 9 تابع مستمر منعدم من اجل ۶۸ < «ويساوي « من اجل 0 = م. 
1 . توجيه. طبق نفس الفكرة: الواردة في التمرين 30 . 
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الفصل 2 
1: توجيه. في الفضاء ذي البعد الزوجي الموافق لذلك. نلاحظ ان جداء 
الجذور المميز للؤثر سالب, وبالتالي توجد جذور موجبة واخرى سالبة؛ 
إلا ان هذه الجذور تمثل المعاملات القانونية للشكل التربيعي. 

2. الجواب. 


,1 و1 يوم 1س عل a1 = aka‏ 


قارات 

Y.‏ € ورم (z)-[f’ (z)}™"-p [f (z)I™* q,‏ 1-[(ه) “واس = وم (y)‏ “و 
4. توجيه. ينتج الجزء الاول من نظرية 'القيمة القصوى المقيدة. لاإنشاء 
مثال» اعتبر التابع ر ج .» وت = امع الشروط 05 ع وه حيث © بمثل 
تابنا کا 
ف اسه لق الات E‏ 


6. توجيه. إن التابعين (2).ه و )وه غير مستمرين. 


7 الجواب. 
a0‏ ممم 


ZT yO) ديغية‎ (+0) kı 


(kq, ki € X1). 
٠. س ,ر بالنسبة لأي شعاع‎ =١ 6,8 توجيه. اشتق العلاقة‎ .8 
شعاع كيفي»‎ ١ ثم اجر تبديلا دوريا للمتغيرات ط, ), 1. بإعتبار ان‎ 
ر‎ "۸k = 0. احصل على العلاقة‎ 


9. توجيه. ابدا بالتعاكس؛ استخدم التمرين 26 من الفصل الاول. 
0 . توجيه. اشتق العلاقة 0=( ,«س) بالنسبة ل 1 ثم اجر 
تبديلا قوري للمتغيرات ,k ,h‏ [1. 

1 . توجيه. استخدم النتيجة القائلة ان الشعاع ١‏ الوارد في التمرين 10 
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یکن ان يكون شعاعا كيفيا متعامدا على * أو« . 

الجواب. 0ے ' LEL‏ 

جوا ا 

12 . اشتق مساواة التمرين 11 بالنسبة ل : الكيفى وذلك بمراعاة الشعاعي 


#ر.«ا"م ٠‏ | متناظر بالنسبة ل + و« . استخدم استقلال ## و 





„yt. 
1 ثم اشتق بالنسبة ل‎ » p"hk = o (z) (h, 6١ توجيه. اثبت ان‎ . 3 
. الكيفى › واستعمل تناظر المشتق الثالث‎ 
.13 توجيه. كامل النتيجة الواردة في التمرين‎ . 4 
توجيه. طبق نتيجة التمرين 14 على التابع (مم)م وعلى تابعه‎ . 5 
العكسى . ش‎ 
: توجيه. من اجل ±0 8و ±0 » فإن التابع‎ . 6 
دا‎ 
dt 
= | qr 

يصبح تابعا متسامياًء في حين يشت التمرين 15 انه تابع جبري. 
7 . الجواب. تقدم النظرية 16.2 أ شرطا لازما لتلاؤم جملة مها كانت 
الشروط الابتدائية ( بجوار نقطة معطاة). إن الجملة المعتبرة لا تقبل حلا 
عند اعتبار الشرط الابتدائى .م < ع = (0 ,0 2 
8 . توجيه. طبق النظرية 16.2 أ. 


الفصل 3 


32 1 
1 الجواب. I= | (tu) f (u) du.‏ 
ان 0ن 
لخبي 5 
2. الجواب,. . 1 
3. الا (r) dr.‏ لج | )1( رد ع 1ه 
. الجواب. ٍ 
4. الجواب. I=Sna() | 1 VTZFan.‏ 
4 1 
5. توجيه. جم ب 4= Tne lr‏ 
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6 . توجيه. من الممكن اختيار مثل هذه المتتالية المعمقة من الساحات بحيث 
تكون القم الموجبة للتابع ر هي المسيطرة, يمكن ان نقوم بنفس 
الشىء فيا يخص القم السالبة. 

لدينا على 0,01 ] تعريف آخر لتقارب التكامل ( إن اختيار الساحات 
المقبولة اقل غنى هنا). 
7. الجواب. إن المجموعة ۴» مثلاء خلية غير جوردانية. 
8. توجيه. قطعة المستقيم المحصل عليها في النهاية ليست متجانسة. 
9 . توجيه. يكفي معالجة الحالة 4 = #؛ طبق مبدأ كافالييري والعلاقة (ي 


2 2 ب): 2/2 
dt‏ 00525 ل( 


.م د لكي lim‏ 
2/2 مه + 

[7 يويك‎ dt 

0 


0 . توجيه. نفس التوجيه السابق. 

1 . توجيه. استخدم مبدأ كافالييري والتدريج على .n‏ 

2 . توجيه. اقترب من التوابع )2#( fp‏ ,. .<< و(2) hı‏ بواسطة توابع ثابتة 
بتقطع . طبق 55.3 ج. 

3 . توجيه. كامل في البداية على سطح الكرة ذات نصف القطر. .7 م 
بالنسبة ل + من 0 الى ». احصل على الدستور التالي فيا يخص التابع 
(r)‏ م = f (z)‏ المتناظر والكروي: 

4 . الجواب. 


٩ )0(= ١ { ا‎ gilor cos 0 de} g (r) احم‎ dr, 
0 Sr 


5 . توجيه. طبق قاعدة اشتقاق تكامل موسع بالنسبة للوسيط (47.3 - 
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س). 
6 . توجيه. اكتب ضمن الاساس الجديد الشكل المعطى كمجموع 
مربعات. استخد م الطريقة ي 5 . 


remainerer p=|o |.‏ ل 
الفصل 4. 
1. الجواب. ,# [(60 20 + (م) 'وم] = (4) ۶٤٥ا‏ حيثث 
ويمثل » الشعاع الواحدي المحمول على المستقم ۸. تقوم المساواة 
0= ۶)4 من اجل .م0 = (م) / 


2. توجيه. ان الانحناء معطى » من اجل المنحنى (2) و y=‏ » بالدستور : 
© مسبم 
2م ) ° + 1[ 


هلل - م , 3 


استخدم الدستور 2(51.4) 
3. توجيه. اذا كانت معادلة جاعة السطوح من الشكل م (#) م٠‏ 
يمكننا- كتابة الفرض کا يلي : AR.‏ = ب grad‏ 
لازالة + و ؟ » نطبق العملية 506. 
4. توجيه. نعتبر على السطح 5 المحيط المغلق المشكل من الخط ا 
ومننحنيين )م وقوس كيفي» ثم نطبق نظرية ستوكس. 
5 . توجيه. استخدم التمرين 4. 
6. توجيه. إن الساحة ليست مترابطة ببساطة؛ والكمون امحل 
arctg (y/z)‏ . لا يمتد الى كل الساحة كتابع وحيد القيمة. 
7. توجيه. طبق دستور ستوكس على الساحة المعتبرة. 





8. الجواب. 
,” ج || AE pour‏ 
١‏ 6 ري 
pour | y| <r.‏ اوا DII‏ 
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9 


10 


© 7 


توجيه. استخدم المتراجحة: 


y Dr.‏ | سل (r‏ < 15 ياس ع | كك # بن | ام 


٠‏ توجيه. انتقل في متراجحة التمرين 9 الى نهاية بجعل + يؤول الى 


1 . توجيه. انتقل الى التدرج في دستور بواسون وقم (z, y)‏ م grad‏ 


من 
12 . 


اجل ۽ =ر. 


توجيه. طبق نتيجة التمرين 11 على الكرات الداخلية بعد تثبيت 


نصف قطرهاء ثم استعمل النظرية على التغطية المنتهية. 


13 


15 


. توجيه. بالنظر الى التمرين 12. طبق نظرية آرزيلا .۸۲2٤14‏ 


. 14 


توجيه . استخدم متراجحة التمرين 9 ونتيجة التمرين 1 . 


. الجواب. لاء لأن ليس هناك على هذا السطح شعاع ناظمي مستمر. 


الفصل 5 


1 


. 2 


د 


5 


3 

۷ پو گے ے 
الجواب. A+ Fs)‏ 
الجواب. 


Fxx Fxy Fez Fx 


Rl ا‎ Fyxs Fyy Fy: Fy 
(Fx +Fy+ Fz) (Fax Fty Frz Fr, 


Fx» Fy Fz 0 


الجواب. 


(u, vu) , 8315 0 (u, v) '‏ و 15 غ6 1 مه 
(u, 0( ( u + ECE ١‏ 20 عله 


توجيه. استخدام الدستور 5(62.5). 


الجواب. الانحناء الجيوديزي لخطوط العرض > رومزم ء اما 


712 


اه 


حتلم 


6. الجواب. تلتف الجيوديزية على الكاتينويد وهي تقترب لانهائيا من خط 
انقباضها (الرسم 2). 

7. الجواب. من اجل تابع قابل للإشتقاق: خطوط العرض المطلوبة هي 
تلك التي يبلغ التابع (6)» عليها قيمته العظمى غير المنعدمة» وليس 





هناك غيرها. 

8. توجيه. احداثية المركز هى: 
لأسف ے 
TF‏ 


: توجيه. في الحالة المعتبرة» تأخذ معادلة خط الانقباض الشكل‎ .9 
١ 2 ۳ (Ruus ty) + fu | (Fu, yuu) — 2 (Hu, كس‎ (us uu) = U 


0 . توجيه. اثبت ضمن الافتراضات المتخدة» ان خط الانقباض يقطع 


المولدات بشكل عمودي . اختر هذا الخط بمثابة الخط الدليل (المدير)ء ثم 
اثبت انه مستقم . 

1 . توجيه. كامل المعادلة. 

لوجيه مل dm = ۸ dr‏ 
على طول خط الانحناء المعطى. 

2 . توجيه. صل كل نقطة 8 من الفضاء الماس ر4) 1 بنقطة © على 
المنوعة طبقا للقاعدة : ارمم» انطلاقا من زقطة القاس 4 »2 في اتجام الشعاع 
.8م» يجوديزية وعرّف عليها وسيطا قانونيا بحيث يكون المشتق بالنسبة هذا 
الوسيط عند النقطة .4 مطابقا للشعاع 48؛ اختر النقطة الموافقة للقيمة 
.4 حم (يسمى هذا التطبيق تطبيقا اسياً). اثبت ان مشتقة غير منحل. 
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للنقطة .4 . 

4 . توجيه. کون الشكل وى . إذا وصف (سم)اء و )م دائرتين. 
مثلاء فإنه لا توجد قطع مستقيمة على السطح 5 . 

5 . توجيه. يتشكل المحل المندسي لنقاط تقاطع السطح المعطى و7 مع 
6 . توجيه. بدون الماس بعمومية المسألةء يمكننا اعتبار اشعة اساس 
المستوى الماسة مطابقة لأول اشعة اساس الفضاء .8 » البالغ عددها 1 . 
عندئذ يأخذ كل شعاع واحدي ناظمي الشكل: 


m = (O, «e o, 0, OFFI, °° On), 


o +...+ of =1.‏ 
بتطبيق نظرية التابع الضمني» عبّر عن احداثيات نقاط المقطع الناظمي 

التام بوصفها توابع لوسيط. 

7 . توجيه. طبق الطريقة 13.5. 

8 . توجيه. اجر الحساب الماثل للذي ورد في 23.5. 

9 . توجيه. نفس التوجيه السابق. 

0 . توجيه. قم باستدلال ممائل للبرهان على نظرية بوني 34.5 . 

1 . توجيه. هناك نقطة شاذة على المخروط. 

الفصل 6 

1 . توجيه. استخدم الاحداثيات الكروية. 

2. توجيه. استخدم تعريف المشتقات المتغايرة. 

3. توجيه. التوجيه: السابق. 
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4. توجيه. يتحقق من اجل هذا التعريف للترابط التوازي المطلق؛ لكن 
الإنشاء 54.6 يكن ان يؤدي الى انحراف رئيسي للنقطتين © و.5. 

5. توجيه. استخدم المعادلة التفاضلية للإنسحاب. 

6. توجيه. التطبيق الموافق لذلك من الفضاء الماس على المنوعة يحوّل 
الاشتقاق العادي عند النقطة 4 الى الاشتقاق المتغاير. 

الفصل 7 

1. توجيه. طبق المساواة Bode‏ 2 

CE الجواب.‎ .2 

3. توجيه. اعتبر 2 4~ )3 (z,‏ 4 )2 4 + )3 ,2( 4 

4. توجيه. قارن بين ابعاد ثلاثة فضاءات موافقة لذلك. 

5. توجيه. يأتي التأكيد الاول بواسطة الحساب اما الثالث فينتج من 
الاول. 

6. توجيه. انشر الشكل دع ... *%§ Sym‏ وفق الاشكال المتناظرة الاولية. 
قارن المعاملات نتيجة التمرين 5. 

8 . توجيه. عمم نتيجة التمرين 5 المكتوبة من اجل الاشكال ذات الدرجة 
الاولى. 

9. توجيه. استخدم 31.7 ب. 

0. توجيه. استخدم الاشکال *8 ۰۰۰۸ ۸“ 


1 . توجيه. 


441 ... HR C4, hrf ... An 


oa oa oO o QQ o هاه و م‎ 


oo 5 5 ®» 








0 ...0 1 


و ي ي يو ي ى ي ي يو ي د و و 


12 . توجيه. 


3 . توجيه. 


4 . توجيه. 


5 . توجيه. 


8 


6 . توجيه. 


- 


استخدم 3(61.7). 
التوجيه السابق . 


استخدم التمرينين 11 و 12 باعتبار م كمصفوفة متعامدة. 


7. توجيه. اعتبر في البداية شكلا وحيد الحد. 
8 . توجيه. طبق نظرية ستوكس - بوانكري. 
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الدليل العلمي 


Additivité d’une mesure ...................... iene 521 جعية قياس‎ 
Aler d’une sphère ململ و0‎ 52 N مساحة سطح كرة‎ 
düri: ا‎ 0 ens سطح‎ 

d’un tore ....... DSS AA lh 
مناوبة 0000000110 ااا‎ 
AlternatlOn ا‎ 1 aa .. تطبيق‎ 
6018101136 + امتثالي ا لما ماس ال ا ا ال وك ادا‎ 
Contractantê ا‎ 0... ES مقلص‎ 
قلوب» عکسی ااا اا‎ 
JOofdaniêinê iOS SA جورداني‎ 
اا‎ eS RSE كروي‎ 
BIVECTEUE ece EERE شعاع مکرر‎ 
O TE الوحدة‎ 
Branches d’une courbe ................... ASRS فروع منحنى‎ 
Caractéristique d'un multinumero ميزة رقم متعدد لمم هعووور‎ 
069062014627 کاتینوید اعم مام ل ف لج بحو ا طق واولا لف ع طم‎ 
Cellile seina خلية‎ 
Centre d‘une مركز مستقم 117100 ا‎ 
06 graVllE rna e ثقل‎ 
CHARE eRe ates RRA ........  ةلسلسم‎ 
Chaînes équivalentes 201101 RA ....... مسلسلات متكافئة‎ 
Champ de Biot et Savart حقل بيوت وسافار .... مممم ممم م لومم م ةلومم و و لوو ووو ولول‎ 
توافقى 000 اا‎ 
اي 88 لعو ع8‎ SSSR  ا نیوتی‎ 
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symêétrique ا‎ sss us sss تناظري كروي‎ 


موتري tenSOUeLca Sanaa‏ 
شعاعي vrectoiel E ms‏ 
تبديل المتغيرات في ومو .................... Changement de variables dans‏ 
تکامل E‏ لمعمو مم0 une intérale‏ 
شحنة CRATE fs SOSA SSS‏ 
نظيمية 1 1 1 1 1 1 ا 
شحنات متكافئة اا Charges équivalenteS‏ 
دوران Sa‏ ل وه الل طق طاو ل لا مطل ا ا ل CireulaloOn‏ 
تفاضلية قرينة اي 1 1 1 1 0.4......................... Codifférentielle‏ 
معاملات العوج ممم مومهم وموم ململ لل لل Coefficients de distorsion‏ 
معاملات الترابط ا اا Coefficients de‏ 
تر کیب التوابع 00.sa susssssssssssesssnuenn‏ اا Composition de fonctions‏ 
شرط ليبشيتز Condition de Lipschitz ......................... 0s. ssssssssssssesssssensnns‏ 
ترابط تآلفي ااا 1 1 1 1[ 77 Connexion‏ 
تناظري فمم مم مهمومه مومهم مهتمهم مهمومه مومه لوو لوو وو SymetriqUe‏ = 
ر ياي flemannhlenê esis‏ 
تقلص موتر ااا ااا Contraction d’un tenseuf‏ 
تغاير عکسی » ضدي 11 1 1 1[ ا ContravarianCe‏ 
تقارب مطلق لتكامل . ومماووللم  Convergence absolue d'une‏ 
موسع intégrale imprOpre „........,...s.sssssssssssssssseseses e‏ 
احداثيات كروية Coordonnées sphérlqueS ...................44.0000sssssssssssssssasssuss‏ 
حقل جورداني Corps 1010881618 asas‏ 
طبقة Couche inai en‏ 
منحنى مرن ' HUSSEN ales‏ عتاعناه 
انخناء منحنى على سطح .................... Courbure d’une courbe us une surface‏ 
فضاء رياني في الملل d’un espace riemannien dans‏ 
منحنى ثنائي البعد ..................... une driection bidimensionnelle‏ 


قسري 0 1 1 1 1 77 fOICé®‏ 
جيوديزي ااا ةآ1[ذ[1[1[ذ[ذ[ [ 0 700000 
غوس 00 ة 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 7 de‏ 
5 الشكلي FOREN ote SAAR‏ 
متوسط 1 1 1 1 1 [ 1 1 1 1 1 1 00 
ناظمي 2 نظيمي اا ا ا Normale‏ 
كل 1 totale‏ 
انحناءات رئيسية 2000 علوم م ومو ووو لومم ململ وى Coüurbures principales‏ 
تغاير اا 1 1 1 1 1 1 1 1[ ا 
دورة ة ة 2 2 2 2 2 1 2 1 121 1 1 121 1 1 1 1 1 7 
نصف حلقة اااي 1 Demi-anneau‏ 
فة 4999900-ن-0 0 2 2 2 2 2 2 12 2 2 1 121 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ااا 
اشتقاق 002 00 
شکلي eA‏ 1 1 00 
مشتق 1010000 1 DéfIVéE ae‏ 
متغاير عكسيا 1[ 1 1 1 1 1 1 1[ اا 
متغاير 000000 ا 
تابع ضمني ذا d’une fonction‏ 


- inverse 


d’ordre supérieur .„............ 1 1 من رتبة عالية‎ 
ااا‎ Ra جزئي‎ 
Par rapport ã sous-eSPaCe .„............... uses بالنسبة لفضاء جزئي‎ 
suivant une direction ........4........0..s0ssssssssssesessesnesnnnnnes وفق منحنی‎ 
“une Ugnéê eae خط‎ _ 
Deuxième forme quadratique .............. sss sssssssssssssssns شكل تربيعي ان‎ 
7 00000 تفاضلية‎ 
مطلقة 0001010101 اا‎ 


لموووووووة ةم ووووو وو ونه 


géodéslque „............sussssssssesss جيوديزية‎ 


من رتبة عالية .0sssssssssresersnasenensnnnenns‏ .00 اا d’odre supérieur‏ 

- جزئية 101000 1 1 1 1 ا 

۽ عدم تغيير ا 1 1 1 1 1 1 ااا SON‏ , 
منحنى مقارب . ٠‏ ا 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ا Direction asymtotique‏ 
مناحي رئيسية Directions principales ............ 110001 es‏ 
مسافة بين نقطة وجموعة ........................ Distance d’un point ã un ensemble‏ 
تباعد ا Divergence‏ 
ساحة مقبولة اي 1 1 1 1 1 1 1 1 ا Domaine‏ 
عنصر مقلوب .... Elément inverse .„.................s.sssusssesseseseseseseeensenenenens‏ 

من اليمين ااا ة 1 1 1 ا ااا = 

من اليسار 11 1 ا اا 
جموعة اولية ا 1 1 1 1 1 1 1 1 1 7 Ensemble‏ 

جوردانية 010011 ا ا اا 

قابلة للاهال 1 ااا ا 
معادلة تفاضلية Equation différentielle .......................004 1 1 sasssssassssssssasesens‏ 

لبواسون de. POISSON: sea RSS‏ 
معادلات موترية ة 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ا Equations tensorielleS‏ 
تكافؤ تآلفي ااا اذ[ 77 Equivalence affine‏ 
فضاء مشحون Espace’ Chafee‏ 

ناظميا او نظيميا مممم مومه مومهم ووو لوالو مل ول لووول normalement chargé‏ 

riemannien de courbure constante ....................... ريماني ا نحناؤه ثابت‎ 

- اولي اا ااا 0000 ...... élémentaire‏ - 
فضاءات ريانية متكافئة ..0...00.................... Espaces rlemanniens équivalentS‏ 
مثال شفارتز Exemple de schwartz .„..................uusssssssssssssssssssssssssse‏ 
قيمة قصوى 00 ااا 

EE SSS SS RSS مقيدة‎ 
Flux d’un champ vectoriel .................00000ssusssussssse ines تدفق حقل شعاعي‎ 


جمعى يي ة 202 2 2 2 1 1 1 ان 
میز 778 ظ#*[ظظ1ظ ااا اناف 
مركب 1572 RRS‏ ممممم ممم م ملل ...........„. CompPosée‏ 
مستمر ... Continue ..................... 00 1 1 es‏ 
قابل لالاشتaأ a‏ توملل dérivable‏ 
صمرة p fols ...... 0000 5 EEE‏ - 
بالنسبة لفضاء جز ي par rapport ã sOus-esSPaCe .„..........iuuussessussss‏ - 
جعي بقوة ` fortement additive ......... iG‏ 
توا افقي 1277 harmoniqle Saisie‏ 
ضمنى implicite .............. E OLE‏ 
قابل للمكاملة intégrable ............. saisir ROSSA‏ 
عکسی InVeFSE eed oS RS‏ 
خطى اا linéaire‏ 
عددي 000000021 اا 00 
ل ١‏ متغيرا حقيقياً لمم مم00 #للعقع variables‏ م de‏ 
حقيقي oe‏ وق و لود و و 166116 
لتغير حقيقي sR‏ ومو مولعلل d’une variable réelle‏ 
شعاعي SS‏ 000101010 0 اا 
شكل ضد تناظري ا ا Forme anti-symétriue‏ 
- قانوني Geese‏ 0 
درجتة مر 212525« 1207110111 degré 2 ........... e‏ عل 
تفاضلي différentielle ..... ssa‏ 
قرين .. 0 “AQjOIRLE‏ 
متعدد الخطية 12130700000 multilinêaire  .................‏ 
ضد تناظر ي antisymêtriqueê‏ - 
- تناظري i‏ دتججج3ج00000033 0 0 0 ااال 0 
- - أولي اا 1 1 1 ........... êlémentalre‏ == 


دستور اولر 010101001010100 اا 
غوس iia ai‏ :051088 06 
الاشتقاق 0 لمهم مومه ملهو ملل de defivation‏ - 
عرين 00 ل 
موني السو E Ase‏ ا de Meusnier‏ 
اوستروغرادسکی ..... d’Ostrogradski ...................... AS‏ 
بيترسون ‏ کودازي لمم 0 de Peterson-CodazZz‏ 
بواسون POISSON asc SRSA‏ :06 
ستو كس ااا 
تايلور 000101010 0 0 
دساتير الاشتقاق ا ااال Formules de‏ 
حافة مسلسلة Frontièer d’une chaîne .„................. sss ssssessesassrsesesesenesessenennens‏ 
جموعة RSA‏ اك 
هندسة هيزة اا 1[ .................„. Gêomêtrie intrinsèque‏ 
تدرج ece‏ لخو Gradients eee‏ 
خط بیان GraphiqUê anand Soa‏ 
هاميلتوني Hamiltonien Tite ESA SRSA‏ 


تحاك 11110 1 1 1 1 1 [ 1[ | اا 
متطابقة بوانكري ا 1 ا Identité de Poincaré‏ 
ريكسي او واوا الولو الم ا dê RICE‏ 
ستو کس - بوانکري de Stokes-Poincaré ................ mas‏ 
صورة عكسية تامة ‏ .......... 1 ...................... Image réciproque complète‏ 
دليلة» خبرة دوبن .... Indicatrice de Dupin .„............... 0... sssssussssssssusessesenses‏ 
متراجحة هارناك 50 Inégalité de Harnack ........................ A‏ 
تكامل 0 ة 0 0 1 ا Intégrale‏ 
حقل شعاعي d’un champ vectoriel ...................ssssssssssesessesesenensnnnes‏ 
دي ركليت de: DIHE rica‏ 


imroper avec une singularité variable ................... موسع بشذوذ متغير‎ 


من التمط الاول - Sea RAS‏ فق 081666 
- من النمط الثاني de. 2êmie: SPC NOSSO‏ "= 
من النمط الثالث éspece saat‏ عقرة 063 
مكرر Ae RS SS‏ 116766 
مضاعف ۸ مرة .... HSUPIE rise‏ 
على جموعة جوردانية Sur un ensemble jordanien ......................uausussn‏ 
تكامل سطح ة ة ة 2 ذ12 1 1 1 1 1 7 Intéêgrale de surface‏ 
مكاملة الاشكال التفاضلية ................... Intégration des formes différentielleS‏ 
يعقوبي Rao Re‏ 0 
منحن ذو عرويتن » لمنسكات Lemniscate” esen‏ 
خط جيوديزي Ligne gêodêsique ................... ss. ssssssssssssessssesassssssnennnnnn‏ 
ا نحناء decourDüre aiia ARR‏ 
مستوی » استواء 0000 ا 
الاسرع صعو د de la plus rapide ascendance ................. sass‏ 
انقباض م الم الجا اواو 068051201011 
مصفوفة يعقوبية 00 يا 
قيمة عظمة محلية 000 Maximum‏ 
- مقيدة 16 
قياس ا Seis Soane‏ 121651156 
طريقة تكرارية لمعمو لومم مم0 Méthode itérative‏ 
قيمة قصوى صغر محلية Minimum local .....................0.04ssss0ssssessssssessssssennn‏ 
مقيدة م و باط سا بط اوس او ل TUE‏ 
عزم سکون» سکوني لمعم Moment statique‏ 
رقم متعدد E‏ لال لاه ملام د و هل 110111710213661 
مكمل ببب02 ااال 
مرتب RGR‏ اك 
صق GERA ea‏ ا 


مرتب تماما 2 1 1 1 1 1 1[ 77 strictement‏ 


ضرب الموترات مممم مهمه ممم لولمه ووو ولول Multiplication de tenseurs‏ 
رمز قانوني (أول) .......................... Notation canoniqne ( première ) d’ une‏ 
لشكل ضد تناظري ` forme antisymétrique ...................asssusssessssssnnans‏ 
- (ثان) - Jae eee aS‏ 206166 
نواة تطبيق 1141ا Noyau d’une appliatiOn‏ 
ر قم م و الو Numéro ......... ARS SS‏ 
مؤثر هاميلتوني Opérateur hamiltonien ..................... sss susessssssnesasesennssnsss‏ 
لا بلاس dê LAPpIACê sees‏ 
بيلترامى 10000000 0 ا Beltrami‏ = 
مرثبة ASA‏ ا :920188151010 
قابلية التوجيه 0001001010 orientabllite‏ 
بيضويات كاسينى ا 11 1 1 1 ااال Ovales de‏ 
جسم مكافيء ناقص ا Paraboloide‏ 
رائدي ROARS‏ و معناو لماعمو 
- دوراني eg‏ ا ااال 
متوازى وجوه ذو بعد 1 Parallélépipède K-dimensionnel ................ ussa‏ 
خطوط العرض الجيوديزية لومم مو مولومل لوول وى 86006810488 Parallèles‏ 
تواز مطلق اا Parallêlisme‏ 
وسيط قانوني ممم مم0 Paramètre canonique‏ 
تحزئة تابعة ا Pbrtition suivante‏ 
بلاطة PAVE ees Ras‏ 
مستو موازن Pla SquibraDE siecle‏ 
ثنية 000001000 
نقطة ناقصة 0 11 1 1 1 1[ 1 اا تيا 
زائدية RyPpEfBOUQUE GRASSES rh‏ 
جوردانية 0010000 اا 0 
مستعر ضة meplat Oa SO ESRAR‏ 


Parabolique .................... 200 222000 مكافشة‎ 


مستقرة 00000 0 0 ال 
كمون 111017 A‏ ملمم الله لولم ململ Potentiel‏ 
شكل تربيعى أول .. Première forme quadratique ........... NA‏ 
مبدأ كافالييري ......... 110 لمم لم00 Principe de Cavalier‏ 
المحلية للتكاملات ......................... de localisation pour les integraleS‏ 
الموسعة 12120 impropres ...... eA‏ 
مسألة معاكسة للتحليل الشعاعى . ................... Problème inverse de Panalyse‏ 
vectorielle‏ 
جداء ديكارتي ae rE‏ مل .................. Produit cartéslen‏ 
لفضاءات مشحونة 1 اك d’espaces‏ 
معمم géneralisé ....... 000 r‏ 
موتري للأشكال 00000 ...... tensoriel des formes‏ 
متناوب الم deel‏ 6م166 <s‏ 
شعاعى ees‏ ماو يل اه وان الالو و ا لاو اده لا الا ........ vectoriel‏ 
مسقط 0000 اا 
خاصيات مطلقة ..... 11 1 1 ا ا ا Propriétés‏ 
شبه سطح كرة 0 1 1 1 1 1 1 1 1 اا 
مرتبة موتر 02 02 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 اا Rang d’un tenSeùr‏ 
قاعدة سيلفستر ااا 1 1 1 اا Règle‏ 
صلابه سطوح مممممهة مومه ممم ووو مومه لووول نر Rigidité de durfaceS‏ 
متعددة الابعاد multidimensionnelles ....................... i‏ 
دوران حقل شعاعي Rotation d’un champ vectoriel .................. OS‏ 
دوار Rotationnel ........ De 11131011131018 a‏ 
شريط موبيوس Ruban de MöbİuS . ................ aR‏ 
جداول ذات فروق Schéma aux différences ....... RS‏ 
مقطع ناظمي ة 02 ة 1 1 1 1 1 ال Section‏ 
_-3 مم الاو a‏ ل اا وال لاو افوا .00.0.0000 اا ا 
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اولي ا 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 77 اك 


بسيط بببب000000000 0 0 اا 
جموع مباشر ‏ ...ر 0000 ا ااا 
متتالية معمقة Suite exhaUstVe cca‏ 
متتاليات في شكل دلتا ا ................. Suites en forme de delta‏ 
مقبول 0 ا Surface admissible‏ 
مغلق ببببب 01012121‏ ال 
مستوى » استوا له tena Na‏ 0681968107 
دوراني ا ة 12121212 1 1 1 1 1 1 1 ااا de‏ 
سطوح متكافئة ضديا او عكسيا دز 11 201101 Surfaces antiéquivalentes‏ 
متكافئة و ا قمعل ة كاناوة 
رموز كريستوفال ااا ا Symboles‏ 
تناظر المشتقات المختلطة ل symétrie de dérivées mixteS‏ 
المشتق الثافي de la dérivée seconde ................... sss‏ 
المشتقات ذات الرتب العالية ................ de dérivées ,d’ordre supérieus‏ 
جل الاحداثيات المقبولة لل Systèmes de coordonnées admissibleS‏ 


Semi-geédesiqves ed Coor données .. نصف جيوديزية للاحداثيات‎ 


ماس | Tangente eSATA‏ 
موتر a‏ ااا TEASEUF‏ 
ضد تناظري ممم وموم ممم ممم مد antisymétrlque‏ 
انحناء ل de cOurDürê‏ 
موتر متري اا0اا 2 1 1 1 1 1 1 1[ 1[ ا ا Tenseur métrique‏ 
مشتق ال مط ا deVeer‏ 
متناظر بب00000 0 ا ان 
من نمط ريكسى RICE anaes‏ عم du‏ 
نظرية بوني 4 ١‏ اذ[ 7 ا Théorème de‏ 
كليرو الوط سواسو الما derclalFRUE‏ 


حول التابع الضمني » التوابع الضمنية 

OE فروبينيوس‎ 

غوس ( حول الانحناء الكلي) e‏ 
- ( حول المثلث الجيوديزي) 57 


O 0 kl 


منحنى الجر ê‏ 


انسحاب Si ES‏ 
قيمة متوسطة لتابع 00111 i‏ 


منوعات متكافئة RR‏ 


sur la fonction implicite ............... 
de Frobenius ................. sss. 

de Gauss ( sur la courbure totale ) 
-( sur le triangle géodésique) ... 


, de Hilbert 


enaneceeoneneeoeconennanadnenneneenonnen 


eeeoneneesennenacennnenneennns 


de Meusnier ................ esses 
de la moyenne .„............... sss: 
تال‎ Tan ian es 
Torsion d’une connexion ................... 
186118106 ida 
Transformation de Fourier انا‎ 


ووف وو ووم و ميرو مهمه وريه 


Translation 
Valeur moyenne d’une fonction ......... 
Variété differentiable élémentaire ....... 
Variétés équivalenteS .......................... 
Volume d’une boule .......................0... 
d’um ensemble jordanien ............. 
d’un parallêlépipède ...................... 
d’un simplexe ...... e 


d’un tore ........ eS 
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